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Aufgabe 1

Sei {x"} ein Normalkoordinatensystem um den Punkt p der Raumzeit; d.h. es gilt
F&V(p) = 0 und 9)g,w(p) = 0. Zeigen Sie, dass beziiglich diesem Koordinaten-
system die Komponenten des kovarianten (d.h. alle Indizes unten) Kriimmungs-
tensors Ry := goaR?s .., durch folgende Formel gegeben sind (wir schreiben

aﬁﬁ = 040p efc.):

Brv

Rocﬁuv = %(_aipgﬁv - a%}ygfxu + a%wgﬁu + aéugow) . (1)

Leiten Sie daraus die in jedem Koordinatensystem giiltigen Symmetrierelationen
ab

RocBm/ = *Rocﬁvu = *Rﬁocpw = Rpwocﬁ y (2)

3 Roc[(S},W] = Rocﬁpw + Rom/[:’)u + Rocuvﬁ =0. (3)
Gleichung (3) nennt man auch die erste Bianchi-Identitit. Zeigen Sie mit (2) und
(3), dass der Kriimmungstensor in n Dimensionen %nz(nz — 1) unabhingige
Komponenten hat. Zeigen sie weiter mit (1) die Relation

OMARapyv(P) + uRapwa(P) + dvRapau(p) = 0. @)

Diese Relation gilt nur am Punkt p und auch dort nur im Normalkoordinatensy-
stem. Begriinden Sie, warum trotzdem damit bereits folgende, in jedem Koordina-
tensystem (und an jedem Punkt) giiltige Relation bewiesen ist (sog. zweite Bianchi-
Identitdit):

VaRapv + ViRapva + VyRgpan = 0. (5)
Man definiert
R @ = g“BRum,B Ricci-Tensor , (6)
R = g"Ryw Ricci-Skalar , @)
Guv: = Ry — %gWR Einstein-Tensor . (8)
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Zeigen Sie die Symmetrie von R, und G . Leiten Sie durch Kontraktion der
Bianchi-Identitit (5) iiber (o, t) und (B,v) die kovariante Divergenzfreiheit des
Einstein-Tensors ab:

VHGw =0. 9)

Aufgabe 2

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die Lie Ableitung der Metrik nach dem Vek-
torfeld X mit Hilfe der kovarianten Ableitung wie folgt geschrieben werden kann:

Lxguv = ViXy + Vo X, (10)

Das Vektorfeld X heifit Killingfeld der falls Lxg = 0. Zeigen Sie, dass die Kil-
lingfelder zu einer festen Metrik g eine reelle Lie Algebra bilden und dass jedes
Killingfeld X die folgende Identitit erfiillt:

ViVaXa = R Xo- (11)

(Tipp: Schreiben Sie die linke Seite von (11) hin und wiederholen Sie die Hin-
tereinanderausfiihrung folgender zwei Operationen drei Mal: Vertauschen der ko-
varianten Ableitungen, gefolgt von Ersetzen von VX, durch —VX,,. Von den
ersten Operationen handeln Sie Sich drei Kriimmungsterme ein, die Sie wegen der
1. Bianchi-Identitit (Aufgabe 1, Formel (3)) zu einem zusammenfassen kénnen.)

Bestimmen sie alle Killingfelder des Minkowskiraumes. Was haben diese mit Poin-
caré-Transformationen zu tun?
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