Ubungen zur Vorlesung
Theorie der schwarzen Locher

von DOMENICO GIULINI

Blatt 2

Aufgabe 1

In der Vorlesung wurde die Lane-Emden-Gleichung
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abgeleitet. In dieser ist n der Polytropenindex, der mit dem Exponenten y der Zu-
standsgleichung p = kpY durch n = (y — 1)~' zusammenhiingt. Die Randbedingun-
gen sind ©(0) = 1 und ©’(0) = 0.

Nehmen Sie an, dass © um den Punkt & = 0 eine Taylorentwicklung besitzt und zeigen

Sie dann, dass
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Konnen ungerade Potenzen in der Taylorentwicklung auftreten?
Verifizieren Sie auBlerdem, dass die folgenden Funktionen
1— 282 firn =0
O(&) = < sin(§) /¢, firn =1 3)
(1 —i—%&z)_vz firn =5

die Lane-Emden-Gleichung zu den entsprechenden Polytropenindizes exakt 16sen.
Wecher dieser Fille entspricht einem verniinftigen Sternmodell?

Abbildung 1: Losungen der Lane-Emden-Gleichung fiir verschiedene Polytropenindizes.
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Aufgabe 2

In der Vorlesung wurden mit Hilfe der Lane-Emden-Gleichung Ausdriicke fiir die
Masse und den Radius eines (polytropen) Sterns als Funktion der Massendichte am
Ursprung p(0) abgeleitet. Berechnen Sie daraus das Verhéltnis der mittleren zur zen-

tralen Massendichte,
p)v = M 1

p(0) RS p(0)
Zeigen Sie mit Hilfe der genannten Ausdriicke fiir Masse und Radius, dass dieses
Verhiltnis bereits durch Angabe des Polytropenindex’ festgelegt wird und berechnen
Sie dieses fiir y = 5/3 und v = 4/3. Hinweis: Fiir diese Indizes haben die Lane-
Emden-Funktionen die folgenden Nullstellen: Egy:S/ 3 = 3,65375 und E,SVZM 3 —
6,89685 mit dazugehorigen Ableitungen ©’ (E}/:S/ 3) = —0,20330 und ©’ (&}/:4/ 3 ) =
—0,04243.

“4)

Aufgabe 3

In dieser Aufgabe gilt die Notation der Allgemeinen Relativitdtstheorie: g ist eine Lor-
entz’sche Metrik der Signatur (+,—,—,—) und V bezeichnet die Levi-Civita (torsi-
onsfrei und metrisch) kovariante Ableitung beziiglich g.

Sei u das Vierergeschwindigkeitsfeld einer idealen Fliissigkeit mit Massendichte (ge-
messen im lokalen Ruhsystem) p und Druck p auf einer Raumzeit (M, g). Es gilt
g(u,u) = c?. Ferner bezeichnen wir im folgenden die kovariante Ableitungen in
Richtung von u mit einem Punkt.

Teill

Der Energie-Impuls-Tensor der Fliissigkeit ist gegeben durch
T = pu®u® + p(c?uu’ — g*). 6))
Zeigen Sie, dass VT = 0 dquivalent ist zu

Va(pu®) +c?pVau® =0, (6a)
(p+c 2P +c?put—Vip =0. (6b)

Teil 2

Nehmen Sie an, dass es neben den in Teil 1 genannten Zustandsgrofen p und p der
Fliissigkeit noch eine weitere Grofle, genannt ,,Teilchenzahl“, gibt, deren Dichte (ge-
messen im lokalen Ruhsystem) mit n bezeichnet werde und die im Unterschied zur
Masse (vgl. (6a)) erhalten ist:

Va(nu®) =0. @)

Wir nennen die erhaltene Grof3e kurz die ,, Teilchenzahl“. Konkret denke man z.B. an
die Baryonenzahl. Wir beschreiben das System nun thermodynamisch und beziehen
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die ZustandsgroBlen wie Energie, Entropie und Volumen statt auf die Masseneinheit
(wie in der nicht-relativistischen Thermodynamik iiblich) auf die Teilchen. Die innere
Energie pro Teilchen ist dann

£ :=pc?/n. ®)

Das Volumen pro Teilchen ist 1/n, so dass der erste Hauptsatz der Thermodynamik
nun die Form annimmt
de=Tds—pd(1/n). 9)

Zeigen Sie die Aquivalenz der Bedingung (6a) mit der Aussage, dass die Entropie pro
Teilchen entlang der Fliissigkeitsstromung konstant ist.

Teil 3

Nehmen Sie nun weitergehend an, die Entropie pro Teilchen sei nicht nur entlang
jeder Integralkurve von u konstant, sondern nehme auch auf allen Integralkurven den
gleichen Wert an, d.h. die Entropie sei ,,iiber dem Korper konstant. Ferner sei p eine
(noch unbekannte) Funktion von n.. Zeigen Sie dann mit Hilfe des ersten Hauptsatzes
der Thermodynamik (9), dass der Druck gegeben ist durch

_2(n9r
p—c (ndn p). (10)

Ist also p als Funktion von p gegeben, so kdnnen Sie daraus n als Funktion von p
und umgekehrt p als Funktion von n bestimmen. Fiihren Sie dies explizit durch fiir
Zustandsgleichungen der Form p = KpY. Wie verhilt sich n fiir p — 0? Interpretieren
Sie den Quotienten p/n im Limes n — 0.

Ubungen zu: Theorie der schwarzen Locher, WS 2013/14 3/3
www.itp.uni-hannover.de/ giulini/



