Ubungen zur Vorlesung
Theorie der schwarzen Locher
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Aufgabe 1

In der Vorlesung wurden fiir Lane-Emden-Sterne (d.h. innerhalb der Newton’schen
Gravitationstheorie) Ausdriicken fiir den Radius und die Masse als Funktionen der
zentralen Dichte py abgeleitet, wobei vorausgesetzt wurde, dass der Stern durch den
Fermidruck der Elektronen bei Temperatur T = O stabilisiert wird. Zeigen Sie, dass
fiiry = 5/3 und y = 4/3 diese Ausdriicke in folgende Form gebracht werden kdnnen:
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Dabei bezeichnet wie in der Vorlesung o die Anzahl der Baryonen pro Elektron und
pc die kritische Massendichte
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mp = /hc/G ist die Planck-Masse, {p := /hG/c3 die Planck-Linge und A, :=
h/(mec) bzw. A, = h/(myc) sind die reduzierten Compton-Wellenlingen fiir das
Elektron und das Nukleon.

Rechnen Sie nach, dass (Mg bezeichnet die Masse der Sonne):
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Argumentieren Sie nun, dass falls der Stern durch den Fermidruck der Nukleonen
stabilisiert wiirde, die Ausdriicke fiir die Radien mit ome/m;, =~ 0/1836 und die
Ausdriicke fiir die Massen mit o2 multipliziert werden miissen und p, statt durch (2)
gegeben zu sein nun durch den Ausdruck
~ . Mp /MnpC
bei= 3 (5
ersetzt werden muss. Fiir Neutronensterne sollte also gelten:

3
) —6,1-10"%kg - m™ (4)

Po
R= (5a)

N )
(pf) 28,9km fiiry = 4/3

(&)1/6 10,8km  firy = 5/3

12
(%) 2,73My,  fiiry =5/3
M = (5b)

5,73 Mg firy=4/3

Welchen dieser Werte trauen Sie nicht? Begriinden Sie dies. Wenn die zentrale Dichte
po das Drei- bis Vierfache der Dichte von Atomkernen (2- 10" kg - m™3) betriige, wie
grof3 wiren dann die Radien und die Massen der Neutronensterne? Achtung: Welcher
Wert von vy ist dann relevant? Ist den entsprechenden Formeln aus (5) dann zu trauen?

Aufgabe 2

Die Differenz AM zwischen Neutronenmasse und der Summe von Protonen- und
Elektronenmasse betrigt etwa 1,5 Elektronenmassen. Der inverse [3-Zerfall kann ener-
getisch einsetzen, sobald die kinetische Energie der Elektronen an der Fermikannte den
Betrag AMc? iibersteigt (die Masse des Neutrinos sei hier vernachlissigt). Zeigen Sie,
dass dies fiir Massendichten
PS5 -1 12 6)
Pc
der Fall ist, wobei p. durch (2) gegeben ist.

Aufgabe 3
Zeigen Sie unter Annahme der Zustandsgleichung
p = 3pc’ ™
dass die Tolman-Oppenheimer-Volkoff - Gleichung eine exakte Losung der Form
K
p(r) = Z 8)

zuldsst. Fiir welche K ist das zutreffend? Wie grof} ist das Integral von p iiber den
,Raum™ t = konst. zwischen r = 0 und r = R? Welche Art von Materie wiirde (7)
geniigen?
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Aufgabe 4
Betrachten Sie in der tx - Ebene des Minkowskiraums die folgende Kurve:

-sinh(at/c),

©)

x(T) = — - cosh(at/c).

Hier bezeichnet c die Lichtgeschwindigkeit, a eine Konstante von der Dimension einer
Beschleunigung und T den Kurvenparameter. (Konnen Sie geometrische Charakteri-
sierungen von a und T angeben?) Wir nennen die Bildmenge der Kurve (9) einfach
den ,,.Beobachter®.

Charakterisieren Sie durch Angabe der Wertebereiche der Koordinaten alle Punkte
der tx - Ebene, die vom Beobachter kausal beeinflusst werden kénnen. Charakterisie-
ren Sie ebenso alle Punkte, die ihrerseits den Beobachter kausal beeinflussen konnen.
Was entspricht dem Schnitt der Komplemente beider Mengen? Wie verdndern sich die
Mengen, wenn die Bahnkurve (9) fiir sehr gro3e bzw. kleine T - Werte in eine unbe-
schleunigte Kurve tibergeht?

Aufgabe 5

Wir betrachten eine allgemeine statische Raumzeit, deren Metrik lokal immer auf die
folgende Form gebracht werden kann:

g =D*(X)c? dt ® dt — hep(X) dx® @ dx®, (10)

wobei die Funktionen @ und hgp nicht von t abhéngen. Die Weltlinien statischer Be-
obachter sind die Integralkurven des Vektorfeldes u = ¢~ '0;. Zeigen Sie, dass die
Beschleunigung a := V,,u gegeben ist durch

a=c*h®(d,In(®))d, . (11)

Fiir die duBlere Schwarzschildgeometrie ist ®? = 1 — (2m/r). Wie verhilt sich die
Beschleunigung fiir r N\, 2m? Was passiert mit dem Killing-Vektorfeld K = 0/0t
wenn man sich von groBeren r-Werten her der Hyperfliche r = 2m néhert?
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