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Aufgabe 1

In der duBeren Schwarzschildgeometrie ruhe ein Beobachter relativ zu den Schwarz-
schildkoordinaten bei 1 = R > 1s. Diejenigen Nullgeoditischen seines Riickwiirts-
lichtkegels, die bei Riickverfolgung ein Gebiet beschrinkter T-Werte nicht verlassen,
nennt man den ,,Schatten” des Zentralobjektes. Begriinden Sie diese Terminologie.

Zeigen Sie, dass der Schatten im vorliegenden Fall ein Kreiskegel mit Offnungswinkel
« (Winkel zwischen Symmetrieachse und Kegelmantel) fiillt, wobei
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Diskutieren Sie die Verinderung des Schattens als Funktion des Radius’ v, wenn Sie
sich von Werten r > 3rs/2 kommend iiber 1 = 3rg/2 dem Wert r = rs ndhern. Was
passiert bei r = 1g?

Anleitung: Um (1) abzuleiten benutzen Sie die in der Vorlesung besprochene Methode
des effektiven Potentials. Fiir lichtartige Geodditische gilt:
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Ein Punkt bezeichnet stets die Ableitung nach dem gewdhlten affinen Parameter. C und
{ sind entlang einer jeden Bahn konstant.

Betrachten Sie nun einen Lichtstrahl, der mit einem Winkel « zur nach innen orientier-
ten radialen Richtung beim Radius 1 = R abgeschossen werde. Machen Sie sich klar,
dass dann fiir die radiale Anfangsgeschwindigkkeit gilt
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Bestimmen Sie damit die Konstante C in (2) und dann den Grenzwinkel «, fiir den die
Bewegung das Maximum von Veg bei v = 3rs/2 iiberschreitet (falls R > 3r5/2) bzw.
nicht iiberschreitet (falls R < 3r5/2).
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Aufgabe 2

Eine 20 Meter lange Eisenbahnschiene falle in Lingsrichtung radial und frei im Gra-
vitationsfeld eines Neutronensterns mit Masse M. = 1,5 M und Radius R = 13 km.
Der Neutronenstern sei nicht rotierend, so dass sein dulleres Gravitationsfeld durch die
duBere Schwarzschildlsung gegeben ist. Schitzen Sie mit Hilfe der in der Vorlesung
diskutierten Methode ab, ob die Schiene in Lingsrichtung zerissen wird, und wenn ja
in wie viele Stiicke, bevor sie auf die Oberflache des Neutronensterns trifft.

Hinweis: Die Zerreifispannung und Dichte von Stahl sind 6 = 7 x 108N - m~2 und
p=78xg-cm.

Aufgabe 3

Beziiglich der orthonormierten Kobasis
0 = (1-2) cat,
T

o' =(1-2) " ar,

)
O’ =rdo,

©® =rsin(0) de,

sind die nicht-verschwindenden Komponenten des Kriimmungstensors der dufleren
Schwarzschildgeometrie gegeben durch
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= 2R1212 = 2Ry313

= —2Rp202 = —2Rp303 -

Zeigen Sie durch explizites Nachrechnen, dass der Kriimmungstensor invariant unter
radialen Lorentz-Boosts ist.

Hinweis: Die Rechnung kann man erheblich abkiirzen, wenn man ©° und ©' durch
ot = %(@0 + @) ersetzt, d.h. den Kriimmungstensor nach {©F,0~, 0%, @3} ent-
wickelt. Dann sieht man die Invarianz ohne weitere Rechnung aus der Invarianz von
CANICRS
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