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Aufgabe 1

Die Parameter m und a bezeichnen wie in der Vorlesung die Masse und das Verhiltnis
von Drehimpulsbetrag pro Masse irgend eines Koprpers. Berechnen Sie das Verhiltnis
a/m fiir

1. das Elektron,
2. die Erde,
3. die Sonne,

4. die Milchstral3e.

entweder mit exakt gemessenen oder ,,verniinftig“ geschitzten Werten fiir die entspre-
chenden Grofen.

Aufgabe 2

In einer geeigneten offenen Menge U C R3 (siche unten) fiihren wir neben den iibli-
chen Cartesischen Koordinaten (x, y, z) neue Koordinaten (r, 0, ¢) (mit den tiblichen
Wertebereichen wie bei sphérischen Polarkoordinaten) ein durch die Vorschrift

x = f(r) sin© cos @,
y = f(r) sinB sin @, (1a)

z=1cos0.

Zeigen Sie, dass die Koordinatenvektorfelder 9/0r, 9/00, ,9/0¢@, genau dann paar-
weise aufeinander senkrecht stehen, wenn f2(r) = 12 + ¢, mit ¢ € R konstant. Wir

wihlen ¢ = €2 > 0, so dass
f(r) = V12 4 2. (1b)

Zeigen Sie damit, dass die Flichen r = konst. Rotationsellipsoide mit grofler Halb-
achse a = /72 + €2 und kleiner Halbachse b = r sind, wobei letztere entlang der
Rotationsachse (z-Achse) liegt. Zeigen Sie weiter, dass die Flichen 6 = konst. ein-
schalige Rotationshyperboloide mit den asymptotischen Kegeln z/+/x% 4+ y% = cot 0
sind. Fiir r — 0 entarten die Rotationsellipsoide zu einer Kreisscheibe vom Radius ¢ in
der Ebene z = 0, so dass das oben erwihnte Gebiet U C R3 des durch (1) definierten
Koordinatensystem gerade das Komplement dieser Kreisscheibe im R3 ist.
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Ersetzen Sie nun in der Minkowski-Metrik
gm = c? dt? — dx? — dy? — dz? )

die rdumlichen Koordinaten (x,y,z) durch (v, 0, @) gemiB (1) und zeigen Sie, dass
die so erhaltene Form gerade der Kerr-Newman-Metrik in Boyer-Lindquist Koordina-
ten fiir m = q = O und a = ¢ entspricht. Da alle Ellipsoide r = konst. gleiche Foki
haben, nennt man das Koordinatensystem konfokale elliptische Koordinaten.

Aufgabe 3

(Nur fiir Differentialgeometrie-Begeisterte) Zeigen Sie: Schriankt man die Kerr-
Newman-Metrik auf die durch t = O und r = 1} := m + /m? — a? — q? definierte
zweidimensionale raumartige Fldche X ein, so hat diese die Form (mit positivem Vor-
zeichen versehen)

sin%0

hi= gl = p?d0° + (% +a’) do?. ®

Dabei ist wie in der Vorlesung

p = /T2 +a? cos?0, (4a)

Ty = m+yvm?2—a?—qg?, (4b)
wobei
m? > a’ + q2 (4¢)

vorausgesetzt sei. Zeigen Sie, dass die Gaul’sche Kriimmung der Fliache X gegeben

ist durch
2 —3a? cos? 0

[r3 4 a? cos? 6}3

K=Rp2 = (11 +a?)- (5)
(Tipp: Die Gauf’sche Kriimmung ist gleich der einzigen unabhingigen Komponente
R1212 des Riemann’schen Kriimmungstensors beziiglich einer orthonormieren Basis.)

Zeigen Sie, dass das Flachenintegral von K iiber £ (beziiglich des durch die Metrik (3)
induzierten Mafles) den von allen Parametern (m, a, q) unabhdngigen Wert 47 hat.
Waundert Sie das? SchlieBen Sie weiter, dass die Flidche X topologisch eine 2-Sphére
ist. (Tipp: Satz von Gauf} & Bonnet)

Die Gauf3’sche Kriimmung kann unter Umstinden in Umgebungen der Pole 8 = 0,7t
negativ werden. Zeigen Sie fiir den Fall verschwindender Ladung (q = 0), dass dies
genau dann passiert, wenn

V3

7‘m<|a|<m. (6)

Zeigen Sie zuletzt, dass sich die Region negativer Kriimmung maximal bis zum
54,73561... Breitengrad (nordlich und siidlich) erstreckt, dass also ein symmetri-
scher Streifen um den Aquator von insgesamt iiber 70 Breitengraden immer positive
Kriimmung besitzt.
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Aufgabe 4

Eine Anzahl n = 2 von ungeladenen drehimpulslosen schwarzen Lochern gleicher
Masse kollabiere radial aus dem Zustand relativer Ruhe und verschmelze zu einem
einigen schwarzen Loch. Leiten Sie mit Hilfe des Hawking’schen Oberflichensatzes
eine obere Schranke fiir die dabei abgestrahlte Energie ab. Verallgemeinern Sie dies
aufn > 2.

Aufgabe 5

Einem ungeladenen schwarzen Loch der Kerr-Familie werde Rotationsenergie entzo-
gen. Leiten Sie mit Hilfe des Hawking’schen Oberflichensatzes wieder eine obere
Schranke fiir die dabei entnehmbare Energie ab. Wie viel Prozent der Anfangsenergie
betrégt diese im optimalen Fall |a| = m?

Aufgabe 6

Zwei ungeladene schwarze Locher der Kerr-Familie mit Parametern (my, a;) und
(my, ay) verschmelzen zu einem schwarzen Loch mit Parametern (m, a). Zeigen Sie,
dass ein minimales m (und damit die grof3te Energieabstrahlung) fiir a = 0 erreicht
wird. Zeigen Sie dann weiter, dass fiir gegebenes m mit a = 0 die Summe m; + m;
dann am kleinsten ist, falls |a;| = my fiir i = 1, 2. Welcher Bruchteil der Gesamtener-
gie kann also in diesem optimalen Fall hochstens abgestrahlt werden? Vergleichen Sie
dies mit dem Ergebnis aus Aufgabe 4.

Aufgabe 7

In der Vorlesung wurde fiir schwarze Locher vom Kerr-Newman Typ folgender Aus-
druck fiir das Differential der Masse m(A, {, q) als Funktion der Oberfliche A, des
Drehimpulses { := ma und der Ladung q (in geometrischen Einheiten) abgeleitet:

dm=kdA+Qudl+ ddq. (7a)
Dabei waren
a
Oy = —— 7b
H T2+ + az ) ( )
™+q
o = Tc
e (7¢)

die Winkelgeschwindigkeit und das elektrische Potential des Horizontes.

Zeigen Sie anhand (7), dass dA > 0 dquivalent ist zu
2
d(m?) > (m/ry)" d(a®) + (m/r.) d(q?). )

Beweisen Sie damit den Satz, dass (hinreichend glatte) Prozesse innerhalb der Kerr-
Newman Familie, die dA > 0 geniigen, niemals von einem unter-extremen (m? <
a + qz) zu einem iiber-extremen (m? > a? + qz) schwarzen Loch fiihren kénnen.
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