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Aufgabe 1

Im Folgenden sei (V,1) 4-dimensionaler, reeller Vektorraum mit Metrik der Signatur
(+,— — —), und * : APV — A*PV die Hodge-Abbildung (je eine Abbildung fiir
p =0,1,2,3,4), die im Falle p = 2 die Form (xF)qp = %saﬁwF“V annimmt. Wir
interessieren uns fiir die Menge der beziiglich 1 antisymmetrischen Endomorphismen

En\d(V) :{F€V®V*:n(Fv,w):—n(v,Fw);Vv,WEV}. €))

Wie iiblich konnen wir diese mit Hilfe von i mit V /A V identifizieren. Somit konnen
wir x auf Elemente in End(V) anwenden.

Beweisen Sie, dass fiir je zwei Elemente F, G € E/TE].(V) folgende Identitit gilt:
Fo G — (xG) o (xF) = ISpur(Fo G)idy . )

Tipp: Schreiben Sie (xG) o (xF) in Komponenten und werten sie erneut Produkt der
e-Tensoren wie iiblich aus.

Leiten Sie durch Spezialisierung von (2) die weiteren Identitéten fiir F € E/rai(V) ab
(wir lassen nun das Kompositionssymbol o weg und schreiben F2 := F o F etc):

F2 — (xF)? = 21, idy, (3a)
F(xF) = Lidy, (3b)
F'— 2L P — Bidy = 0. (3¢)

Dabei haben wir folgende Abkiirzungen benutzt:
L = %Spur(Fz) , I, := 7 Spur(F (xF)). 4)

Beweisen Sie damit, dass jedes Spurpolynom in den F und (xF) durch die beiden In-
varianten Iy und I, ausgedriickt werden kann.

Der spurfreie Anteil von F? ist
T:=F — ISpur(F)idy = F* — I idy Q)

Zeigen Sie mit Hilfe von (3c), dass

T2 = (I2 + 13) idy (6)

und mit Hilfe von (2), dass
T=1(F+ (+F)2). @
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Folgern Sie aus letzterer, dass T invariant unter sogenannten Dualitdtstransformationen

F Fo\ . [ cosO sin0® F
<*F> — (*F9> T (— sin® cos 9> (*F) ) ®)

Benutzen Sie diese Resultate um ein paar interessante Aussagen iiber den Energie-
Impulstensor des elektromagnetischen Feldes zu treffen.

Aufgabe 2

In der Vorlesung wurde die Reissner-Nordstrom-Metrik abgeleitet:

2
g = ¢(r)cfdt’ — q()i(rr) —1%(d0% + sin® 0 d?), (9a)
2
mit $(r) = 1—2—m+q—2. (9b)
T T
(9¢)

Die Parameter m und ¢, die beide die physikalische Dimension einer Linge besitzen,
héngen mit der Masse M > 0 und Ladung Q wie folgt zusammen (wir benutzen das
MKSA-System):

G
T2 (9d)

M
_ Q)-8 Z gl /St
q =1Ql- Ameoc® 1Q Il (%e)

Hier ist (1o = 47t - 10~ N - A~? die magnetische Feldkonstante.
Bestimmen Sie das dimensionslose Verhiltnis q/m fiir das Elektron.

Sei m > q; berechnen Sie in der raumartigen Hyperfliche t = O den radialen Abstand
eines Punktes mit r > 1, := m + \/m? — qZ zum #uBeren Horizont r = 1.

Zeigen Sie, dass lichtartige Geodétische in der RN-Metrik einer Gleichung der Form
72 + Ve(r) = 0 geniigen und diskutieren Sie die Form von V.g(r). Diskutieren
Sie insbesondere, bei welchen Radien rdaumliche Kreisbahnen (stabil oder instabil) in
Abhingigkeit von o := q/m moglich sind.
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