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Aufgabe 1

Sei η eine symmetrische nicht-ausgeartete Bilinearform auf dem Vektorraum V der
Dimension n > 2. In der Vorlesung wurde insbesondere gezeigt, dass die Lie-Algebra
der η erhaltenden inhomogenen Gruppe V o O(V,ω) gegeben ist durch Lie

(
V o

O(V, η)
)
= Span{Pa,Mab | 1 ≤ a < b ≤ n}, mit

[Pa, Pb] = 0 , (1a)

[Mab, Pc] = ηbcPa − ηacPb , (1b)

[Mab,Mcd] = ηadMbc + ηbcMad − ηacMbd − ηbdMac . (1c)

Zeigen Sie, dass die diese Lie-Algebra L perfekt ist, d.h. [L, L] = L (jedes Element ist
Summe von Klie-Klammern).

Tipp: Kontrakieren Sie die rechten Seiten von (1) geeignet mit ηab, so dass Sie nach
den Pa’s undM ′abs auflösen können.

Bestimmen Sie alle eindimensionalen Darstellungen dieser Lie-Algebra und verglei-
chen Sie diese mit den eindimensionalen Darstellungen des Ideals aller Translationen;
was fällt auf?

Aufgabe 2

Die Verhälnisse seien wie in Aufgabe 2. Die Gruppe G := V oO(V, η) operiert auf V
gemäß

φ : G× V → V ,
(
(a,A), v

)
7→ φ(a,A)(v) := Av+ a . (2)

Sei C∞(V,R) der unendlich-dimensionale reelle Vektorraum aller R-wertigen, unend-
lich oft stetig differenzierbaren Funktionen auf V . Auf diesem ist G dargestllt durch

T : G× C∞(V,R) → C∞(V,R) , T(a,A)f := f ◦ φ−1
(a,A) . (3)

Zeigen Sie, dass dies tatsächlich eine Darstellung ist.

Wir interessieren uns für die durch T induzierte Darstellung Ṫ von Lie(V oO(V, η))
auf C∞(V,R). Betrachten Sie dazu eine Kurve s 7→ (a(s), A(s)) in G mit
(a(0), A(0)) = (0, idV) und d/ds|s=0(a(s), A(s)) = (ȧ, Ȧ) ∈ Lie(V o O(V, η)).
Zeigen Sie, dass

Ṫ(ȧ,Ȧ)f(x) = Df(x)(−ȧ− Ȧx) . (4)
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Führt man eine Basis {ea | a = 1, · · · , n} von V und die dazu duale Basis {θa | a =
1, · · · , n} von V∗ ein, und definiert wie in der Vorlesung θa := η↓(ea) = ηabθ

b, mit
ηab = η(ea, eb) dann bilden die Pa := (ea, 0) und Mab := (0, ea ⊗ θb − eb ⊗ θa)
eine Basis von Lie(V oO(V, η)) die gerade die Relationen (1) erfüllt.

Zeigen Sie:
ṪPaf = −∂af , ṪMab

f = (xa∂b − xb∂a)f . (5)

Dabei ist xa : V → R, x 7→ η(x, ea) die bezüglich der Basis definierte (kovariante)
Koordinatenfunktion. Wir können also sagen, dass die Bilder der Basis {Pa,Mab |≤
a < b ≤ b} von Lie(VoO(V, η)) unter Ṫ die Diferentialoperatoren −∂a und (xa∂b−
xb∂a) sind. Rechnen Sie nach, dass diese genau die Relationen (1) erfüllen.

Aufgabe 3

Zeigen Sie: Ist D : G × V → V eine lineare Darstellung von G auf V , dann ist
D∗ : G × V∗ → V∗ mit D∗g := (Dg−1)> eine lineare Darstellung von G auf dem
Dualraum V∗. Man nennt sie die zu D duale oder Ko-Darstellung.

Aufgabe 4

Die Verhältnisse sind wieder wie in Aufgabe 1. Wir betrachten die adjungierte Dar-
stellung der Gruppe G = V o O(V, η) auf ihrer Lie algebra Lie(G). Letztere ist als
Vektorraum gegeben durch V ⊕ P−(V ⊗ V∗), wobei die Projektion P− : End(V) →
Lie(O(V, η)) definiert ist durch P−(X) = 1

2(A − A†) und A† das die bezüglich η
adjungierte zu A ist. Es gilt (s. Vorlesung) für symmetrische η

A† = η↑ ◦A> ◦ η↓ . (6)

Von Aufgabe 3 auf Blatt 3 wissen wir, dass die Adjungierte Darstellung gegeben ist
durch

Ad(a,A)(w, Y) =
(
A(w) −A ◦ Y ◦A−1(a) , A ◦ Y ◦A−1

)
=

(
A(w) −AdA(Y)(a) , AdA(Y)

)
,

(7)

wobei A 7→ AdA die adjungierte Darstellung von G bezeichnet.

Bestimmen Sie (gemäß Aufgabe 3) die Ko-Adjungierte Darstellung auf dem Dualraum
von Lie(V oO(V, η)), den Sie mit V ⊕ P>− (V∗ ⊗ V) identifizieren können.

Tipp: Schreiben Sei einen Vektor im Dualraum der Lie algebra als (p, J) ∈ V∗ ⊕
P>− (V

∗ ⊗ V) und die Paarung zwischen (p, J) und (w, Y) ∈ V ⊕ P−(V ⊗ V∗) als
p(w) + 1

2J(Y). Dabei bezeichnet J(Y) die tensorfaktorweise Parrung von V∗ ⊗ V und
V ⊗ V∗ und der Faktor 1/2 korrigiert, dass dabei Paarungen im Unterraum der unter
† antisymmetrischen Abbildungen doppelt gezählt würden. Nach Definition der adjun-
gierten Abbildung gilt (p, J)Ad(−A−1a,A−1)(w, Y) =

(
Ad∗(a,A)(p, J)

)
(w, Y). Berech-

nen Sie mit Hilfe von (7) die linke Seite dieser Gleichung und stellen Sie den erhalte-
nen Ausdruck so um, dass Sie sie direkt Ad∗(a,A)(p, J) ablesen können. Achtung: Aus
J1(Y) = J2(Y) für alle Y ∈ P−(V⊗V∗) können sie nur auf P>− (J1) = P

>
− (J2) schließen.
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