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Blatt 1

Aufgabe 1 (Aktionen Abel’scher Gruppen)

Zeigen Sie: Ist ® : G x M — M eine effektive und transitive Aktion einer Abel’schen
Gruppe G auf einer Menge M, dann ist die Aktion sogar einfach-transitiv. Sagen Sie
in Worten, was das fiir die Translationen im Ortsraum bedeutet.

Aufgabe 2 (allgemeine semi-direkte Produkte)

In dieser Aufgabe wiederholen wir die allgemeine Definition des semi-direkten Pro-
dukts zweier Gruppen.

Seien H und G Gruppen und « : G — Aut(H), g — o4, ein Homomorphismus
der Gruppe G in die Gruppe der Automorphismen von H. Zur Erinnerung: Ein Au-
tomorphismus von H ist eine Abbildung « : H — H mit «(e) = e (e = neutrales
Element) und «(gh) = «(g)x(h) fiir alle g, h € H. Die Menge der Automorphismen
bilden selbst eine Gruppe, wenn man als Gruppenmultiplikation als Komposition von
Abbildungen nimmt.

Auf der Menge H x G betrachte man nun folgende Multiplikationsvorschrift

(h1,91)(h2, g2) = (g, (h2), g192) . )]

Zeigen Sie, dass (1) eine Gruppenstruktur definiert. Die Menge H x G versehen mit
dieser Struktur bezeichnet man mit H <, G und nennt sie das semidirekte Produkt von
H mit G beziiglich .

Bezeichnen ey und eg die neutralen Elemente in H bzw. G. Zeigen Sie weiter, dass
A:= H x eg C H x Gund G = en X G C H x G zu H bzw. G isomorphe Un-
tergruppen von H %, G sind, wobei A sogar invariant (d.h. normale Untergruppe) ist.
Welche Bedingung muss « erfiillen, damit auch G invariant ist? Was ist der Durch-
schnitt A N G? Bestimmen Sie die Untergruppen Gh:=h-G-hfirh € Aund
deren Schnitte G(h, h/) := G N Gy Interpretieren Sie Gy, und G(h, h’) am Beispiel
der Gruppe der euklidischen Bewegungen im R3.

Zeigen Sie zuletzt folgende Umkehrung: Ist F eine Gruppe mit Untergruppen H und
G, so dass 1) H ein Normalteiler ist, 2) F = HG := {gh | g € G, h € H} und
3) HN G ={e} (e € F neutrales Element). Dann existiert ein &« € Hom(G, Aut(H)),
so dass F isomorph ist zu H x4 G.
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Aufgabe 3 (spezielle semi-direkte Produkte)

In dieser Aufgabe lernen wir spezielle semi-direkte Produkte kennen, die in der Physik
immer wieder vorkommen (siehe z.B. die nachste Aufgabe).

Im Folgenden stehe K fiir R oder C. Sei H die additive Gruppe K" und G C GL(n,K)
eine Untergruppe der Gruppe aller invertierbaren n x n Matrizen mit Eintrdgen in K.
Als Abbildung & nimmt man die Identitit, was sinnvoll ist, da Aut(K™) = GL(n, K).
Wir schreiben oca(a) =: A - a (Multiplikation des Vektors a mit der Matrix A.) Das
semidirekte Produkt K™ x G ist nun gegeben durch

(a1,A71)(az,Az) = (a1 +A7-az, A1-Ay). 2

Man nennt K™ x G auch oft die zu G C GL(n, K) gehorige inhomogene Gruppe 1G.
Zeigen Sie, dass die Abbildung K x G — GL(n + 1,K), gegeben durch

1 07
wne (1) 5

ein injektiver Homomorphismus (auch ,,Einbettung™ genannt) ist. Dabei ist die Matrix
auf der rechten Seite 1+n zerlegt, wobei 0 der n-dimensionale Null-Zeilenvektor ist.

Aufgabe 4 (Galilei Gruppe)

Die eigentliche orthochrone (keine Raum- und keine Zeitspiegelungen) inhomoge-
ne Galilei Gruppe 1G aﬂ ist das semidirekte Produkt der eigentlich orthochronen

homogenen Galilei Gruppe Gaﬂ mit der Gruppe R* raumzeitlicher Translationen.
Gaﬂ C GL(4,R) wird parametrisiert durch rdumliche Drehungen

1 07 .
R(D) = | ~ , wobei D e SO(3) (C))
0 D
und Boosts (Geschwindigkeitstransformationen)
0T
B(¥) := <é 01> . wobei VeER3. )

Die allgemeine Transformation in G all ist dann gegeben durch
G(V,D) :=B(V)-R(D). ©6)

Berechnen Sie G (v, D;) - G(V,,D;) und stellen Sie dadurch die Gruppenmultiplika-
tion in den Parametern V und D dar. Zeigen Sie, dass

Gall = R3 x4 SO(3), (7a)
wobei
«:SO(3) — Aut(R?) = GL(3,R) )
D— «(D):=D.
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Welchen Transformationen entspricht hier der Abel’sche Normalteiler R3?

Fiir die inhomogene Galilei-Gruppe gilt also

IGall = R* xp (R %, SO(3)), (8a)

B:R3 %y SO(3) — Aut(R*) = GL(4,R)

(¥, D) = B(¥, D) :i= B(¥) - R(D) = (1 W) .

v D

Schreiben Sie ein allgemeines Element von 1G aﬂ anhand der Einbettung IG a11 —
GL(5,R) als 5 x 5 Matrix an und bestimmen Sie damit das allgemeine Multiplikati-
onsgesetz.

Zeigen Sie, dass die von den rdumlichen Translationen und Boosts zusammen erzeugte
Untergruppe isomorph zur additiven Gruppe R? x R3 = R® ist und dass diese eben-
falls ein Abel’scher Normalteiler ist. Zeigen Sie weiter, dass die Zeittranslationen und
rdaumlichen Drehungen zusammen eine weitere Untergruppe bilden, die isomorph zu
R x SO(3) ist und mit der erstgenannten Untergruppe einen trivialen Schnitt besitzt.
SchlieBen Sie daraus (vgl. den letzten Teil von Aufgabe 2), dass neben (8) eine weitere
Isomorphie besteht

IGall = (R® x R?) xy (R x SO(3)). (9a)
wobei

v:R x SO(3) = Aut(R? x R®) = GL(6,R)
_ (9b)
(b, D) —vy(b,D):= (]3 BD> .

Zeigen Sie schlieBlich, dass man in natiirlicher Weise zu den Zerlegungen (8) und
(9) gefiihrt wird, wenn man eine allgemeine Galilei-Transformation als Komposition
von zeitlichen Translationen T(b), rdumlichen Translationen T(d), Boosts B(V) und
Drehungen R(D) schreibt, einmal in der Reihenfolge

G[(b,d), (¥,D)] :=T(b) o T(&) o B(V) o R(D), (10)
und einmal in der Reihenfolge (Boosts und Zeittranslation vertauscht)

G[(a@,V), (b,D)] :=T(d) o B(¥) o T(b) o R(D). (11)

Erginzungen zur klassischen Physik, WS 2019/20 3/3
www.itp.uni-hannover.de/~giulini/



