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Blatt 4

Wiederholung aus der Vorlesung

Wie in der Vorlesung sei die folgende (1 + 3) x (1 + 3) — Matrix

=T
~(; 6)

die Darstellung einer allgemeine Lorentztransformation in Lorl. Dann gelten die Re-
lationen

@=y2—-1, M@ =vb, MM =E+bob’, (2a)
b =v>—-1, M'b=yda, M M=E+dod . (2b)

Mit Hilfe dieser Relationen wurde dann nachgewiesen, dass

(v aN_ ([~ vB' (10T e
L_<5 M>_<vf§ E3+hf—1)ﬁ®rﬂ> (6 D) = B(B)-R(D). Ga)

Hier ist

boal
D:i=M-— ]@i‘; €50(3), (3b)
Die Drehung D geniigt
Dd=hb. “)

Diese Polarzelegung entspricht der Zerlegung einer allgemeinen Lorentztransforma-
tion in eine Drehung R(D) und einen Boost B([g ). Die GroBen D € SO(3) und
B € By := {X € R? | |X|| = 1} unterliegen keinen weiteren Einschriinkugne, so
dass wir die Lorentztransformationen treu durch By x SO(3) parametrisieren konnen.
Wir schreiben dann L(B, D) = B([g JR(D). Die Polarzerlegung definiert dann einen

topologischen Homdomorphismus Lor]r = B; x SO(3) = R? x RP3.

Ergénzungen zur klassischen Physik, WS 2019/20 1/4
www.itp.uni-hannover.de/~giulini/



Aufgabe 1

Zeigen Sie mit Hilfe der Relationen (2), dass

—

Da="b, (5a)

dass also D eine Drehung in der orientierten Ebene Span{d, 6} darstellt, deren Winkel
0 € [0, 7] gegeben ist durch

~ Spur(M) —1
COS(G) = ? . (Sb)
Aufgabe 2
Zeigen Sie . .
R(D)B(B)R(D™") = B(DB). (6)
Wir definieren die beiden Abbidungen
x: By x By — By, (B1,B2) — B1x B2, (7a)
T:By x By = SO(3), (B1,B2) — TIB1,Bal, (7b)
durch . . L o
B(B1)B(B2) = B(B1xB2) - R(TIR1, B2]). (7¢)

Man nennt * das ,,Elnstem sche Addltlonsgesetz fiir Geschwindigkeiten (hier in Ein-
heiten von c; d.h. (5 =v/c)und T[ 61 , (5 2] die zum geordneten Paar von Geschwindig-
keiten [31 und [32 gehorige ,,Thomas-Drehung*.

Zeigen Sie
0% ﬁ ﬁ* 0 = [g (8a)
T[0, B = TIR,0] = Es. (8b)

Wenden Sie (6) auf (7c) an und leiten Sie dann aus der Eindeutigkeit der Polarzerle-
gung folgende Aquivarianzeigenschaften fiir die Funktionen « und T unter Drehungen
ab:

D(B1* B2) =

(DB1) x (DB2), (9a)
TR, Bl D' = TID

1, DBl (9b)

Zeigen Sie nun weiter, dass das allgemeine Multiplikationsgesetz der Lorentzgruppe
in den Parametern 3 und D mit Hilfe der Funktionen x und T wie folgt lautet:

L(B1,D1)L(B2,D2) = L(B, D) (10a)
mit
B =p1%Dip2, (10b)
D = TRy, D1B2]D1D;. (10c)
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Rechnen Sie nach, dass B( B)B(—fg ) = E4 und folgern Sie

Bx(—B) = (~B)xB =0, (11a)
TR, —Bl = TR, Bl = E;. (11b)

Leiten Sie daraus ab, dass
[L(B,D)] ' =L(-D', D). (12)

Aufgabe 3

Wir benutzen die Bezeichnungen aus der obigen Wiederholung sowie die Notationen
Y(B) =1/y/1—BZmit B := [|B]| und By x B2 := || B1 * Ba]-
Zeigen Sie

Y(B1 % B2) = v(B1)v(B2)(1+ B1 - B2) (13)

und weiter . . .
S o B+ P (B + v (B1)PL(B2)
B1xP2= —
T+ B1- B2
Dabei sind P| und P, die Euklid’schen Orthogonalprojektionen parallel zu und senk-
recht auf 6 1.

. (14)

Zeigen Sie schlieBlich: Ist ¢ der Winkel zwischen [g 1 und ﬁz, dann ist T[[g 1 62] eine
Drehung in der orientierten Ebene Span{f1, .} deren Winkel 6 bestimmt ist durch

(y1 = 1) (y2—sin* @
1+Y1Yz+\/(v%—1)(v%—1) cos @

cos(0) =1— , (15)

wobei vq :=Y(Bd) (a =1,2).

Zeigen Sie, dass bei festgehaltenem ¢ der Winkel 0 im Limes y7; — oo gegen ¢
strebt. Lisst man umgekehrt y; ; fest und betrachtet den Winkel 6 als Funktion von ¢,
dann hat diese Funktion ein Maximum bei

cos(on) __\/m ~Nlr2—1) (60

(vi+1)(y2+1)

mit einem Wert 0., := 0( @, ), fiir den gilt

(vi—1Dy2—1)
(vi+1(yv2+1)

cos(Bm) =1—2 =—cos(2¢m), (16b)
also
Om =2@Qm — 7. (16¢)

Setzen Sie Y1 = y2 =y und bestimmen Sie den Schwellenwert 'y, fiir 'y, oberhalb
dem 0., > 7t/2. Welcher Schwellengeschwindigkeit 3/, entspricht das? Beachten
Sie: Aus (16c) folgt , dass der Winkel ¢, zwischen den Boostrichtungen, bei dem 0.,
gerade 7t/2 ist, immer bei @, = 37/4 (entsprechend 135°) liegt, unabhéngig davon,
ob die Geschwindigkeiten gleich sind oder nicht. Fiir hohere Geschwindigkeiten ist
0 = 7t/2 auch fiir kleinere ¢ zu erreichen, wie etwa 0 — ¢ fiir y; 2 — oo zeigt (s.0.).
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Aufgabe 4

Geben Sie eine geometrische Interpretation von (13), indem Sie diese Gleichung in
die Rapidititen p := tanh™'(B) umschreiben. Tipp: Cosh-Satz fiir die Seiten eines
hyperbolischen Dreiecks.

Aufgabe 5

Zeigen Sie, dass die Einstein’sche Addition * weder kommutativ noch assoziativ ist
und stattdessen folgende Relationen gelten:

B1x B2 =TIB1,R2l(B2*P1) (17)

und

B1 % (BaxB3) = (B1*B2) * TIB1, B2lB3. (18)

Tipp: Gleichung (17) folgt aus (5a) angewandt auf (7¢). Zur Ableitung von (18) gehen
Sie aus von B(gﬂ(B(ﬁﬁB(gﬁ) = (B(gﬂB(gﬂ)B(@) [d.h. Assoziativitiit inner-
halb der Lorentzgruppe], zerlegen beide Seiten polar und Vergleichen dann die Boost-
Anteile (Eindeutigkeit der Polarzerlegung!).

Aufgabe 6

Sei L = Span{ey, e, e3} die Lie-Algebra der SO(3), so dass [eq, ep] = €, en.
Beschreiben Sie die Lie-Algebra, die durch Kontraktion iiber H = Span{e3} entsteht.
Zu welcher Lie-Gruppe ist sie die Lie-Algebra?
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