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Aufgabe 1

Sei n eine symmetrische nicht-ausgeartete Bilinearform auf dem Vektorraum V der
Dimension n > 2. In der Vorlesung wurde insbesondere gezeigt, dass die Lie-Algebra
der 1 erhaltenden inhomogenen Gruppe V x O(V, w) gegeben ist durch Lie(V X
O(V;n)) = Span{Pq,Mqp | 1 < a < b < n}, mit

[Pa)Pb] - 0) (la)
[Maba Pl = MocPa —NacPo, (1b)
[Mab, Mcdl =Nad Mbe +Mbe Mad — Nac Mbd — Mbd Mac - (lc)

Zeigen Sie, dass diese Lie-Algebra L perfekt ist, d.h. [L[,L] = L (jedes Element ist
Summe von Klie-Klammern).

Tipp: Kontrahieren Sie die rechten Seiten von (1) geeignet mit n°°, so dass Sie nach
den Pq’s und M/ s aufiisen kinnen.

Bestimmen Sie alle eindimensionalen Darstellungen dieser Lie-Algebra und verglei-
chen Sie diese mit den eindimensionalen Darstellungen des Ideals aller Translationen;
was fillt auf?

Aufgabe 2

Die Verhilnisse seien wie in Aufgabe 2. Die Gruppe G := V x O(V,n) operiert auf V
gemal
d:GxV-oV, ((a,A),V) = dga(v) =Av+a. ()

Sei C*°(V,R) der unendlich-dimensionale reelle Vektorraum aller R-wertigen, unend-
lich oft stetig differenzierbaren Funktionen auf V. Auf diesem ist G dargestellt durch

T:Gx C®(VR) = C®(V,R), Tqaf:=Ffod,- (3)

Zeigen Sie, dass dies tatsdchlich eine Darstellung ist.

Wir interessieren uns fiir die durch T induzierte Darstellung T von Lie(V x O(V,n))
auf C*°(V,R). Betrachten Sie dazu eine Kurve s +— (a(s),A(s)) in G mit
(a(0),A(0)) = (0,idy) und d/ds|s—o(a(s),A(s)) = (a,A) € Lie(V x O(V,n)).
Zeigen Sie, dass

T(a,A)f(X) = Df(x)(—a— Ax). ()
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Fiihrt man eine Basis {eq | a = 1,--- ,n} von V und die dazu duale Basis {0¢ | a =
1,---,n} von V* ein, und definiert wie in der Vorlesung 0, := N (€q) = Nap0°, mit
Nab = N(eq, ep), dann bilden die Py := (eq,0) und My, := (0,eq ® 6, — ep ® O4)
eine Basis von Lie(V x O(V,n)) die gerade die Relationen (1) erfiillt.

Zeigen Sie:
Tp f=—0af, Tmyf = (Xadb — Xp0a)f. 5)

Dabei ist xq : V — R, x — 1(x, eq) die beziiglich der Basis definierte (kovariante)
Koordinatenfunktion. Wir kénnen also sagen, dass die Bilder der Basis {Pq, Mgp :
1 < a<b < n}vonLie(V x O(V,n)) unter T die Diferentialoperatoren —9, und
(xq0p — Xp04) sind. Rechnen Sie nach, dass diese genau die Relationen (1) erfiillen.

Aufgabe 3

Wir betrachten die Lie-Algebra der Gruppe O(V,n), wobei V ein 5-dimensionaler re-
eller Vektorraum und 1 eine symmetrische, nicht-ausgeartete Bilinarform der Signatur
(+,—,—,—, 0) ist, wobei wir 0 = F offen lassen. Ist ¢ = — dann nennt man die
Gruppe auch O(1,4) oder de Sitter-Gruppe, im Fall 0 = + heit sie O(2,3) oder
anti-de Sitter-Gruppe. Basen der zugehorigen 10-dimensionalen Lie-Algebren sind
{Mg : 0 < a < b <4} und geniigen (1c).

Wir fiihren folgende Umbenennungen der Basiselemente ein, wobei a, b, ¢ € {1, 2, 3}

und €4pc = sign (;ﬁi) unabhéngig davon, ob die Indizes an ¢ oben oder unten stehen

(um der Summenkonvention zu geniigen):

Da = %Eabc Mbc s (63)
Kq = Mo, (6b)
T, = Mu, (6¢)
To = Mo4. (6d)

Zeigen Sie, dass die Lie-Algebren Lie(O(1,4)) bzw. Lie(O(2,3)) durch folgende 45
Relationen charakterisiert sind:

[Da, Dyl = €4p" Do, (7a)
[Da, Kol = e4p" K, (7b)
Do, Tol = e4° Te, (7¢)
Do, Tol =0, (7d)
[Kay Kyl = —egp° De, (7e)
[Kay Tl = —8ap To, (7)
[Kay Tol = —Ta, (72)
Moy, To] = —0¢,° De, (7h)
Ta, Tl = 0Kaq. (71)
Erginzungen zur klassischen Physik, WS 2019/20 2/3

www.itp.uni-hannover.de/~giulini/



Zeigen Sie, dass die durch

IT: (TO) Ta) Ka) Da) — (TO) _Ta) _Ka) Da) ) (8&)
O : (To, Ta,Kgy Dg) — (—To, Tay, —Kgy, Dy) (8b)
I (To, Tay Kay Do) = (—To, —Ta, Ky Do) (8¢)

definierten linearen Abbildungen der Lie-Algebren tatsdchlich Automorphismen sind.
Wie interpretieren Sie diese?

Zeigen, Sie, dass die durch U; := {Dg,Kg : 1 < a < 3}tund Uy :={Dg, Tq : 1 <
a < 3} erzeugten 6-dimensionalen Unterrdume Lie-Unteralgebren sind und fiihren
Sie die Kontraktionen iiber diesen aus. Kennen Sie die so erhaltenen Lie-Algebren?
Was unterscheidet Sie? Was erhilt man durch Hintereinanderausfiihren dieser beiden
Kontraktionen? Héngt das Ergebnis von der Reihenfolge ab? Und wohin gelangt man,
wenn man jeweils nach den Kontraktionen iiber Uy oder U, noch die iiber Uz :=
{Dq, To : a = 1,2, 3} ausfiihrt? Kenn Sie diese Lie-Algebren? Was unterscheidet sie?
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