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Aufgabe 1

Wenden Sie das gesamte Verfahren von Aufgabe 2 auf Blatt 1 auf das freie
relativistische Punktteilchen an, dessen Lagrange-Funktion L : R4×V+ → R
gegeben ist durch L(q, v) = −mc2√−ηµνvµvν , mit η = diag(−1, 1, 1, 1). Hier
bezeichnet V+ = {v ∈ R4 | η(v, v) < 0, , v0 > 0} den Vorwärtslichtkegel.

Zeigen Sie insbesondere, dass die Hamiltonfunktion auf der Constraint-
Fläche verschwindet. Wie interpretieren Sie das?

Aufgabe 2

In der gewöhnlichen klassischen Mechanik sei die Wirkung eines Punktteil-
chens gegeben durch

S =
∫
dtL

(
~x(t), ~x′(t)

)
, (1)

wobei ein Strich die Ableitung nach t bezeichnet. Dieser Wirkung kann man
eine reparametrisierungsinvariante Form geben indem man neben den drei
Raumkordinaten auch t als neue, vierte dynamische Variable einführt. Die
Weltlinie des Teilchens ist dann gegeben durch λ 7→

(
t(λ), ~x(λ)

)
= xµ(λ).

Zeigen Sie, dass die Wirkung nun folgende Form hat

S =
∫
dλ L̂

(
xµ(λ), ẋµ(λ)

)
(2a)

mit
L̂
(
xµ(λ), ẋµ(λ)

)
= ṫ(λ) · L

(
~x(λ), ~̇x(λ)/ṫ(λ)

)
, (2b)

wobei ein Punkt die Ableitung nach λ bezeichnet, und in der Tat reparame-
trisierungsinvariant ist.

Wenden Sie erneut das gesamte Verfahren von Aufgabe 2 auf Blatt 1 an,
bestimmen Sie die Constraints und zeigen Sie, dass die Hamilton-Funktion
auf der Constraint-Fläche verschwindet.
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Aufgabe 3

Für das speziell-relativistische Teilchen im Minkowskiraum seien die folgen-
den drei, einparametrigen Scharen (Scharparameter τ) von Phasenraum-
funktionen definiert (a = 1, 2, 3):

xa(τ ; q, p) = −cτ pa
p0
− M0a

p0

= qa − (q0 − cτ) pa√
~p2 +m2c2 .

(3)

Hierbei ist Mµν := qµpν − qνpµ mit qµ als affinen Koordinaten im Minkow-
skiraum und zugehörigen Linearimpulsen pµ. (Es ist qµ := ηµνq

ν .)

Zeigen (oder argumentieren) Sie, dass es sich bei den sechs Funktionen
(x1, x2, x3, p1, p2, p3) um Observable handelt. Interpretieren Sie diese und
berechnen Sie die Poisson-Klammern zwischen ihnen.

Hinweis: Mit der Poisson-Klammer als Lie-Produkt erhalten die 10 Funktio-
nen pµ und Mµν die Struktur der Lie-Algebra der Poincaré-Gruppe:

{pµ, pν} = 0 ,
{pµ,Mαβ} = −ηµαpβ + ηµβpα ,

{Mµν ,Mαβ} = ηµαMνβ + ηνβMµα − ηµβMνα − ηναMµβ .

(4)
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