Ubungen zur Vorlesung
Kanonische Formulierung der ART

von DOMENICO GIULINI

Blatt 4

Aufgabe 1

Seien g und § zwei (semi-)Riemann’sche Metriken auf einer Mannigfal-
tigkeit M der Dimension n > 2. Die zugehorigen Levi-Civita kovarian-
ten Ableitungen auf Vektorfeldern seien V und V. Ihr Differenztensor ist
V-V=Ac ST} (M). Zeigen Sie, dass in Komponenten mit h := § — g
gilt

¢ = 23°“(=Vahap + Vohaa + Vahpa) . (1)
und dass die Komponenten der Kriimmungstensoren folgender Beziehung
geniigen:

R g = R% g+ VA — VgAY + AL Al — AG AT, (2)

Berechnen Sie die entsprechenden Ausdriicke zu (1) und (2) in linearer Or-
dung in h. Zeigen Sie, dass in linearer Ordnung die Differenz der skalaren
Kriimmungen (Ricci Skalare) gegeben ist durch

R—R=—h®Ry +V,V° (3)

mit

Ve = vbhab _ Vah7 hab — gacgbdhcd7 h = gabh(zb ) (4)

Aufgabe 2

Seien h und k zwei symmetrische kovariante Tensoren vom Rang 2 iiber
einem Vektorraum der Dimension n. Aus ihnen kann man mit Hilfe des
Kulkarni-Nomizu- Produktes ® einen kovarianten Tensor vom Rang 4 bilden
gemaf

(h D k)aﬁ/u/ = haluk‘,gy + h/@,,k‘au — hm,k‘gu — hﬁuk‘m, . (5)

Zeigen Sie, dass dieser alle Symmetrien des Riemann-Tensors besitzt.

Auf dem Raum der Tensoren vom Rang 4 definiert man mit Hilfe der Metrik
g eine lineare Abbildung, genannt Weyl-Projektion, durch

Py (Riem) = Riem — LQ ® (Ric — 2(53) . (6)
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Dabei steht hier Riem zunéchst fiir einen beliebigen Tensor vom Rang 4
(Komponenten R,g,,,), Ric fiir dessen erste Spur (Komponenten R,g =
9" R,av3) und R fiir dessen zweite Spur (R = g8 R.3). Zeigen Sie, dass die
Tensoren im Bild von Py vollstdndig Spurfrei sind und dass der Kern der
Abbildung Py genau durch Tensoren der Form g ® k gegeben ist. Zeigen Sie
damit Py o Py = Py und dim Bild(Pw) = &n(n+ 1) [n(n — 1) — 6].

Aufgabe 3

Zwei Metriken g und g sind konform dquivalent, wenn es eine glatte, reell-
wertige Funktion  gibt, mit

g =exp(2Q2)g. (7)

Zeigen Sie, dass die zu ¢ bzw. g gehorigen Christoffelsymbole wie folgt in
Beziehung stehen:

Ths=Ths+ (=9" 9apQu + 05Q 5 +0504) - (8)

Zeigen Sie mit Hilfe von Normalkoordinaten folgende Relation der Riemann-
Tensoren

R = oxp(20) | Ragyr + (90 K)aguw| (9)

Kop = —VaVQ+ VaQVsQ — 19,5 ¢"'V,QV,0Q. (10)

Der Weyl-Tensor ist definiert als das Bild des Riemann-Tensors unter der
in (6) definierten Weyl-Projektion. Man bezeichnet seine Komponenten mit
Capuv- Zeigen Sie, dass sich diese unter konformen Transformationen wie
folgt verhalten:

Capur = exp(2Q) Coppy . baw. C%,,, = C%,, . (11)

Aufgabe 4

Berechnen Sie aus (9) die Relation der skalaren Kriimmungen (Ricci-
Skalare). Zeigen Sie, dass diese durch Setzung von

exp() = B2 (12)

in einer Form geschrieben werden kann, die keine in den ersten Ableitungen
von ® quadratischen Terme mehr enthélt und folgende einfache Form hat:

_ _4n-1) g2
Ry=—==5-® »2D,P. (13)
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Dabei ist Dy der von der Metrik g abhéngige, lineare Differentialoperator

n—2

Dg ::Ag—ng.

(14)
Hier ist A, = g™®V,V}, den Laplace-Operator (bzw. Wellenoperator bei
Indefinitem g) beziiglich der Metrik g und R, den Ricci-Skalar zu g.

Zeigen Sie mit Hilfe von (13), dass der Operator D, folgende Transformati-
onseigenschaft unter konformen Anderungen der Metrik besitzt:

D ., = M(® %2) 0 Dyo M(®). (15)
n=2g

Dabei ist M (V) der lineare Operator der Multiplikation mit W.

Bemerkung: In der kanonischen Formulierung der ART ist im Zusammen-
hang mit der Liosung des Hamilton-Constraints der Fall n = 3 relevant.

Aufgabe 5

Sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum mit einer positiv-definiten
symmetrischen Bilinearform h € W := V* Vv V* (hier bezeichnet V das
symmetrische Tensorprodukt). Mit Hilfe von A kann man nun auf W eine
einparametrige Schar G € W* V W* (der Parameter heiie A € R) von
symmetrischen Bilinearformen definieren:

Ga(k,0) = Sp(k* o 0%) — ASp(k*)Sp(¢?) . (16)

Dabei ist k¥ € V @ V* der durch h zu k assoziierte Endomorphismus, der
definiert ist durch h(k*(v), w) = k(v, w) fiir alle v,w € V, und Sp : VRV* —
R ist die iibliche Spurfunktion.

Zeigen Sie: Ist {e1,--- , e, } eine Basis von V und {6, --- 0"} die zugehorige
Dualbasis. Dann gilt fiir die diesbeziiglichen Komponenten

GA(k, 0) = G2 kap Leg = 3 (R*RY + h*hP — 2X RPR) Koy beq . (17)

Sei nun A\ # 1/n. Zeigen Sie, dass entsprechend die Komponenten der inver-
sen Metrik G;l € W Vv W gegeben sind durch

Gyaped = 3 (Pachba + hadhve — 21 haphea) (18)
mit \
A =nA d.h. = 1
T H=nAu, =1 (19)
dass also gilt:
GO G5 ea = 5 (0207 + 0457) (20)
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Der Vektorraum W ist eine Mannigfaltigkeit, auf der die Basis {6 V
Hb}agbzly...m eine globale Karte W — R™"+1)/2 Jefiniert. Auf der Unter-
mannigfaltigkeit der positiv-definiten symmetrischen Bilinearformen fithren
wir neue Koordinaten ein durch

7= In([det{hum}]"") , Tab = hap/ [det{hnm }]" (21)
Zeigen Sie, dass in diesen die Metrik (16) ausgedriickt werden kann durch
Gr =G dhay ® dheg = (1 — An)dr @ d7 + 11" droy @ dreq,  (22)

wobei 7%y, = 6. Schlieen Sie daraus, dass die Metriken G fir A < 1/n
Riemann’sch, fir A > 1/n Lorentz’sch (mit Signatur (—,+, +, +,+,+)) und
fiir A\ = 1/n entartet sind.

Bemerkung: In der kanonischen Formulierung der ART ist im Zusammen-
hang mit dem Hamilton-Constraint der Fall n = 3 und A = 1 relevant.
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