Ubungen zur Vorlesung
Kanonische Formulierung der ART

von DOMENICO GIULINI

Blatt 7
Aufgabe 1
Sei
dz: R3 — RZO (1)
F > do(@) = d(6,7) = || —

die euklidische Distanzfunktion relativ zu ¢ und
Ja) : C7(5,R) — C7 (X, R)
= Jeay(f) = (a/de)(f o Lza))
die bereits auf Blatt 6 definierte Abbildung, wobei

2

— - = a
l(ga)(T) ¢=C+($—57W (3)

die Inversionsabbildung an der Kugel mit Zentrum ¢ und Radius a ist.

Wir betrachten die folgende Funktion P[I;, p]: R3 — {5} — R, genannt ,,Pol der
Stérke p am Ort b“, die definiert ist durch

Y p
P =" (1)
b
Zeigen Sie
dg - (dz; o I(c_’,a)) = d(ba 5) : df(c—,a)(q) (5)
was dquivalent ist zu
« - dl(aa) (b)

In Worten: Die mit der Inversion an der Sphére vom Radius ¢ um den Punkt ¢
transformierte Distanzfunktion relativ zum Punkt b ist proportional zum Quo-
tienten aus der Distanzfunktion relativ zum invertierten Punkt b mit der Di-
stanzfunktion relativ zum Punkt ¢. Der Proportionalitatsfaktor ist die Distanz
zwischen b und €.

Zeigen Sie als Korollar von (6), dass

Jizay (P 7)) = P [Iza)(B) , pa/d(5,3)] . (7)
In Worten: Der mit J(z,) transformierte Pol der Stiarke p am Ort b ist wieder
ein Pol, nun am transformierten Ort (57a)(5) mit einer um den multiplikativen
Faktor a/||b — & veriinderten Stiirke.
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Aufgabe 2

Diese Aufgabe ist etwas aufwendiger und deshalb in drei Teile geteilt. Es wird
gezeigt, wie man eine explizite analytische Form einer konform flachen Metrik
gewinnen kann, die unter den zwei (und damit allen Kombinationen daraus)
Inversionen zweier Sphéren gleichen Radius’ invariant ist.

Teil 1

Betrachten Sie im R? die zwei nicht iiberlappenden Sphiren vom gleichen Ra-
dius ¢ mit Mittelpunkten ¢ = +c€,, wobei ¢ > a. Zu diesen gehoéren die bei-
den Inversionsabbildungen Ii :=: I(1.s, 4) und die assoziierten Abbildungen
Ji =t (a/d+cz, )] auf Funktionen. Indem Sie J1 auf die konstante Funktion
fo = 1 anwenden erhalten Sie Pole der Stirke a an den Punkten +cé,. Indem
Sie diese Pole mit allen weiteren Kombinationen der Abbildungen J4 abbilden,
erhalten Sie weitere, abzéahlbar unendlich viele Pole innerhalb jeder der beiden
Sphéren. Zeigen Sie, dass die Positionen und Polstérken folgenden Rekursions-
relationen gentigen:

0/2
= c— : 8
Cn+1 c e+ ( a)
a
— , 8b
Pn+1 Pn c+ ( )

wobei die ¢, die Betrdge der z-Achsenabschnitte sind und die Anfangswerte
co = c und py = a betragen. Zeigen Sie weiter, dass diese Relationen gelost
werden durch

¢n = k coth(npug), (9a)
k

wobei k und pg wie folgt durch die Konstanten a und ¢ bestimmt sind:

k
sinh pgo

¢ =c; =k coth pg, a=p = (9¢)
Aus (9) sieht man (was per Konstruktion klar ist - warum?), dass die Summe der
Polstérken innerhalb einer Sphére endlich ist und sich ihre Orte auf der z-Achse
bei z = +k haufen, ohne jedoch der Sphéare beliebig nahe zu kommen. Zeigen
Sie, dass die Pole innerhalb einer Sphére von dieser immer einen euklidischen
Abstand haben der grofier ist als

dmin = k(1 — tanh(up/2)) . (10)
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Teil 2

Auf der Mannigfaltigkeit R® — {cé,, —cé,} fiihren wir nun bi-sphdrische Polar-
koordinaten ein. Diese erhélt man durch Drehen um die z-Achse (Drehwinkel
¢) der ebenen Bi-Polarkoordinaten p und n, die die xz-Ebene ohne die Punkte
+ce, wie folgt parametrisieren: Sei £ := z + iz, dann

_Etk

explu — in) = ¢ (11)

Leiten Sie die daraus die Inverse ab,

exp(u —in) +1  sinhp+ising

= = 12
exp(p—in) —1 cosh . — cosn (12)
und rechnen Sie damit nach, dass
|€ — kcoth u] = Kk (13a)
K= | sinh p|’
k
|€ —ikcotn] = ——. (13b)
| sin 7|

Ziehen Sie daraus folgende Schliisse: Die bi-sphérischen Polarkoordinaten sind
gegeben durch

I sinncos ¢ - sinnsin ¢ R sinh p . (14)

cosh u — cosn cosh u — cosn cosh u — cosn

Die Flachen konstanter Werte p € R — {0} sind Sphéren mit Mittelpunkten auf
der z-Achse bei z = K coth p und Radien K/ sinh u. Da die z-Achsenabschnitte
der Mittelpunkte stets grofler sind als die Radien, liegen die Sphéiren immer
ganz in den Halbraumen z > 0 oder z < 0. Die Flachen konstanter Werte n €
R —{0} sind ,selbstdurchdringende Tori*, die durch Drehen um die z-Achse aus
Kreisen in der xz-Ebene mit Mittelpunkten auf der z-Achse bei z = K cotn und
Radien K/sinn entstehen. Da nun die x-Achsenabschnitte der Mittelpunkte
kleiner als die Radien sind, schneidet jeder Kreis die z Achse in zwei Punkten.
Bei Drehung um die z-Achse bleiben diese Schnittpunkte fest und werden zu
den (singuldren) Polen zweier ineinandergeschachtelter topologischer (metrisch
deformierter) 2-Sphéren, die sich an den an Polen gerade bertihren. Die Flachen
konstanter ¢-Werte sind natiirlich einfach die Halbebenen, die die z-Achse als
Rand enthalten. Je zwei Fldchen aus unterschiedlichen Scharen schneiden sich
orthogonal, das heifit, die Normalenvektoren stehen am Schnittpunkt senkrecht
aufeinander. Siehe Abbildung 1.

Zeigen Sie, dass die flache Metrik des R? in bis-sphérischen Polarkkordinaten
die folgende Form hat

o dp? + dn? + sin? n dy?

da” +dy® + d2* = k
v vz (cosh? j1 — cos? )2

(15)

Tipp: Es ist einfacher zuerst die flache Metrik in der xz-Ebene auszurechnen
indem man in d§ ® d§ die erste Gleichung (12) benutzt.
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Abbildung 1: Niveauflichen der bi-sphérischen Polarkoordinaten: Blau fir u
(Sphéren), rot fiir n (selbstdurchdringende Tori) und gelb fir ¢ (Halbebenen).
Die z-Achse zeigt nach oben.

Teil 3

Rechnen Sie explizit nach, dass das Quadrat der euklidischen Distanz von den
Punkten +c¢,€, in bi-sphérischen Polarkoordinaten gegeben ist durch

k2 cosh(u F 2npy) — cosn

16
sinh?(nu) cosh p — cosn (16)

12 F cné||® =
Tipp: Nerven behalten - rechnen - und diverse Additionstheoreme fiir Hyperbo-

lische Funktionen verwenden.

Benutzen Sie dies, um zu zeigen, dass die Inversionsabbildungen /(4 ¢, p,) in
bi-sphérischen Polarkoordinaten einfach gegeben sind durch

Iitene.pn) - (1,150) = (= £ 2040, 7, ¢) - (17)

Fiir n = 1 folgt daraus insbesondere, dass die Inversion an den Ausgangssphéren
W= Fup gegeben ist durch

Tieza) t (Hsms ) = (—p £ 200,17, 0) - (18)

Ebenfalls als Korollar folgt sofort aus (16), dass in bi-sphérischen Polarkoordi-
naten die Funktion (4) des Pols am Ort +¢, €, und der Starke p,, folgende Form
annimmt:

- Dn, cosh 1 — cosn
P|tc,é,, = — — = . 19
[£n €z, pal IZ F cnésl| \/cosh(,u F 2npp) — cosn (19)
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Zeigen Sie damit und mit Gleichung (15) schliellich das Endresultat, dass die
konform flache Metrik h = ®46 auf ¥ := R3 — Unenicn€sz, —cnén} gegeben ist
durch

4
h_{z cosh p — cosn } 5

cosh(p + 2npg) — cosn
(20)

4
= k2 {Z [cosh(p + 2npug) — cos n]_1/2} (dp® + dn? + sin? ndy?).
nez

Aus (18) ist evident, dass diese Metrik die Inversionen 4.z, o) als Isometrien
besitzt und dass die 2-Sphéren u = +ug total geodétische Untermannigfaltig-
keiten sind (geben Sie das Argument hierfiir). Argumentieren Sie, dass man
die Regionen |u| > po nun entfernen (und damit wegen (10) alle Pole) und
die Rénder u = +puo mit identifizieren kann. Man erhélt eine iiberall regulére
3-Mannigfaltigkeit - welcher Topologie (s. Abbildung2)?

Abbildung 2: Topologie der xz-Ebene nach Identifikation der Kreise y = +pug.
Man beachte auch die Niveaulinien der (i, n) Koordinaten.

Zeigen Sie, dass die ADM-Masse im rdumlich unendlichen (in geometrischen
Einheiten) der Metrik (20) gegeben ist durch

moo—4kz

Tipp: Sie miissen nichts rechnen, wenn Sie sich daran erinnern, wie sich die
ADM-Masse bei r — oo aus den Polstdrken zusammensetzt.

21
s1nh (npo) (21)

Wir definieren die ,,Loch-Masse“ (wieder in geometrischen Einheiten) durch

mL‘2Zp" (”Z - r) 22)

n/=1

wobei die Summe iiber n iiber alle Pole innerhalb der einen Sphére lauft und
die Summe iiber n’ iiber die der anderen. Warum ist das sinnvoll? Zeigen Sie,

Ubungen: Kanonische Formulierung der ART, SS 2015 5/7
www.itp.uni-hannover.de/~giulini/



dass
my, = 2k Z

Man konnte Am := my — 2my, den Massendefekt nennen.

2
Slnh (nuo) (23)

Zeigen Sie, dass die 2-Sphéren p = 4o total geoditisch (insbesondere also
Minimalflichen) sind und dass die Kurven mit n = 7 und ¢ = konst. eine
Geodaétische ist, entlang derer der Abstand der 2-Sphéren p = +pg gegeben ist
durch

0 =2(k+ pomr), (24)

mit mz, wie in (23).
Vergleichen Sie (24) mit dem euklidischen Abstand der Sphéren, indem Sie aus

(9¢) zeigen, dass dieser gegeben ist durch

Lokl = 2k tanh(u0/2) . (25)

Tipp: Wer (24) an der Tafel lickenlos vorrechnet, bekommt eine Einladung zur
Holzofen-Pizza!

Aufgabe 3

Fiir das zeitsymmetrische (K, = 0) konform-flache (h = ®*§) Anfangswert-
problem zu einer sphérisch-symmetrischen Massenverteilung konstanter Diche
im Ball mit Radius R wurde in der Vorlesung die exakte Losung des skalaren
Cosntraints bestimmt zu

TN S
o(r) = (1+25) (26)
(1+3%), firr>R,
wobei m ein Parameter ist, der die Bedeutung der gravitativ wirksamen Gesamt-
masse (ADM-Masse) hat und R den Koordinatenradius des Sterns bezeichnet.

Unter welchen Bedingungen an die Parameter (R,m) hat die Geometrie der
Metrik h = ®*§ eine sphirisch-symmetrische Minimalfliche (d.h. einen schein-
baren Horizont) innerhalb des Sterns?

Aufgabe 4

Auf ¥ := R3 — {&} betrachten wir wieder die Inversionsabbildung (3). Nehmen
Sie an, h = ®*§ sei eine konform flache Metrik die I, (¢a) als Isometrie besitzt,
d.h. I(C a)h = h. Zeigen Sie, dass dann

op &P
— + — =0. 27
[(97” + 2a:| r—a (27)
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wobei r die Radialkoordinate des um ¢ basierten Polarkoordinatensystems von
(%,6) ist.

Tipp: v = a is Fizpunktmenge einer Isometrie und deshalb motwendig eine
Minimalfiiche. Der Flicheninhalt der Sphdren uwm ¢ als Funktion von r ist
deshalb stationdr bei r = a.

Aufgabe 5

Auf (R3 — {0}, 6) mit standard Karte {z', 22, 23} betrachten wir folgende Vek-
torfelder und Volumenform:

z™ 0

== 28

v r Oz™ (28)
)

A= A"— 29

97 (29)

e = heumndat Adz™ A dz" (30)

wobei A™ und €y, = €[jymy) konstant sind.

Zeigen Sie:
Uga))sv = —(a/r) %V (31a)
(Iza) V" = —(a/r)?V (31b)
und
(Iza))«A = (a/r)2 (A—2v(v-A)), (32a)
(Iza) A = (a/r)* (A — 20" (v A)), (32b)

wobei 1” := §(v, ) (Gleiches mit A) und v - A := §(v, A). AuBerdem gilt

(Iza) e = —(a/r)’. (33)

Ubungen: Kanonische Formulierung der ART, SS 2015 7/7
www.itp.uni-hannover.de/~giulini/



