
Ergänzungen zur Vorlesung
Weiterf ührende Themen zur SRT

von DOMENICO GIULINI

Blatt 3

Die Exponentialabbildung

Bezeichne wie gewohntEnd(V) die Algebra aller Endomorphismen (linearer Ab-
bildungen auf sich) des VektorraumesV überK (R oderC). Die Multiplikation in
der Algebra ist die Komposition von Abbildungen, so dass für X ∈ End(V) etwa
Xn = X ◦ · · · ◦ X (n-fache Komposition) gilt.

Sei exp: End(V) → End(V) die durch ihre Potenzreihe definierte Exponential-
abbildung:

exp(X) :=

∞∑
n=0

Xn

n!
(1)

Die Reihe konvergiert absolut, wenn manEnd(V) mit irgendeiner der Standard-
normen versieht.

Ist X ∈ End(V) und A ∈ GL(V), und sei AdA : End(V) → End(V) die
Abbildung AdA(X) := A ◦ X ◦ A−1. Trivialerweise gilt AdA(Xn) = (AdA(X))n

und deshalb auch

AdA ◦ exp= exp◦AdA ∀A ∈ GL(V) . (2)

Spur und Determinante

Determinante und Spur sind die bekanntenK-wertige Funktionen aufEnd(V),
die wir mit ‘det’ und ‘spur’. bezeichnen. F̈ur sie gilt

Proposition 1.
det◦exp= exp◦ spur. (3)
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Beweis.Sei X ∈ End(V); ist K = R, so betrachte man den komplexifizierten
VektorraumVC := V ⊗ C und setzeX C-linear fort. ÜberC existiert dann eine
Basis{ea}a=1···n von VC bzw.V (falls es schon komplex war) aus Eigenvektoren
von X. (In Matrixsprechweise ist dies̈aquivalent der Aussage, dassX triangula-
risierbar ist.) Diese sind auch die Eigenvektoren der Abbildung exp(X) zu den
exponentierten Eigenwerten. Nun ist die Spur einer Abbildung die Summe, die
Determinante das Produkt der Eigenwerte. Natürlich gilt, dass das Produkt der
exponentierten Eigenwerte vonX gleich ist ihrer exponentierten Summe. Das be-
sagt aber gerade (3).

Wir definieren

GL(V) := {f ∈ End(V) | det(f) 6= 0} , (4)

GL+(V) := {f ∈ End(V) | det(f) > 0} . (5)

(6)

Dann zeigt (3), dass das Bild von exp inGL+(V) enthalten ist.

Wichtige Spezialf̈alle

Seiω eine nicht ausgeartete Bilinearform aufV undG ⊂ GL(V) die Lie-Gruppe
derω-erhaltenden Abbildungen. Wie in̈Ubung 3 von Blatt 6 gezeigt, kann sie und
ihre Lie-Algebra wie folgt charakterisiert werden:

G = {A ∈ GL(V) | ω↓ ◦A ◦ω↑ = (A>)−1} , (7)

Lie(G) = {X ∈ End(V) | ω↓ ◦ X ◦ω↑ = −X>} . (8)

Daraus sieht man sofort, dass exp(X) ∈ G falls X ∈ Lie(G), dennω↓ ◦ exp(X) ◦
ω↑ = exp(ω↓ ◦ X ◦ω↑), daω↑ = (ω↓)−1.

Einparametrige Untergruppen

Insbesondere verläuft also f̈ur jedesX ∈ Lie(G) die Kurveγ(t) := exp(tX) in
G und verbindet die Gruppenidentität γ(0) = exp(0) = 1 mit g = exp(X). Die
Abbildung

γ : R → G , t 7→ exp(tX) (9)
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ist ein Homomorphismus der Abelschen Gruppe(R,+) in die Gruppe(G, ◦); d.h
es gilt

γ(0) = 1 wobei1 = Identiẗat inG , (10)

γ(t + s) = γ(t) ◦ γ(s) ∀ t, s ∈ R . (11)

Allgemein nennt man eine Abbildungγ : R → G die (10-11) gen̈ugt eineeinpa-
rameter UntergruppevonG.

Proposition 2. Jeder einparameter Untergruppeγ ist von der Formγ(t) =

exp(tX), wobeiγ̇ = X ∈ End(V). (Wir setzenγ̇(t) die Ableitung der Funkti-
onγ an der Stellet undγ̇ := γ̇(0).)

Beweis.Seiβ(t) := γ(X)◦exp(−tX), dann istβ̇(t) = γ̇(t)◦exp(−tX)−γ(t)◦
X ◦exp(−tx). Differenziert manγ(t+ s) = γ(t) ◦γ(s) nachs beis = 0, so folgt
γ̇(t) = γ(t) ◦ X. Dies zeigtβ̇(t) = 0 für allet ∈ R; also istβ(t) = β(t = 0) =

1.

Identifikation mit Matrixgruppen

Oft ist es g̈unstig,V mit Kn undEnd(V) mit Mat(n, K), der Algebra dern×n –
Matrizen zu identifizieren. Dazu einige Bemerkungen: Eine Basisb := {ea}a=1···n
von V kann als Isomorphismusb : V → Kn aufgefasst werden, der wir folgt
charakterisiert ist: Seiv = vaea, dannb(v) := (v1, · · · , vn), d.h.b ordnet jedem
Vektor seine Komponenten bezüglich sich selbst (der Basis) zu. Dieser Isomor-
phismus induziert einen Algebren-Isomorphismus wie folgt:

Mb : End(V) → Mat(n, K) , f 7→ Mb(f) := b ◦ f ◦ b−1 . (12)

Somit k̈onnen wirnach Wahl vonb die Vektorr̈aumeV und Kn und die Alge-
brenEnd(V) undMat(n, K) identifizieren. Da keinb in der Menge aller Basen
von sich aus ausgezeichnet ist, ist auch keine der zugehörigen Identifikationen
V ↔ Kn bzw. End(V) ↔ Mat(n, K) ausgezeichnet. Man sagt, eine solche
Identifikation seinicht kanonisch.

Wir betrachten also zunächst die Abbildung

exp : Mat(n, K) → GL(n, K) . (13)

GL(n, K) ist eine offene Untermenge vonMat(n, K), denn sie ist Urbild der
offenen MengeR − {0} ⊂ R bez̈uglich der stetigen Determinantenfunktion, d.h.
GL(n, K) = det−1(R − {0}).
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Injektivit ät und Surjektivit ät

Im Allgemeinen ist exp weder injektiv noch surjektiv. Ein einfaches Beispiel für
fehlende Injektiviẗat istG = U(1), parametrisiert durch die komplexen Zahlenz

mit |z| = 1, undLie(G) = iR (imagin̈aren Zahlen), so ist exp−1(1) = {in2π |

n ∈ Z}. Dies l̈asst sich auf alle ḧoherdimensionalen Drehgruppen verallgemei-
nern. Allgemein kann exp nicht injektiv sein wennG kompakt ist (Lie(G) ist als
Vektorraum nie kompakt.)

Für fehlende Surjektiviẗat führen wir folgendes, f̈ur die SRT relevantes Beispiel
an. Wir betrachte die Gruppe

SL(2, C) := {A ∈ Mat(2, C) | det(A) = 1} , (14)

und darin Matrizen der Form

Aa =

(
−1 a

0 −1

)
, a ∈ C − {0} . (15)

Beachte, dass alle diese Elemente durch eine stetige Kurve mit der Identität ver-
bunden werden k̈onnen, dennSL(2, C) ist zusammenḧangend. (F̈ur lokal wegezu-
sammenḧangende topologische Räume sind ’Zusammenhang’ und ’Wegezusam-
menhang’̈aquivalent). Zum Beispiel verbindet die Kurve

Aa(t) =

(
exp(tπi) ta

0 exp(−tπi)

)
(16)

die MatrixAa innerhalbSL(2, C) stetig mit der Identiẗat.

Proposition 3. Keine Matrix der Form (15) liegt im Bild der Exponentialfunktion.

Beweis.Wir nehmen das Gegenteil an, also das gälte exp(X) = Aa. Damit
exp(X) ∈ SL(2, C) muss wegen (3)spur(X) = 0 gelten. Die Eigenwerte von
X sind also±λ und gen̈ugen exp(±λ) = −1, da−1 der Eigenwert vonAa ist.
Also istλ = iπ. Insbesondere istX diagonalisierbar da ihre Eigenwerte verschie-
den sind. Es existiert also einT ∈ GL(2, C), so dassT · D · T−1 = X mit
D = diag(λ,−λ). Dann muss wegen exp(±λ) = −1 geltenAa = exp(X) =

T · exp(D) · T−1 = T · diag(−1,−1) · T−1 = diag(−1,−1), was ein Widerspruch
ist.
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Trotz des Fehlens globaler in- und Surjektivität gelten beide lokal. Differenzieren
wir die Abbildung exp: Mat(n, K) → GL(n, K) an der Stelle0 ∈ Mat(n, K),
so erhalten wir die Identitätsabbildungid ∈ End(Mat(n, K)): exp′(0) = id.
Nach dem Satz̈uber implizite Funktionen existiert also eine offene Umgebung
U ⊂ Mat(n, K) der Nullmatrix und eine offene UmgebungV ⊂ GL(n, K)

der Einheitsmatrix, so dass exp|U : U → V ein eine glatte (unendlich diffe-
renzierbare) Bijektion mit glatter Umkehrung ist. Schränkt man exp auf die Lie-
UnteralgebraLie(G) ⊂ Mat(n, K so erḧalt man die entsprechenden Aussagen
mit U ′ = U ∩ Lie(G) undV ′ = V ∩G. Außerdem gilt:

Proposition 4. Ist G zusammenḧangende Lie-Gruppe, so ist jedesA ∈ G das
Produkt endlich vieler Exponentialbilder, d.h. es existierenXi ∈ Lie(G), i =

1, · · · , n, so dass

A = exp(X1) · exp(X2) · · ·exp(Xn) . (17)

Beweis.Sei G ′ ⊂ G die Menge der Elemente der Form (17). Diese Menge ist
zusammenḧangend, denn jedes ihrer Elemente kann durch einen stetigen Pfad mit
der Gruppenidentität verbunden werden (ersetze in (17) alleXi durchtXi). Au-
ßerdem ist klar, dasG ′ eine offene Umgebung der Gruppenidentität entḧalt, denn
das trifft, wie bereits gezeigt, schon für das Bild von exp zu, das ja inG ′ enthalten
ist. Letztlich ist klar, dassG ′ eine Untergruppe ist, denn das Inverse eines Aus-
druckes der Form (17) sowie endliche Produkte solcher Ausdrücke sind wieder
von dieser Form. Wir schließen nun wie folgt: SeiV ⊂ G ′ eine offene Umgebung
V der Gruppenidentität undg ∈ G ′, dann istVg := g · V ⊂ G ′ eine Umgebung
von g. In einer topologischen GruppeG ist aber die Linksmultiplikation mit ei-
nem Elementg ein Hom̈oomorphismus aufG, denn sie besitzt die stetige Inverse
die durch Linksmultiplikation mitg−1 gegeben ist. Insbesondere ist die Links-
multiplikation mit g also eine offene Abbildung (bildet offene Mengen in offene
Mengen ab). Also istg · V offene Umgebung vong in G ′ und damitG ′ selbst
offen inG. G ′ ist aber auch abgeschlossen, denn die Nebenklasseng ·G ′ sind wie
gerade gesehen offen, undG ′ ist das Komplement der Vereinigung aller vonG ′

verschiedenen Nebenklassen. DaG zusammenḧangend ist undG ′ ⊆ G offen und
angeschlossen ist, gilt alsoG ′ = G.

Homomorphismen von Lie-Gruppen und ihren Lie-Algebren

SeienG ⊆ GL(n, K) undG ′ ⊆ GL(n ′, K) Matrixgruppen undφ : G → G ′ ein
differenzierbarer Gruppenhomomorphismus. SeiX ∈ Lie(G) undt 7→ γX(t) :=
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exp(tX) die zugeḧorige einparametrige Untergruppe inG. Dann istt 7→ φ ◦ γX

eine einparametrige Untergruppe vonG. Nach Proposition 2 existiert einX ′ ∈
Lie(G ′), so dassφ ◦ exp(tX) = exp(tX ′). Ableiten nacht bei t = 0 zeigtX ′ =

φ̇(X), wobeiφ̇ ∈ Lin(Lie(G) , Lie(G ′)) die Ableitung der Abbildungφ an der
Identiẗat1n ∈ G ist. Also gilt

φ ◦ exp= exp◦φ̇ . (18)

In Aufgabe 3 desÜbungsblattes 3 wurde bereits gezeigt, dassφ̇ : Lie(G) →
Lie(G ′) ein Lie-Homomorphismus ist.

Somit geḧort zu jedem Gruppenhomomorphismusφ ein eindeutig bestimm-
ter Lie-Homomorphismusφ̇ der (18) gen̈ugt. Sei nun umgekehrt ein Lie-
Homomorphismusf : Lie(G) → Lie(G ′) gegeben. Was kann̈uber Existenz
und Eindeutigkeit eines Gruppenhomomorphismusφ : G → G ′ mit f = φ̇ ge-
sagt werden? Zun̈achst dies: Existiertφ und istG zusammenḧangend, dann ist
φ eindeutig. Das folgt direkt aus Proposition 4; denn seienφ1 und φ2 so dass
φ̇1 = φ̇2, so stimmen nach (18) und Proposition 4 die Homomorphismenφ1 und
φ2 auf allen Elementen der Form (17)überein, also auf ganzG sofernG zusam-
menḧangend ist. Hinsichtlich der Existenz gilt folgendes Resultat, das wir hier
aber nicht Beweisen k̈onnen: IstG einfach zusammenhängend, so existiertφ. Zu-
sammenfassend haben wir

Proposition 5. SeienG undG ′ Lie-Gruppen undf : Lie(G) → Lie(G ′) ein Lie-
Homomorphismus. IstG zusammenḧangend so existiert ḧochstens ein Gruppen-
homomorphismusφ : G → G ′, so dassf = φ̇. Ist G einfach zusammenhängend,
so existiertφ. Insbesondere gilt: SindG undG ′ Zusammenḧangend und einfach
zusammenḧangend, so sind die Lie-GruppenG und G ′ genau dann isomorph,
wenn ihre Lie-AlgebrenLie(G) undLie(G ′) es sind.

Darstellungen

Unter einer (linearen)Darstellungder GruppeG auf dem VektorraumV versteht
man einen Gruppenhomomorphismus

ρ : G 7→ GL(V) . (19)

Die Darstellung heisst endlichdimensional wennV endlichdimensional ist. Unter
einer Darstellung einer Lie-AlgebraL auf dem VektorraumV versteht man einen
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Lie-Homomorphismus
σ : L 7→ End(V) . (20)

Allgemein heissen Darstellungen aufV (von Gruppen, Lie-Algebren oder sonst-
was)reduzibel, wenn es einen (unter der Wirkung der Gruppe, Lie-Algebra oder
sonstwas) invarianten TeilraumV ′ ⊂ V mit V ′ 6= V und V ′ 6= {0} gibt. An-
dernfalls heissen sie irredizibel. Darstellungen heissenvollreduzibeloderzerf̈all-
bar, wenn es zu jedem invarianten Teilraum auch einen invarianten Komple-
menẗarraum gibt. Zwei Darstellungen (von Gruppen, Lie-Algebren, etc)ρ1, ρ2

auf V1 bzw.V2 heissenverschr̈ankt (engl. ‘intertwined’), wenn es einen linearen
Isomorphismusf : V1 → V2 gibt, so dassρ2 ◦f = f◦ρ1 (im Englischen heisst sol-
che eine Abbildungf ein ‘intertwiner’). Zwei Darstellungen heissenäquivalent,
wenn sie verschränkt bez̈uglich eines Isomorphismus’f sind.

Aus Aufgabe 3 von Blatt 5 folgt sofort, dass jede Darstellung einer Lie-Gruppe
eine Darstellung ihrer Lie-Algebra induziert, nämlich σ = ρ̇ (Ableitung an der
Identiẗat). Proposition 5 zeigt nun, dass auch die Umkehrung gilt, sofernG zu-
sammenḧangend und einfach zusammenhängend ist. Also gilt:

Proposition 6. Ist die Lie-GruppeG zusammenḧangend und einfach zusam-
menḧangend, so existiert eine Bijektion zwischen den Darstellungen vonG auf
V und den Darstellungen vonL auf V . Ist ρ die Darstellung vonG auf V , so ist
die Bijektion gegeben durchρ 7→ ρ̇. Diese Bijektion respektiert alle Reduzibilitäts-
undÄquivalenzverḧaltnisse.
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