Erganzungen zur Vorlesung
Weiterfihrende Themen zur SRT

von DOMENICO GIULINI

Blatt 3

Die Exponentialabbildung

Bezeichne wie gewohritnd (V) die Algebra aller Endomorphismen (linearer Ab-
bildungen auf sich) des VektorraumésiberK (R oderC). Die Multiplikation in
der Algebra ist die Komposition von Abbildungen, so dagsf € End(V) etwa
X" = Xo---0X (n-fache Komposition) gilt.

Sei exp: End(V) — End(V) die durch ihre Potenzreihe definierte Exponential-
abbildung:

[o¢]

exp(X) = Z § (1)
n=0 '

Die Reihe konvergiert absolut, wenn mand(V) mit irgendeiner der Standard-
normen versieht.

Ist X € End(V) und A € GL(V), und sei Ady : End(V) — End(V) die
Abbildung Ada(X) := A o X o A, Trivialerweise gilt Adh (X™) = (Ada(X))™
und deshalb auch

AdA o exp= expoAda VA € GL(V). (2)

Spur und Determinante

Determinante und Spur sind die bekanni&nwertige Funktionen auEnd(V),
die wir mit ‘det’ und ‘spur’. bezeichnen.¥ sie gilt

Proposition 1.
deto exp = expo spur. 3)
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Beweis.Sei X € End(V); ist K = R, so betrachte man den komplexifizierten
VektorraumV¢ := V @ C und setzeX C-linear fort. Uber C existiert dann eine
Basis{ey}q—1..n VON V¢ bzw. V (falls es schon komplex war) aus Eigenvektoren
von X. (In Matrixsprechweise ist diegquivalent der Aussage, daxdriangula-
risierbar ist.) Diese sind auch die Eigenvektoren der Abbildung>xgu den
exponentierten Eigenwerten. Nun ist die Spur einer Abbildung die Summe, die
Determinante das Produkt der Eigenwerte.(Math gilt, dass das Produkt der
exponentierten Eigenwerte vohgleich ist ihrer exponentierten Summe. Das be-
sagt aber gerade (3). O

Wir definieren

GL(V) := [f € End(V) | det(f) # 0}, (4)
GL*(V) := [f € End(V) | det(f) > 0}. (5)
(6)

Dann zeigt (3), dass das Bild von exp@iL* (V) enthalten ist.

Wichtige Spezialfille

Seiw eine nicht ausgeartete Bilinearform auundG C GL(V) die Lie-Gruppe
derw-erhaltenden Abbildungen. Wie bung 3 von Blatt 6 gezeigt, kann sie und
ihre Lie-Algebra wie folgt charakterisiert werden:

G={AeGL(V) | woAow =(AT) "}, (7)
Lie(G) = (X e End(V) | w!oXow! =—=X"1. (8)

Daraus sieht man sofort, dass éxp € G falls X € Lie(G), dennw! o exp(X) o
w! =explw! o Xowl), daw’ = (wh)™.

Einparametrige Untergruppen

Insbesondere vexlift also fir jedesX € Lie(G) die Kurvey(t) := exp(tX) in
G und verbindet die Gruppeniderdity(0) = exp(0) = 1 mit g = exp(X). Die
Abbildung

Y:R— G, t— exptX) (9)
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ist ein Homomorphismus der Abelschen GrupBe+) in die Gruppe(G, o); d.h
es gilt

v(0) =1 wobeil = Identi@at inG , (20)
y(t+s) = y(t)oy(s) Vt,seR. (11)

Allgemein nennt man eine Abbildung: R — G die (10-11) geiigt eineeinpa-
rameter Untergruppeon G.

Proposition 2. Jeder einparameter Untergruppe ist von der Formy(t) =
exp(tX), wobeiy = X € End(V). (Wir setzeny(t) die Ableitung der Funkti-
on<y an der Stellet undy :=y(0).)

Beweis.Seif(t) := v(X) oexp(—tX), dann istB(t) =vy(t)oexp(—tX) —y(t)o
Xoexp(—tx). Differenziert many(t +s) = y(t) oy(s) nachs beis = 0, so folgt
v(t) = v(t) o X. Dies zeigtp (t) = 0 fur allet € R; also istp(t) = B(t =0) =
1. ]

Identifikation mit Matrixgruppen

Oftist es ginstig,V mit K™ undEnd (V) mit Mat(n, K), der Algebra den xn —
Matrizen zu identifizieren. Dazu einige Bemerkungen: Eine Basis{e,}q—1..n
von V kann als Isomorphismus : V — K™ aufgefasst werden, der wir folgt
charakterisiert ist: Sei = v®e,, dannb(v) := (v',--- ,v"), d.h.b ordnet jedem
Vektor seine Komponenten bigglich sich selbst (der Basis) zu. Dieser Isomor-
phismus induziert einen Algebren-Isomorphismus wie folgt:

My : End(V) = Mat(n,K), f— Mp(f):=bofob . (12)

Somit kbnnen wirnach Wahl vorb die VektoraumeV und K™ und die Alge-
brenEnd(V) undMat(n, K) identifizieren. Da keirb in der Menge aller Basen
von sich aus ausgezeichnet ist, ist auch keine der Zuggn Identifikationen

V & K" bzw. End(V) < Mat(n,K) ausgezeichnet. Man sagt, eine solche
Identifikation senicht kanonisch

Wir betrachten also z@thst die Abbildung
exp: Mat(n,K) —» GL(n,K). (13)

GL(n,K) ist eine offene Untermenge vowlat(n, K), denn sie ist Urbild der
offenen MengeR — {0} C R beziglich der stetigen Determinantenfunktion, d.h.
GL(n,K) = det (R —{0}).
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Injektivit at und Surjektivit at

Im Allgemeinen ist exp weder injektiv noch surjektiv. Ein einfaches Beispiel f
fehlende Injektiviait istG = U(1), parametrisiert durch die komplexen Zahten
mit |z| = 1, undLie(G) = iR (imagiraren Zahlen), so ist exp(1) = {in2m |

n € Z}. Dies ksst sich auf alle #gherdimensionalen Drehgruppen verallgemei-
nern. Allgemein kann exp nicht injektiv sein wehkompakt ist {ie(G) ist als
Vektorraum nie kompakt.)

Fur fehlende Surjektivét fuhren wir folgendes,iir die SRT relevantes Beispiel
an. Wir betrachte die Gruppe

SL(2,C) :={A € Mat(2,C) | det(A) = 1}, (14)

und darin Matrizen der Form
Aa:(_o1 _a]) . aecC—{o). (15)

Beachte, dass alle diese Elemente durch eine stetige Kurve mit deradeatit
bunden werdendnnen, den8L(2, C) ist z-usammerdngend. (Er lokal wegezu-
sammenhngende topologisched®me sind 'Zusammenhang’ und 'Wegezusam-
menhangaquivalent). Zum Beispiel verbindet die Kurve

exp(tri) ta
Aalt) = ( 0 exp(—tm)) (16)

die Matrix A, innerhalbSL(2, C) stetig mit der Identit.

Proposition 3. Keine Matrix der Form (15) liegt im Bild der Exponentialfunktion.

Beweis.Wir nehmen das Gegenteil an, also dadteg exgX) = A,. Damit
exp(X) € SL(2,C) muss wegen (33pur(X) = 0 gelten. Die Eigenwerte von
X sind also+A und getiigen exp+A) = —1, da—1 der Eigenwert vom  ist.
Also istA = imt. Insbesondere is{ diagonalisierbar da ihre Eigenwerte verschie-
den sind. Es existiert also eih € GL(2,C), so dassl - D - T~' = X mit

D = diagA, —A). Dann muss wegen ekppA) = —1 geltenA, = exp(X) =
T-expD)-T'=T-diag—1,-1)-T~' =diag—1,—1), was ein Widerspruch
ist. O
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Trotz des Fehlens globaler in- und Surjekéigelten beide lokal. Differenzieren
wir die Abbildung exp: Mat(n,K) — GL(n,K) an der Stell® € Mat(n, K),

so erhalten wir die Idengétsabbildungd € End(Mat(n,K)): exp(0) = id.
Nach dem Satiber implizite Funktionen existiert also eine offene Umgebung
U C Mat(n,K) der Nullmatrix und eine offene Umgebung ¢ GL(n, K)

der Einheitsmatrix, so dass exp: U — V ein eine glatte (unendlich diffe-
renzierbare) Bijektion mit glatter Umkehrung ist. S&hkt man exp auf die Lie-
Unteralgebrd.ie(G) C Mat(n, K so erfalt man die entsprechenden Aussagen
mit W' = UNLie(G)undV’' =V N G. AuBerdem gilt:

Proposition 4. Ist G zusammerdmgende Lie-Gruppe, so ist jedds € G das
Produkt endlich vieler Exponentialbilder, d.h. es existielene Lie(G), 1 =
1,---,m, sodass

A =exp(Xi) - exp(Xz) - - -exp(X.) . a7

Beweis.Sei G’ C G die Menge der Elemente der Form (17). Diese Menge ist
zusammen@ingend, denn jedes ihrer Elemente kann durch einen stetigen Pfad mit
der Gruppenidentit verbunden werden (ersetze in (17) alledurchtX;). Au-
Berdem ist klar, da&’ eine offene Umgebung der Gruppenideitténttalt, denn
das trifft, wie bereits gezeigt, schoirfdas Bild von exp zu, das ja i@’ enthalten

ist. Letztlich ist klar, das&’ eine Untergruppe ist, denn das Inverse eines Aus-
druckes der Form (17) sowie endliche Produkte solcher Ausdr sind wieder
von dieser Form. Wir schlieRen nun wie folgt: S€iC G’ eine offene Umgebung

V der Gruppenidentitt undg € G’, dannistVy := g -V C G’ eine Umgebung
von g. In einer topologischen Gruppe ist aber die Linksmultiplikation mit ei-
nem Elementy ein Honbomorphismus aut, denn sie besitzt die stetige Inverse
die durch Linksmultiplikation mitg~' gegeben ist. Insbesondere ist die Links-
multiplikation mit g also eine offene Abbildung (bildet offene Mengen in offene
Mengen ab). Also isty - V offene Umgebung vory in G’ und damitG’ selbst
offen in G. G’ ist aber auch abgeschlossen, denn die Nebenklgsgehsind wie
gerade gesehen offen, udd ist das Komplement der Vereinigung aller van
verschiedenen Nebenklassen. ®ausammenéingend ist unds’ C G offen und
angeschlossen ist, gilt alsd’ = G. O

Homomorphismen von Lie-Gruppen und ihren Lie-Algebren

SeienG C GL(n,K) undG’ C GL(n’,K) Matrixgruppen undp : G — G’ ein
differenzierbarer Gruppenhomomorphismus. $e&i Lie(G) undt — yx(t) :=
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exp(tX) die zugelirige einparametrige Untergruppe @ Dann istt — ¢ o yx
eine einparametrige Untergruppe vGn Nach Proposition 2 existiert eld’ ¢
Lie(G'), so dassp o exp(tX) = exp(tX’). Ableiten nacht beit = 0 zeigtX' =
¢ (X), wobeidp € Lin(Lie(G), Lie(G’)) die Ableitung der Abbildungp an der
Identitat1,, € G ist. Also gilt

¢ o exp= expod. (18)

In Aufgabe 3 dedUbungsblattes 3 wurde bereits gezeigt, déss Lie(G) —
Lie(G’) ein Lie-Homomorphismus ist.

Somit geldrt zu jedem Gruppenhomomorphismygs ein eindeutig bestimm-
ter Lie-Homomorphismusp der (18) geidigt. Sei nun umgekehrt ein Lie-
Homomorphismug : Lie(G) — Lie(G’) gegeben. Was kaniiber Existenz
und Eindeutigkeit eines GruppenhomomorphismpusG — G’ mit f = ¢ ge-
sagt werden? Zuchst dies: Existierdh und istG zusammenangend, dann ist
¢ eindeutig. Das folgt direkt aus Proposition 4; denn sefjgrund ¢, so dass
®1 = P2, so stimmen nach (18) und Proposition 4 die Homomorphisgnennd
¢, auf allen Elementen der Form (liberein, also auf gan@ sofernG zusam-
menkangend ist. Hinsichtlich der Existenz gilt folgendes Resultat, das wir hier
aber nicht Beweisendnnen: IstG einfach zusammeirdmgend, so existieth. Zu-
sammenfassend haben wir

Proposition 5. SeienG und G’ Lie-Gruppen und : Lie(G) — Lie(G’) ein Lie-
Homomorphismus. ISk zusammerdngend so existiertdchstens ein Gruppen-
homomorphismug : G — G/, so das¥ = ¢. Ist G einfach zusammeghgend,
so existiertd. Insbesondere gilt: SinG und G’ Zusammendingend und einfach
zusammerdmgend, so sind die Lie-Gruppén und G’ genau dann isomorph,
wenn ihre Lie-Algebrehie(G) undLie(G’) es sind.

Darstellungen

Unter einer (linearenharstellungder GruppeG auf dem VektorraunV versteht
man einen Gruppenhomomorphismus

p:G— GL(V). (19)

Die Darstellung heisst endlichdimensional wénendlichdimensional ist. Unter
einer Darstellung einer Lie-Algebilaauf dem VektorraunV versteht man einen
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Lie-Homomorphismus
o:L— End(V). (20)

Allgemein heissen Darstellungen awvf(von Gruppen, Lie-Algebren oder sonst-
was)reduzibe] wenn es einen (unter der Wirkung der Gruppe, Lie-Algebra oder
sonstwas) invarianten Teilrauv’ C V mit V' # V und V' # {0} gibt. An-
dernfalls heissen sie irredizibel. Darstellungen heisssineduzibeloderzerfll-

bar, wenn es zu jedem invarianten Teilraum auch einen invarianten Komple-
mengarraum gibt. Zwei Darstellungen (von Gruppen, Lie-Algebren, et¢p,

auf V7 bzw. V, heissernverschiankt (engl. ‘intertwined’), wenn es einen linearen
Isomorphismus : V; — V, gibt, so dasg,of = fop; (im Englischen heisst sol-
che eine Abbildung ein ‘intertwiner’). Zwei Darstellungen heissémquivalent
wenn sie versclamkt beziglich eines Isomorphismusg’sind.

Aus Aufgabe 3 von Blatt5 folgt sofort, dass jede Darstellung einer Lie-Gruppe
eine Darstellung ihrer Lie-Algebra induziertamlich o = p (Ableitung an der
Identitat). Proposition5 zeigt nun, dass auch die Umkehrung gilt, safernu-
sammenhngend und einfach zusammanigend ist. Also gilt:

Proposition 6. Ist die Lie-GruppeG zusammerdngend und einfach zusam-
menl&ngend, so existiert eine Bijektion zwischen den DarstellungenGvanf
V und den Darstellungen von auf V. Ist p die Darstellung vorG aufV, so ist
die Bijektion gegeben durgh— p. Diese Bijektion respektiert alle Reduzikilis-
und Aquivalenzveréltnisse.
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