Ubungen zur Vorlesung
Weiterfiuhrende Themen zur SRT
von DOMENICO GIULINI

Blatt 1

Aufgabe 1(Allgemeines semidirektes Produkt)

SeienH und G Gruppen undx : G — Aut(H), g — oy, €in Homomorphis-
mus der Gruppé& in die Automorphismengruppe vat. Auf der MengeH x G
betrachte man nun folgende Multiplikationsvorschrift

(h1, g1)(h2,92) = (hixg, (h2), g192) . (1)

Machen Sie sich zuchst klar, dass die rechte Seite sinnvoll ist. (Welche Multi-
plikationen beziehen sich atif, welche aufG?) Zeigen Sie, dass (1) eine Grup-
penstruktur definiert. Die Mendéd x G versehen mit dieser Struktur bezeichnet
man mitH x, G und nennt sie das semidirekte Produkt ymit G beziglich

«. [Oft nennt manx nicht explizit, wenn es sich aus irgendwelcheriui@Gien von
selbst versteht, welchesgemeint ist.]

Zeigen Sie weiter, dagd und G in nairlicher Weise Untergruppen vana x
G sind, wobeiH sogar invariant (d.h. normale Untergruppe) ist. Unter welchen
Bedingungen aw ist auchG invariant?

Aufgabe 2 (Spezielles semidirektes Produkt)

Im Folgenden steh& fur R oderC. SeiH die additive Gruppe&kK™ und G C
GL(n,K) eine Untergruppe der Gruppe aller invertierbarer n Matrizen mit
Eintragen inK. Als Abbildung « nimmt man die ldentét, was sinnvoll ist, da
Aut(K™) = GL(n, K). Wir schreibenxa(a) =: A-a (Multiplikation des Vektors
a mit der Matrix A.) Das semidirekte Produl{™ x G ist nun gegeben durch

(ar1,Ar)(az,Az) = (a1 + Ay -az, A1 - Al). (2)

Man nenntK™ x G auch oft die zuc C GL(n,K) gelbdrige inhomogene Gruppe
IG.
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Zeigen Sie, dass die Abbilduri§g x G — GL(n + 1,K), gegeben durch

)
@ar (%) ©)

ein injektiver Homomorphismus (eine Einbettung) ist. Dabei ist die Matrix auf der
rechten Seite Irt zerlegt, wobeDd " dern dimensionale Null-Zeilenvektor ist.

Aufgabe 3(Galilei Gruppe)

Die eigentliche orthochrone (keine Raum- und keine Zeitspiegelungen) inhomo-
gene Galilei GruppéG all ist das semidirekte-direkte Produkt der eigentlich or-
thochronen homogenen Galilei Grupﬁeﬂl mit der GruppeR* raumzeitlicher
TranslationenG alL C GL(4,R) wird parametrisiert durcraumliche Drehungen

AT
R(D) = (1 0 )  wobei D e SO(3) 4)
0 D
und Geschwindigkeitstransformationen (engl. ,,Boosts")

AT
B(¥) = (\‘7 01)  wobei VeR3, (5)

Die allgemeine Transformation '@all ist dann gegeben durch
G(V,D):=B(v)-R(D). (6)

Berechnen Si& (v, D) - G(V,, D,) und stellen Sie dadurch die Gruppenmulti-
plikation in den ParameterfhundD dar. Zeigen Sie, dass

Gall =R3 % SO(3). (7)
Welchen Transformationen entspricht hier der abelsche NormalieiteAlso gilt
IGall = R* x (R? x SO(3)). (8)

Schreiben Sie ein allgemeines Element vm}aﬂ+ anhand der Einbettung
IGall. — GL(5,R) als5 x 5 Matrix an.
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