Ubungen zur Vorlesung
Weiterfiuhrende Themen zur SRT
von DOMENICO GIULINI

Blatt 2

Vorbereitendes

Als n + 1 dimensionalen Minkowskiraurvi™*' bezeichnen wir dem + 1 di-
mensionalen reellen affinen Raum dessen zagér Vektorraun®R™! mit dem
,,Minkowski-Skalarproduktf)(v, w) := v - w versehen ist. & die Standardbasis

{eOa €1, en} gllt

1 furp=v=0
ep-ey =M= -1 firu=v#0 (1)
0 furp#v

Wir schreibenv? := v - v und definieren eine ,,Minkowski Norm*

V[l = VIV -Vl (2)

die natirlich keine Norm im eigentlichen Sinne ist (warum nicht). Ein Vektor
heisst zeit-, licht- oder raumartig, je nachdem > 0, = 0 oder< 0 ist. Der
Nullvektor wird meist mit zu den lichtartigen Vektoren gerechnet. Ein Vel&or
heisst kausal, wenn er entweder zeit- oder lichtartig ist. Ein linearer Unterraum
V c R™T heilt raumartig, lichtartig, oder zeitartig, je nachdqm positiv de-

finit, nicht positiv definit aber positiv semidefinit, oder aber indefinit ist. Das Or-
thokomplement eines Vektors#£ 0 ist der Unterraum

vi=weR" |v.w=0}. (3)

Es istn dimensional und zeit-, licht- oder raumartig, fallgaum-, licht- bzw.
zeitartig ist (siehe unten). Beachten Sie: slichtartig so ist{v} N vt = {v},
andernfalls ist der Durchschnitt leer.
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Aufgabe 1 (Kausale Vektoren)

Seienv undw kausal. Zeigen Sie, dass

entweder VvVw%>0 und v-w >0

(4)

oder VW°<0 und v-w<0

wobei die Gleichheitszeichen in und < genau dann gelten, werrundw licht-

artig und parallel bzw. antiparallel sind. (Tipp: Benutzen Sie die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung @ir den aumlichen Teil des Skalarproduktes.) Insbesondere gelten
die Ungleichungen streng, wenn einer der Vektoren zeitartig ist. Schliel3en Sie dar-
aus, dass jeder Vektor, der zu einem zeitartigen Vektor orthogonal ist (im Sinne
vonv - w = Q) raumartig sein muss und dass jeder Vektor, der zu einem lichtarti-
gen Vektor orthogonal ist, raum- oder lichtartig sein muss, wobei im letzteren Fall
beide linear abfingig sein nissen. Schliel3lich argumentieren Sie direkt, dass im
R™ firn > 2 die zu einem raumartigen Vektor orthogonalen Vektoren raum-,
licht- oder zeitartig seiné@nnen.

Aufgabe 2 (Zeitorientierung)

Zeigen Sie: Die Relation ~ w & v -w > 0 definiert eineAquivalenzrelation
auf der Menge der zeitartigen Vektoren mit zwWejuivalenzklassen. Diese nennt
man ,,Zeitorientierungen®. Zwei zeitartige Vektoreypw haben also die gleiche
oder entgegengesetzte Zeitorientierung, je nachdem> 0 oder< 0 gilt. (Tipp:
Nur die Transitiviit der Relation ist nicht trivial. Sind also, v, w zeitartig mit
u-v > 0undv-w > 0, so musst-w > 0 gezeigt werden. Dazu zerlege mannd

w in ihre Anteile parallel und senkrecht zu) Zeigen Sie weiter, dass zeitartige
Vektoren gleicher Zeitorientierung einen Kegel bilden, d.h. dass anichAv fur
alleA € R, und mitv undw auchv + w dieserAquivalenzklasse angéren.

Aufgabe 3 (Cauchy-Schwarz- und Dreiecksungleichung)

In einem Vektorraum mit positiv definitem Skalarprodukt folgt bekanntlich aus
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

viw? > (v-w)? (5)
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die Dreiecksungleichung
VI +lwll = v+ wl, (6)

wobei Gleichheit in (5) und (6) genau dann gilt, wemnnndw linear ablangig
bzw. parallel { = Aw mit A > 0) sind. Wie vorher betrachte man nun den Vektor-
raumR™" (n > 2) mit indefinitem Skalarprodukt (1). Zeigen Sie, dass nun die
folgende modifizierten Cauchy-Schwarz-Ungleichungen gelten:

> falls Span{v, w} raumartig
viw? x (v-w)?,  wobeix { = falls Span{v,w} lichtartig (7)
< falls Span{v, w} zeitartig

Uberlegen Sie sich tigliche Dreiecksungleichungen als Folge von (7) mit der
verallgemeinerten ,,Norm*“ (2). Zeigen Sie insbesondere, daszeftartige Vek-
torenv, w gleicher Zeitorientierung die ,,umgekehrte Dreiecksungleichung® gilt:

v+ wlly = [Vl + Wiy - (8)

Sie ist Grundlage des sogenannten ,,Zwillingsparadoxons*.

Aufgabe 4 (nochmals ,,umgekehrte” Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

Zeigen Sie: Die strenge ,,umgekehrte” Cauchy-Schwarz-Ungleichung

vw? < (v-w)? (9)

gilt fur festesy genau dannifr jeden Vektom € R™*! der linear unabhngig zu
v ist, wennv zeitartig ist. [Tipp: Zerlegen Siev in seine Komponenten parallel
und orthogonal zw.]

Wir betrachten nun eine Gerade durch einen PurktM™*! in Richtungv:
G(v) ={r+Av|[A e R}, (10)
und den Lichtkegel mit Vertex am PunkpeZ G, (v):
Culp) :=={x e M™" | |lx —pll, = 0}. (11)

Zeigen Sie: isb zeitartig, so existieren immer genau zwei Schnittpunkte. Ist hin-
gegenv lichtartig, so existiert genau ein Schnittpunkt fals- + ¢ v+ und kein
Schnittpunkt fallgp — r € v+.
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Aufgabe 5 (Ein erstaunlicher ,,Hohensatz* im Minkowskiraum)

G.(v) sei eine zeitartige Gerade durclin Richtungv (vgl. (10)) undCy(p) der
Lichtkegel mit Vertex an einem Punkt ¢ G.(V) (vgl. (11)). Wie in Aufgabe 4
gezeigt, schneidet die Gerade den Lichtkegel in zwei Punkteand q_. Seiq
ein beliebiger Punkt auf . (n) zwischenq, undq_; siehe Abbildung.

Zeigen Sie:

lp —alls = llas —dlln-lla—a-|s- (12)
Dieser Sachverhalt entgmhe einem Analogon desbHensatzes in der Euklidi-
schen Geometrie, wenn— q orthogonal zur Gerade@.(n) stiinde, das ist aber
nicht gefordert. Die Beziehung (12) gilifjedesq zwischenq, undq_!

[Tipp: Die Vektoren(q, —p) = (q —p) + (d+ —g)und(q——p) = (g —p) +
(g_ — q) sind Lichtartig. Also gilt

la—plli = (a+—a)*+2(a—p) (d+—a), (13)
la—pll} = (a-—a)*+2(a—p) (d-—q). (14)

Nutzen Sie, dasg, —q undq— q_ parallel sind, sodass gidt, —q = A(q—q_)
mit A € R,. Multiplizieren Sie nun (14) miA und addieren Sie das zu (13). ]

Zeigen Sie weitemp — q steht genau dann orthogonal @y(v), d.h.(p—q)-v =0,
wenngq in der Mitte zwischeny . undq_ liegt. Also sind geral3 der Einsteinschen
Synchronisationsvorschrift alle bigglich G, (v) zu g gleichzeitigen Ereignisse
durchq + v+, d.h. die zuG,(v) orthogonale Hyperéiche durchy gegeben.
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