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Vorbereitendes

Als n + 1 dimensionalen MinkowskiraumMn+1 bezeichnen wir denn + 1 di-
mensionalen reellen affinen Raum dessen zugehöriger VektorraumRn+1 mit dem
,,Minkowski-Skalarprodukt“η(v,w) := v ·w versehen ist. F̈ur die Standardbasis
{e0, e1, · · · en} gilt

eµ · eν = ηµν :=


1 für µ = ν = 0

−1 für µ = ν 6= 0

0 für µ 6= ν

(1)

Wir schreibenv2 := v · v und definieren eine ,,Minkowski Norm“

‖v‖η :=
√

|v · v| (2)

die naẗurlich keine Norm im eigentlichen Sinne ist (warum nicht). Ein Vektorv

heisst zeit-, licht- oder raumartig, je nachdemv2 > 0, = 0 oder< 0 ist. Der
Nullvektor wird meist mit zu den lichtartigen Vektoren gerechnet. Ein Vektor6= 0

heisst kausal, wenn er entweder zeit- oder lichtartig ist. Ein linearer Unterraum
V ⊂ Rn+1 heißt raumartig, lichtartig, oder zeitartig, je nachdemη

∣∣
V

positiv de-
finit, nicht positiv definit aber positiv semidefinit, oder aber indefinit ist. Das Or-
thokomplement eines Vektorsv 6= 0 ist der Unterraum

v⊥ := {w ∈ Rn+1 | v ·w = 0} . (3)

Es istn dimensional und zeit-, licht- oder raumartig, fallsv raum-, licht- bzw.
zeitartig ist (siehe unten). Beachten Sie: Istv lichtartig so ist{v} ∩ v⊥ = {v},
andernfalls ist der Durchschnitt leer.
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Aufgabe 1 (Kausale Vektoren)

Seienv undw kausal. Zeigen Sie, dass

entweder v0w0 > 0 und v ·w ≥ 0

oder v0w0 < 0 und v ·w ≤ 0
(4)

wobei die Gleichheitszeichen in≥ und≤ genau dann gelten, wennv undw licht-
artig und parallel bzw. antiparallel sind. (Tipp: Benutzen Sie die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung f̈ur den r̈aumlichen Teil des Skalarproduktes.) Insbesondere gelten
die Ungleichungen streng, wenn einer der Vektoren zeitartig ist. Schließen Sie dar-
aus, dass jeder Vektor, der zu einem zeitartigen Vektor orthogonal ist (im Sinne
vonv ·w = 0) raumartig sein muss und dass jeder Vektor, der zu einem lichtarti-
gen Vektor orthogonal ist, raum- oder lichtartig sein muss, wobei im letzteren Fall
beide linear abḧangig sein m̈ussen. Schließlich argumentieren Sie direkt, dass im
Rn+1 für n ≥ 2 die zu einem raumartigen Vektor orthogonalen Vektoren raum-,
licht- oder zeitartig sein k̈onnen.

Aufgabe 2 (Zeitorientierung)

Zeigen Sie: Die Relationv ∼ w ⇔ v · w > 0 definiert eineÄquivalenzrelation
auf der Menge der zeitartigen Vektoren mit zweiÄquivalenzklassen. Diese nennt
man ,,Zeitorientierungen“. Zwei zeitartige Vektorenv,w haben also die gleiche
oder entgegengesetzte Zeitorientierung, je nachdemv·w > 0 oder< 0 gilt. (Tipp:
Nur die Transitiviẗat der Relation ist nicht trivial. Sind alsou, v, w zeitartig mit
u·v > 0 undv·w > 0, so mussu·w > 0 gezeigt werden. Dazu zerlege manu und
w in ihre Anteile parallel und senkrecht zuv.) Zeigen Sie weiter, dass zeitartige
Vektoren gleicher Zeitorientierung einen Kegel bilden, d.h. dass mitv auchλv für
alleλ ∈ R+ und mitv undw auchv + w dieserÄquivalenzklasse angehören.

Aufgabe 3 (Cauchy-Schwarz- und Dreiecksungleichung)

In einem Vektorraum mit positiv definitem Skalarprodukt folgt bekanntlich aus
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

v2w2 ≥ (v ·w)2 (5)
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die Dreiecksungleichung

‖v‖+ ‖w‖ ≥ ‖v + w‖ , (6)

wobei Gleichheit in (5) und (6) genau dann gilt, wennv undw linear abḧangig
bzw. parallel (v = λw mit λ > 0) sind. Wie vorher betrachte man nun den Vektor-
raumRn+1 (n ≥ 2) mit indefinitem Skalarprodukt (1). Zeigen Sie, dass nun die
folgende modifizierten Cauchy-Schwarz-Ungleichungen gelten:

v2w2 ? (v ·w)2 , wobei?


≥ falls Span{v,w} raumartig

= falls Span{v,w} lichtartig

≤ falls Span{v,w} zeitartig

(7)

Überlegen Sie sich m̈ogliche Dreiecksungleichungen als Folge von (7) mit der
verallgemeinerten ,,Norm“ (2). Zeigen Sie insbesondere, dass für zeitartige Vek-
torenv,w gleicher Zeitorientierung die ,,umgekehrte Dreiecksungleichung“ gilt:

‖v + w‖η ≥ ‖v‖η + ‖w‖η . (8)

Sie ist Grundlage des sogenannten ,,Zwillingsparadoxons“.

Aufgabe 4 (nochmals ,,umgekehrte“ Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

Zeigen Sie: Die strenge ,,umgekehrte“ Cauchy-Schwarz-Ungleichung

v2w2 < (v ·w)2 (9)

gilt f ür festesv genau dann f̈ur jeden Vektorw ∈ Rn+1 der linear unabḧangig zu
v ist, wennv zeitartig ist. [Tipp: Zerlegen Siew in seine Komponenten parallel
und orthogonal zuv.]

Wir betrachten nun eine Gerade durch einen Punktr ∈ Mn+1 in Richtungv:

Gr(v) := {r + λv | λ ∈ R} , (10)

und den Lichtkegel mit Vertex am Punktep 6∈ Gr(v):

CL(p) := {x ∈ Mn+1 | ‖x − p‖η = 0} . (11)

Zeigen Sie: istv zeitartig, so existieren immer genau zwei Schnittpunkte. Ist hin-
gegenv lichtartig, so existiert genau ein Schnittpunkt fallsp − r 6∈ v⊥ und kein
Schnittpunkt fallsp − r ∈ v⊥.
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Aufgabe 5 (Ein erstaunlicher ,,Höhensatz“ im Minkowskiraum)

Gr(v) sei eine zeitartige Gerade durchr in Richtungv (vgl. (10)) undCL(p) der
Lichtkegel mit Vertex an einem Punktp 6∈ Gr(V) (vgl. (11)). Wie in Aufgabe 4
gezeigt, schneidet die Gerade den Lichtkegel in zwei Punktenq+ undq−. Seiq
ein beliebiger Punkt aufGr(n) zwischenq+ undq−; siehe Abbildung.

q+

q

q−

p

r

v

C+
L (p)

C−
L (p)

Gr(v)

Zeigen Sie:
‖p − q‖2

η = ‖q+ − q‖η · ‖q − q−‖η . (12)

Dieser Sachverhalt entspräche einem Analogon des Höhensatzes in der Euklidi-
schen Geometrie, wennp − q orthogonal zur GeradenGr(n) stünde, das ist aber
nicht gefordert. Die Beziehung (12) gilt für jedesq zwischenq+ undq− !

[Tipp: Die Vektoren(q+ − p) = (q − p) + (q+ − q) und(q− − p) = (q − p) +

(q− − q) sind Lichtartig. Also gilt

‖q − p‖2
η = (q+ − q)2 + 2(q − p) · (q+ − q) , (13)

‖q − p‖2
η = (q− − q)2 + 2(q − p) · (q− − q) . (14)

Nutzen Sie, dassq+ −q undq−q− parallel sind, so dass giltq+ −q = λ(q−q−)

mit λ ∈ R+. Multiplizieren Sie nun (14) mitλ und addieren Sie das zu (13). ]

Zeigen Sie weiter:p−q steht genau dann orthogonal zuGr(v), d.h.(p−q)·v = 0,
wennq in der Mitte zwischenq+ undq− liegt. Also sind gem̈aß der Einsteinschen
Synchronisationsvorschrift alle bezüglich Gr(v) zu q gleichzeitigen Ereignisse
durchq + v⊥, d.h. die zuGr(v) orthogonale Hyperfl̈ache durchq gegeben.
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