Ubungen zur Vorlesung
Weiterfiuhrende Themen zur SRT
von DOMENICO GIULINI

Blatt 3

Aufgabe 1 (Orthogonale Transformationen als Spiegelungen)

Sei V Vektorraumiiber K (hier stehtK fur R oder C) der Dimensionm mit
symmetrischer, nicht-ausgearteter Bilinearfafm V x V — K. (Beachte: Im
Allgemeinen istn indefinit.) Wir schreibem(v,w) = v -w, v> = v -v und
vt = {x € V| x-v = 0}. Eine befiglichn orthogonale Transformatiorst
ein linearer Isomorphismus : V — V, so dassj(Lv,Lw) = n(v,w) fur alle
v,weV.

Seiv € V mit v? # 0; unter einelSpiegelungn der Hyperebene' versteht man
die Abbildung
Vv-X
Pv(x) :=x—2v Bt 1)
Zeigen Siep,, ist orthogonal und involutiv (d.h. gégt p,, o p,, = id), so dass
p,! = p,. IstL orthogonal, so gilt. o p,, o L™ = py,

Beweisen Sie nun folgenden Satz: Jede orthogonale Transformation ist die Kom-
position von ldchsten2n — 1 Spiegelungen.

[Anleitung: Seil orthogonal, dann existiest € V mit vZ #£ 0 (warum?); wir
setzenw := Lv. Wegen(w +v) - (W +v) + (w —v) - (w—v) = 4v2 £ 0
sindv + w undw — v nicht beide lichtartig. Sei alstv = w)? # 0, dann ist
Pvew(V) = £w bzw. py (W) = £v. Also istv Eigenvektor zum Eigenwert 1
der orthogonalen Transformatidn, die definiert ist durch

L/ = Pv—wo L falls (v — W)z #0
" Y pyopuwol falls (v—w)2=0

(2)

Betrachten Sie nun die orthogonale Transformatid\r}h auf dem Unterraune
mit Bilinearformn}VL (diese ist nicht ausgeartet; warum? ) und schlie3en Sie in-
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duktiv. Benutzen Sie dabei, dass sich jede orthogonale Transformation'von
kanonisch zu einer orthogonalen Transformation $pan{v} @ v fortsetzen
lasst. Wieviel Spiegelungen brauchen Sie, wenn nur noch eine Dimdirsin
ist?]

Anmerkung: Dieser Satz kann erheblich ve@thwerden: Tat@chlich kommt
man mit fochstensgy Spiegelungen aus (Satz von Cartan-Dieu@)nDer Beweis
ist aber etwas aufwendiger.

Aufgabe 2 (Polarzerlegung)

Beweisen Sie: Jede MatriA € GL(n,C) ist auf eindeutige Weise das Pro-
dukt einer positiv-definiten Hermiteschen Matkikund einer unéren MatrixU
U'=ut:=U'):

A =HU. (3)

IstA € GL(n,R) sosind auchd undU reell, wobeiH positiv-definit und symme-
trisch ist undu orthogonal beiazglich dem standard Euklidischen inneren Produkt
desR™ (d.h.u="=ur).

Bemerkung: Der Satz gilt genauso mit umgekehrter Reihenfolge der Faktoren auf
der rechten Seite von (3). Polarzerlegungenigézh unterschiedlicher Reihen-
folgen unterscheiden sich im Hermiteschen FaktorAda= HU = UH’ mit

H’ = UTHU.

[Anleitung: Gegebel € GL(n,C), dannistA := AAT Hermitesch und positiv-
definit. Benutzen Sie nun den Satz, dass jede positiv-definite Hermitesche Matrix
eine eindeutige positiv-definite Hermitesche Quadratwurzel hat (Beweis z.B. mit
Hilfe des Spektralsatzes). Definieren $le= /A und zeigen Sie die Unitait
von U := H'A. Fir die Eindeutigkeit nehmen Sie an, ddss= H;U; = H,L,.

Dann istH; = H,Us mit unitaremU; = uzuﬁ. DaH;, Hermitesch sind, gilt

H? = H;H! = H,UsUlH} = H3. Benutzen Sie erneut obigen Satz um auf
H; = H; zu schlieBen und damit alif; = U,. Der reelle Fall ergibt sich nun
einfach durch Einsclnken auf reelle Matrizen.]
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Aufgabe 3 (Punkte symmetrischer Gleichzeitigkeit)

Die Weltlinien zweier inertialer Beobachter im Minkowski-Raum seien gegeben
durch

G:(v) ={r+Av[AeR], (4)
Gy (V) = {r"+ AV [ A e R}, (5)

wobeiv? = v'2 = 1. Wir setzen die Einsteinsche Gleichzeitigkeitsdefinition vor-
aus. Zeigen Sie: Sind die Weltlinien nicht parallel, so gibt es genau ein Punktepaar
(q,9") € G.(v) x G (v'), so dasgy’ gleichzeitig zuq beiglich G,(v) und q
gleichzeitig zuq’ beZiglich G, (v') ist.

[Tipp: Setzen Sieg = v+ Av und q’ = r’ + A'v’. Benutzen Sie das Ergebnis
von Aufgabe 5 auf Blatt 2, nach dem alle gu= G, (v) gleichzeitigen Ereignisse
durch die zuv orthogonale Hyperebene durghgegeben sind. Leiten Sie damit
die zwei linearen Bedingungsgleichungen—q’) -v=0= (q — q’) - v’ fur die
zwei Unbekanntei und A’ an und zeigen Sie dessen eindeutigesharkeit @ir
v-v' # 1. Was passiert im Fall - v/ = 17]

Aufgabe 4 (Relativgeschwindigkeit)

Zwei TeilchenT; und T, bewegen sich bémlich des Inertialsystemis mit den
Geschwindigkeiteni; bzw.i,. (Wir schreibeni - i = u? etc.) Zeigen Sie, dass
das eine Teilchen im Ruhesystéthdes jeweils anderen folgenden Geschwindig-
keitsbetrag besitzt:

) (ufd (- )?) ©

11— -

[Tipp: Berechnen Sie das Minkowski-Skalarprodukt der Vierergeschwindigkeiten
beider Teilchen, einmal béglich K und einmal beiglich K’. Benutzen Sie nun
die Invarianz des Skalarproduktes.]
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Aufgabe 5 (Elastischer Stol3 im Ruhesystem eines Teilchens)

Zwei TeilchenT; und T, gleicher Ruhemasse stofRen im Ruhesystem van
elastisch zusammen. Die Geschwindigkeit vigrvor dem Stof} seii, nach dem
StoR’ seien die Geschwindigkeiten vbnund T, durchtiy bzw. i, gegeben. Zei-
gen Sie, dass der Winkélzwischenti; undii, gegeben ist durch

(1—+/1T—ud)(1—+/1—u?)

iUy

cosO =

: (7
[Tipp: Benutzen Sie den Erhaltungssatz der Viererimpulse und quadrieren Sie den
raumlichen und zeitlichen Anteil separat.]

Wir habenc = 1 gesetzt. Bhren Siec in (7) wieder ein und diskutieren Sie den
Newtonschen Grenzfall.
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