
Übungen zur Vorlesung
Weiterf ührende Themen zur SRT

von DOMENICO GIULINI

Blatt 3

Aufgabe 1 (Orthogonale Transformationen als Spiegelungen)

Sei V Vektorraumüber K (hier stehtK für R oder C) der Dimensionn mit
symmetrischer, nicht-ausgearteter Bilinearformη : V × V → K. (Beachte: Im
Allgemeinen istη indefinit.) Wir schreibenη(v,w) = v · w, v2 = v · v und
v⊥ := {x ∈ V | x · v = 0}. Eine bez̈uglich η orthogonale Transformationist
ein linearer IsomorphismusL : V → V , so dassη(Lv, Lw) = η(v,w) für alle
v,w ∈ V .

Seiv ∈ V mit v2 6= 0; unter einerSpiegelungan der Hyperebenev⊥ versteht man
die Abbildung

ρv(x) := x − 2 v
v · x
v2

. (1)

Zeigen Sie:ρv ist orthogonal und involutiv (d.h. genügt ρv ◦ ρv = id), so dass
ρ−1

v = ρv. Ist L orthogonal, so giltL ◦ ρv ◦ L−1 = ρLv

Beweisen Sie nun folgenden Satz: Jede orthogonale Transformation ist die Kom-
position von ḧochstens2n − 1 Spiegelungen.

[Anleitung: SeiL orthogonal, dann existiertv ∈ V mit v2 6= 0 (warum?); wir
setzenw := Lv. Wegen(w + v) · (w + v) + (w − v) · (w − v) = 4 v2 6= 0

sind v + w und w − v nicht beide lichtartig. Sei also(v ∓ w)2 6= 0, dann ist
ρv∓w(v) = ±w bzw. ρv∓w(w) = ±v. Also ist v Eigenvektor zum Eigenwert 1
der orthogonalen TransformationL ′, die definiert ist durch

L ′ =

{
ρv−w ◦ L falls (v − w)2 6= 0

ρv ◦ ρv+w ◦ L falls (v − w)2 = 0
(2)

Betrachten Sie nun die orthogonale TransformationL ′
∣∣
v⊥

auf dem Unterraumv⊥

mit Bilinearformη
∣∣
v⊥

(diese ist nicht ausgeartet; warum? ) und schließen Sie in-
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duktiv. Benutzen Sie dabei, dass sich jede orthogonale Transformation vonv⊥

kanonisch zu einer orthogonalen Transformation vonSpan{v} ⊕ v⊥ fortsetzen
lässt. Wieviel Spiegelungen brauchen Sie, wenn nur noch eine Dimensionübrig
ist?]

Anmerkung: Dieser Satz kann erheblich verschärft werden: Tats̈achlich kommt
man mit ḧochstensn Spiegelungen aus (Satz von Cartan-Dieudonné). Der Beweis
ist aber etwas aufwendiger.

Aufgabe 2 (Polarzerlegung)

Beweisen Sie: Jede MatrixA ∈ GL(n, C) ist auf eindeutige Weise das Pro-
dukt einer positiv-definiten Hermiteschen MatrixH und einer uniẗaren MatrixU

(U−1 = U† := U
>
):

A = HU . (3)

IstA ∈ GL(n, R) so sind auchH undU reell, wobeiH positiv-definit und symme-
trisch ist undU orthogonal bez̈uglich dem standard Euklidischen inneren Produkt
desRn (d.h.U−1 = U>).

Bemerkung: Der Satz gilt genauso mit umgekehrter Reihenfolge der Faktoren auf
der rechten Seite von (3). Polarzerlegungen bezüglich unterschiedlicher Reihen-
folgen unterscheiden sich im Hermiteschen Faktor, daA = HU = UH ′ mit
H ′ = U†HU.

[Anleitung: GegebenA ∈ GL(n, C), dann ist∆ := AA† Hermitesch und positiv-
definit. Benutzen Sie nun den Satz, dass jede positiv-definite Hermitesche Matrix
eine eindeutige positiv-definite Hermitesche Quadratwurzel hat (Beweis z.B. mit
Hilfe des Spektralsatzes). Definieren SieH :=

√
∆ und zeigen Sie die Unitarität

vonU := H−1A. Für die Eindeutigkeit nehmen Sie an, dassA = H1U1 = H2U2.
Dann istH1 = H2U3 mit unitäremU3 = U2U

†
1. Da H1,2 Hermitesch sind, gilt

H2
1 = H1H

†
1 = H2U3U

†
3H

†
2 = H2

2. Benutzen Sie erneut obigen Satz um auf
H1 = H2 zu schließen und damit aufU1 = U2. Der reelle Fall ergibt sich nun
einfach durch Einschränken auf reelle Matrizen.]
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Aufgabe 3 (Punkte symmetrischer Gleichzeitigkeit)

Die Weltlinien zweier inertialer Beobachter im Minkowski-Raum seien gegeben
durch

Gr(v) = {r + λv | λ ∈ R} , (4)

Gr ′(v
′) = {r ′ + λ ′v ′ | λ ∈ R} , (5)

wobeiv2 = v ′2 = 1. Wir setzen die Einsteinsche Gleichzeitigkeitsdefinition vor-
aus. Zeigen Sie: Sind die Weltlinien nicht parallel, so gibt es genau ein Punktepaar
(q, q ′) ∈ Gr(v) × Gr ′(v

′), so dassq ′ gleichzeitig zuq bez̈uglich Gr(v) undq

gleichzeitig zuq ′ bez̈uglichGr ′(v
′) ist.

[Tipp: Setzen Sieq = r + λv und q ′ = r ′ + λ ′v ′. Benutzen Sie das Ergebnis
von Aufgabe 5 auf Blatt 2, nach dem alle zuq ∈ Gr(v) gleichzeitigen Ereignisse
durch die zuv orthogonale Hyperebene durchq gegeben sind. Leiten Sie damit
die zwei linearen Bedingungsgleichungen(q − q ′) · v = 0 = (q − q ′) · v ′ für die
zwei Unbekanntenλ undλ ′ an und zeigen Sie dessen eindeutige Lösbarkeit f̈ur
v · v ′ 6= 1. Was passiert im Fallv · v ′ = 1?]

Aufgabe 4 (Relativgeschwindigkeit)

Zwei TeilchenT1 und T2 bewegen sich bezüglich des InertialsystemsK mit den
Geschwindigkeiten~u1 bzw.~u2. (Wir schreiben~u · ~u = u2 etc.) Zeigen Sie, dass
das eine Teilchen im RuhesystemK ′ des jeweils anderen folgenden Geschwindig-
keitsbetrag besitzt:

u =

√
(~u1 − ~u2)2 −

(
u2

1u
2
2 − (~u1 · ~u2)2

)
1 − ~u1 · ~u2

(6)

[Tipp: Berechnen Sie das Minkowski-Skalarprodukt der Vierergeschwindigkeiten
beider Teilchen, einmal bezüglich K und einmal bez̈uglich K ′. Benutzen Sie nun
die Invarianz des Skalarproduktes.]
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Aufgabe 5 (Elastischer Stoß im Ruhesystem eines Teilchens)

Zwei TeilchenT1 und T2 gleicher Ruhemassem stoßen im Ruhesystem vonT2

elastisch zusammen. Die Geschwindigkeit vonT1 vor dem Stoß sei~u, nach dem
Stoß seien die Geschwindigkeiten vonT1 undT2 durch~u1 bzw.~u2 gegeben. Zei-
gen Sie, dass der Winkelθ zwischen~u1 und~u2 gegeben ist durch

cosθ =
(1 −

√
1 − u2

1)(1 −
√

1 − u2
2)

u1u2

. (7)

[Tipp: Benutzen Sie den Erhaltungssatz der Viererimpulse und quadrieren Sie den
räumlichen und zeitlichen Anteil separat.]

Wir habenc = 1 gesetzt. F̈uhren Siec in (7) wieder ein und diskutieren Sie den
Newtonschen Grenzfall.
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