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Vorbereitendes

Definition: Im Folgenden sei mitK stetsR oderC gemeint. EineLie-AlgebraL

überK ist ein VektorraumüberK mit einer Abbildung (genannt Lie-Klammer)
L×L → L, (X, Y) 7→ [X, Y], die folgende Bedingungen erfüllt (zu lesen als g̈ultig
für alleX, Y, Z ∈ L und allea ∈ K):

[X, Y] = −[Y, X] (Antisymmetrie) (1)

[aX + Y, Z] = a[X,Z] + [Y, Z] (Lineariẗat) (2)

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y]] = 0 (Jacobi-Identiẗat) (3)

Ist L ′ ⊂ L ein Untervektorraum, so dass[X, Y] ∈ L ′ für alleX, Y ∈ L ′, so istL ′

bez̈uglich der Einschr̈ankung der Lie-Klammer aufL ′ eine Lie-Algebra. Man sagt,
L ′ ist Lie-Unteralgebra vonL. Eine UnteralgebraL ′ heisst Ideal, falls[X, Y] ∈ L ′

für alleX ∈ L ′ und alleY ∈ L (sic). Eine lineare Abbildungf : L1 → L2 zwischen
den Lie-Algebren(L1, [·, ·]1) und (L2, [·, ·]2) heisst Lie-Homomorphismus, falls
f([X, Y]1) = [f(X), f(Y)]2.

Aufgabe 1 (Endomorphismen bilden Lie Algebra)

SeiV ein n-dimensionaler Vektorraum̈uberK. Mit End(V) bezeichnen wir die
Menge der linearen AbbildungenV → V (sog. Endomorphismen). Zeigen Sie:
End(V) ist eine Lie-Algebra, wenn[f, g] := f ◦ g − g ◦ f. Sehen Sie das als
Spezialfall der allgemeinen Aussage, dass jede assoziative Algebra zu einer Lie-
Algebra wird, wenn man die Lie-Klammer als Kommutator definiert. Beweisen
Sie diese.
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Aufgabe 2 (Lie Algebren von Matrixgruppen)

SeiG eine Matrixgruppe, d.h. Untergruppe vonGL(n, K). Mit C1
∗(R, G) bezeich-

nen wir die Menge aller einmal stetig differenzierbaren AbbildungenA : R → G,
für dieA(0) = 1n. Mit Ȧ bezeichnen wir die Ableitung vonA an der Stelle0 ∈ R,
d.h.Ȧ := dA(s)/ds|s=0. Wir definieren

LG :=
{
Ȧ | A ∈ C1

∗(R, G)
}
⊂ End(Kn) . (4)

Zeigen Sie:LG ist eine reelle (sic) Lie-Unteralgebra vonEnd(Kn)

[Anleitung. SeienA und B in C1
∗(R, G) mit Ȧ = X und Ḃ = Y. Man definiere

C(s) := A(s) · B(as). Was istĊ ? Um zu zeigen, dass[X, Y] ∈ LG betrachte man
die Kurve

C(s) :=

{
A(τ(s)) · B(τ(s)) ·A−1(τ(s)) · B−1(τ(s)) für s ≥ 0 ,

B(τ(s)) ·A(τ(s)) · B−1(τ(s)) ·A−1(τ(s)) für s ≤ 0 ,
(5)

wobei

τ(s) :=

{√
s für s ≥ 0 ,

−
√

−s für s ≤ 0 .
(6)

Man zeigeC ∈ C1
∗(R, G) und Ċ = [X, Y]. Etwas kniffelig ist nur der Nachweis

der Differenzierbarkeit bei0 ∈ R. Das geht etwa so:

Ċ = lim
s→0

C(s) − 1n

s
= lim

s→0

{
[A(τ(s)), B(τ(s))]A−1(τ(s))B−1(τ(s))

s

}
= lim

τ→0

{[
A(τ) − 1n

τ
,

B(τ) − 1n

τ

]
A−1(τ)B−1(τ)

}
= · · · (7)

Aufgabe 3 (Homomorphismen von Gruppen und ihren Lie-Algebren)

SeienG undH Matrixgruppen undφ : G → H ein Gruppenhomomorphismus.
Mit φ̇ sei die Ableitung vonφ an der Stelle1n ∈ G bezeichnet. Zeigen Sie, dass
φ̇ ein Lie-Homomorphismus vonLG nachLH ist.

[Tipp: Zum Nachweisφ̇([X, Y]) = [φ̇(X), φ̇(Y)] betrachte man wie in Aufgabe 2
Kurven A und B in G mit Ȧ = X und Ḃ = Y, sowie die abgebildeten Kurven
A ′ := φ◦A undB ′ := φ◦B in H. Mit letzteren f̈uhre man dann die Konstruktion
(5-7) durch.]
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