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Blatt 6

Vorbereitendes

SeiV ein VektorraumüberK (R oderC) undV∗ der zugeḧorige Dualraum (Vek-
torraumüberK aller linearen AbbildungenV → K). Einer linearen Abbildung
A : V → V entspricht kanonisch eine lineare AbbildungA> : V∗ → V∗, gege-
ben durchA>(α) := α ◦ A. Man nennt sie die zuA (kanonisch) transponierte
Abbildung.

Ist ω eine (nicht notwendig symmetrische) nicht ausgeartete Bilinearform aufV ,
so definiert diese einen Isomorphismus

ω↓ : V → V∗ , ω↓(v) := ω(v, ·) . (1)

Die dazu inverse Abbildung sei

ω↑ : V∗ → V , ω↑ := (ω↓)−1 , (2)

so dass
ω↑ ◦ω↓ = idV und ω↓ ◦ω↑ = idV∗ . (3)

In Komponenten entsprichtω↓ undω↑ dem ,,Herunter-“und ,,Heraufziehen von
Indizes“ (siehe unten).

Bez̈uglich ω kann man ebenfalls jeder AbbildungA : V → A eindeutig eine
ω-transponierte Abbildungzuordnen, die definiert ist durch:

At : V → V , ω(Atv,w) = ω(v,Aw) ∀v,w ∈ V . (4)

Man beachte, dass Transponierte undω-Transponierte zwischenverschiedenen
Räumen stattfinden.
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Aufgabe 1 (Transponierte undω-transponierte Abbildung)

Zeigen Sie, dass zwischen transponierter undω-transponierter Abbildung folgen-
de Beziehung besteht:

At = ω↑ ◦A> ◦ω↓ bzw. A> = ω↓ ◦At ◦ω↑ . (5)

Aufgabe 2 (Duale undω-duale Basen. Das ,,Herunter-“ und ,,Heraufziehen
von Indizes“)

Sei{ea}a=1,··· ,n eine Basis vonV und{ηa}a=1,··· ,n die (kanonische) Dualbasisvon
V∗, die definiert ist durch

ηa(eb) = δa
b . (6)

Mit Hilfe von ω↓ undω↑ kann man auch jeweils zu{ea} und {ηa} die ω-dualen
Basen definieren:

ηa := ω↓(ea) ∈ V∗ , (7)

ea := ω↑(ηa) ∈ V . (8)

Sei nunωab := ω(ea, eb) und seienωab die Komponenten der zu{ωab}

transponiert-inversen Matrix, so dass also gilt:

ωacω
bc = δb

a und ωcaωcb = δb
a . (9)

(Beachte: Die zweite der Gleichungen (9) folgt aus der ersten, ohne dass dabei
irgendwelche Symmetrieeigenschaften an die Matrix{ωab} gestellt ẅurden.)

Zeigen Sie nun

ηa := ω↓(ea) = ωabη
b , (10)

ea := ω↑(ηa) = ωbaeb , (11)

so dass
ηa(eb) = ωab und ηa(eb) = ωab . (12)

Bezieht man in Komponentenschreibweise alle Komponenten auf die kanonisch-
dualen Basen, so dassv = vaea ∈ V undω↓(v) =: vaηa bzw.α = αaηa ∈ V∗
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und ω↑(α) =: αaea, so hat man die zu (10-11)äquivalenten Koordinatenglei-
chungen:

va = vbωba , (13)

αa = ωabηb . (14)

Aus (10,13)) und (11,14) wird ersichtlich, warum man die Abbildungenω↓ und
ω↑ das ,,Herunter-“ bzw. ,,Heraufziehen von Indizes“ nennt.

Einige Bemerkungen zu Konventionen und deren Konsistenz

Aus dem Vergleich von (13) mit (14) fällt auf, dass beim Herunterziehenüber den
ersten, beim Heraufziehen̈uber den zweiten Index anω summiert wird (an den
Basen (10) und (11) ist es genau umgekehrt). Dies war eine Folge folgender For-
derungen: 1) Herunter- und Heraufziehen von Indizes sind inverse Operationen,
2) die zum Heraufziehen benutzte Matrix{ωab} ist die transponiertinverse zu
{ωab}. Forderung 1) ist klar; aber warum 2) ? Die Antwort ist: damit Konsistenz
beim Indexverschieben anω selbst gegeben ist. Hier wird man nämlich folgendes
fordern: zieht man anωab die Indizes herunter, so soll manωab erhalten; ent-
sprechend soll manωab durch Heraufziehen der Indizes anωab erhalten. Also
muss gelten

ωcdωca︸ ︷︷ ︸
δd

a

ωdb = ωab und ωac ωbdωcd︸ ︷︷ ︸
δb

c

= ωab (15)

was aber gerade (9) bedingt, wie durch die geschweiften Klammern in (15) ange-
deutet. Also muss{ωab} die Transponiert-Inverse zu{ωab} sein. (Achtung: Das
wird in der Literatur manchmal nicht beachtet, was dann zu Inkonsistenten Nota-
tionen f̈uhrt.)

Zuletzt sein noch bemerkt, dass man für solcheω die weder symmetrisch noch an-
tisymmetrisch sind, eigentlich zwei unabhängige Operationen für ω↓ hat, n̈amlich
einmal die durch (1) definierte, und einmalω̃↓(v) := ω(·, v) (v im zweiten statt
ersten Argument). F̈ur die zweite Operation gelten dann alle oben gezeigten For-
meln mit{ωab} und{ωab} entsprechend weiter, wenn man{ωab} und{ωab} durch
ihre transponierten Matrizen ersetzt.
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Aufgabe 3 (Lie Gruppen die quadratische Formen invariant lassen und ihre
Lie Algebren)

SeiV undω wie oben, undGL(V) die Gruppe aller invertierbaren linearen Ab-
bildungen vonV . Man betrachte darin die Untergruppe aller Abbildungen, dieω

invariant lassen:

G := {A ∈ GL(V) | ω(Av,Aw) = ω(v,w), ∀v,w ∈ V} . (16)

Zeigen Sie, dass diesäquivalent ist zu

G := {A ∈ GL(V) | ω↓ ◦A ◦ω↑ = (A>)−1} . (17)

Zeigen Sie weiter, dass Lie Algebra vonG gegeben ist durch

Lie(G) = {X ∈ End(V) | ω↓ ◦ X ◦ω↑ = −X>}

= {X ∈ End(V) | X = −Xt} .
(18)

In Komponenten bez̈uglich kanonisch-dualer Basen istX = Xa
b ea⊗ηb undX> =

Xa
b ηb ⊗ ea. Zeigen Sie:

X = Xa
b ea ⊗ ηb ∈ Lie(G) ⇐⇒ ωcbX

c
a + ωacX

c
b = 0 . (19)

Wir schr̈anken uns nun auf symmetrische oder antisymmetrischeω ein, so dass
alsoωab = εωba mit ε = ±1. Ferner seiXab := Xc

bωca (vgl. (13)); dann gilt

X = Xa
b ea ⊗ ηb ∈ Lie(G) ⇐⇒ Xab = −εXba . (20)

Eine Basis der Lie Algebra ist also gegeben durch die1
2
n(n − ε) Vektoren

Mab := ea ⊗ ηb − εeb ⊗ ηa , (21)

wobei1 ≤ a < b ≤ n für ε = 1 und1 ≤ a ≤ b ≤ n für ε = −1. Zeigen Sie,
dass deren Lie Klammern gegeben sind durch

[Mab,Mcd] = ωadMbc + ωbcMad − εωacMbd − εωbdMac . (22)
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