Ubungen zur Vorlesung
Weiterfiuhrende Themen zur SRT
von DOMENICO GIULINI

Blatt 6

Vorbereitendes

SeiV ein VektorrauniiberK (R oderC) und V* der zugebrige Dualraum (Vek-
torraumiberK aller linearen Abbildunge — K). Einer linearen Abbildung
A : V — V entspricht kanonisch eine lineare AbbilduaAgd : V* — V*, gege-

ben durchAT(«) := a o A. Man nennt sie die zih (kanonisch) transponierte
Abbildung

Ist w eine (nicht notwendig symmetrische) nicht ausgeartete Bilinearfornv auf
so definiert diese einen Isomorphismus

wh: Vo v, wt(v) = wv,-). (1)
Die dazu inverse Abbildung sei
wl: V5V, w! = (wh™! (2)

so dass
wlowl=1idy und wlow! =1idy-. (3)

In Komponenten entsprichb! und w' dem ,,Herunter-“und ,,Heraufziehen von
Indizes" (siehe unten).

Beziglich w kann man ebenfalls jeder Abbildury : V — A eindeutig eine
w-transponierte Abbildunguordnen, die definiert ist durch:

At:V SV, w(Av, W) = w(v,Aw) Yv,weV. (4)

Man beachte, dass Transponierte undlransponierte zwischewerschiedenen
Raumen stattfinden.
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Aufgabe 1 (Transponierte undw-transponierte Abbildung)

Zeigen Sie, dass zwischen transponierter wattansponierter Abbildung folgen-
de Beziehung besteht:

Al=wloATow! bzw. AT =w!oAtow!. (5)

Aufgabe 2 (Duale undw-duale Basen. Das ,,Herunter-“ und ,,Heraufziehen
von Indizes")

Sei{eq}a—1... n €iN€ Basis voV und{n,}q—1 ... » die (kanonische) Dualbasion
V*, die definiert ist durch

n%(ep) = 05 (6)

Mit Hilfe von w! und w' kann man auch jeweils Z.} und{n“} die w-dualen
Basen definieren:

Na = wl(ea) € V*, (7)
e = wmYeVv. (8)
Sei nUNnwg, = wleg ep) Und seienw® die Komponenten der z{kv .}

transponiert-inversen Matrix, so dass also gilt:
W e = 62 und W = 52. 9)

(Beachte: Die zweite der Gleichungen (9) folgt aus der ersten, ohne dass dabei
irgendwelche Symmetrieeigenschaften an die Mdttiy, } gestellt wirden.)

Zeigen Sie nun

Na = wh(eq) = waepn?, (10)
e = w'n® = wey, (11)

so dass
na(eb) = Wab und ﬂq(eb) = wab . (12)

Bezieht man in Komponentenschreibweise alle Komponenten auf die kanonisch-
dualen Basen, so dass= v%, € Vundw!(v) = van® bzw. & = an® € V*
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und w'(x) =: a%e,, S0 hat man die zu (10-1Bquivalenten Koordinatenglei-
chungen:

Vo = VoWpq, (13)

o = wabnb ) (14)

Aus (10,13)) und (11,14) wird ersichtlich, warum man die Abbildungenund
w' das ,,Herunter-“ bzw. ,,Heraufziehen von Indizes" nennt.

Einige Bemerkungen zu Konventionen und deren Konsistenz

Aus dem Vergleich von (13) mit (14afit auf, dass beim Herunterzieh&her den
ersten, beim Heraufziehdiber den zweiten Index aw summiert wird (an den
Basen (10) und (11) ist es genau umgekehrt). Dies war eine Folge folgender For-
derungen: 1) Herunter- und Heraufziehen von Indizes sind inverse Operationen,
2) die zum Heraufziehen benutzte Matfiw®®} ist die transponiertinverse zu
{w ). Forderung 1) ist klar; aber warum 2) ? Die Antwort ist: damit Konsistenz
beim Indexverschieben an selbst gegeben ist. Hier wird maamlich folgendes
fordern: zieht man amv“® die Indizes herunter, so soll man,, erhalten; ent-
sprechend soll maw®® durch Heraufziehen der Indizes an,, erhalten. Also
muss gelten

WW eq Wap = Wap und w whw. 4 = w® (15)
—

&d

a c

was aber gerade (9) bedingt, wie durch die geschweiften Klammern in (15) ange-
deutet. Also muséw*®} die Transponiertinverse zu{w .y} sein. (Achtung: Das

wird in der Literatur manchmal nicht beachtet, was dann zu Inkonsistenten Nota-
tionen fihrt.)

Zuletzt sein noch bemerkt, dass méangolchew die weder symmetrisch noch an-
tisymmetrisch sind, eigentlich zwei unaigige Operationeriif w! hat, ramlich
einmal die durch (1) definierte, und einmat(v) := w(-,v) (v im zweiten statt
ersten Argument). & die zweite Operation gelten dann alle oben gezeigten For-
meln mit{w ., } und{w*} entsprechend weiter, wenn man,,} und{w°} durch

ihre transponierten Matrizen ersetzt.
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Aufgabe 3 (Lie Gruppen die quadratische Formen invariant lassen und ihre
Lie Algebren)

SeiV und w wie oben, undsL(V) die Gruppe aller invertierbaren linearen Ab-
bildungen vonV. Man betrachte darin die Untergruppe aller Abbildungenudie
invariant lassen:

G:={A e GL(V) | w(Av,Aw) = w(v,w), Vv,w € V}. (16)
Zeigen Sie, dass diéguivalent ist zu
G:={AeGL(V) | woAow! =(AT)"}. (17)
Zeigen Sie weiter, dass Lie Algebra v@ngegeben ist durch

Lie(G) ={X € End(V) | w!oXow! =—-X"}

={X e End(V) | X =—-X1. (18)

In Komponenten bemlich kanonisch-dualer Basen ¥t= Xg e, ®n® undX" =
X¢n® ® eq. Zeigen Sie:

X=Xte,®M" € Lie(G) &= wWpXS+ wacXf=0. (19)

Wir schianken uns nun auf symmetrische oder antisymmetrisclen, so dass
alsowqp, = ewpq Mit € = £1. Ferner seKqp := X{wcq (val. (13)); dann gilt

X=Xle,®n® € Lie(G) &= Xap = —€Xpa- (20)
Eine Basis der Lie Algebra ist also gegeben durch%mlien — €) Vektoren
Map = €q @My — €€p @ Ma, (21)

wobeil <a<b<nfire=Tundl < a<b <nfiure=—1.Zeigen Sie,
dass deren Lie Klammern gegeben sind durch

[Mab> Mch - wadec + wbcMad - €wachd - €(i)bd]\/lac . (22)
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