Ubungen zur Vorlesung
Weiterfiuhrende Themen zur SRT

von DOMENICO GIULINI

Blatt 7

Aufgabe 1 (Exponentialabbildung)

Beweisen Sie: Liegy € G im Bild der Exponentialabbildung, dann existiert ein
(nicht notwendig eindeutiges) Elemént G, so das$? = g.

Aufgabe 2 (SL(2, R) und Exponentialabbildung)

Gegeben sei die Gruppe
SL(2,R):={A € Mat(2,R) | defA) = 1}. (1)

Betrachte Sie Elemente der Form

(‘O“ O]> fir neR,—{1} )

n

und beweisen Sie, dass diese nicht im Bild der Exponentialabbildung liegen.
[Tipp: Benutzen Sie Aufgabe 1.]

Aufgabe 3 (Inhomogene pseudo-orthogonale Lie-Algebren sind perfekt)

Eine Lie-Algebra heissperfeki wenn die lineare Hlle inre Kommutatoren die
ganze Algebra ergeben, d.h.

Span{[X,Y] | X,Ye L} =L. (3)

Sei nunw eine symmetrische, nicht ausgeartete Bilinearform auf dem reellen
VektorraumV der Dimensiorm. Mit G C GL(V) sei die Gruppe allerw-
erhaltenden Isomorphismen vdhbezeichnet (vgl. Blatt6, Aufgabe 3). Die zu-
gelobrige inhomogene Gruppe i$6 := V x G, deren Lie Algebra gegeben ist
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durchlie(IG) =V x Lie(G), d.h. dassiir (a, X) und (b, Y) in Lie(1G) gilt:
[(a,X), (b,Y)] = (X(b) = Y(a), [X,Y]). (4)
Sei nun{eg}q—1..n €ine Basis vonV und {nq}.—1..n die zugelirige Dualbasis

von V*. Wie immer istwg, = w(eq ep) UNdn, = wqpn®. Eine Basis der
%n(n + 1)—dimensionalen Lie-Algebrhie(1G) ist gegeben durch

Maw := €4 ®@MNp — €p D MNa furt<a<b<n, (5)
Ta := eq fur1 <a<n. (6)

Rechnen Sie nach, dass die Lie Algebra in dieser Basis folgende Form annimmt:

Mab, Mcdl = WaaMpe + WpcMad — WacMpa — WpaMqc (7)
[Mab> Tc] - wbcTa - wach y (8)
[Ta, Tgl = 0. 9)

Zeigen Sie damit, dadsie(IG) perfekt ist, soferm > 3. [Tipp: Indem man (7)
und (8) geeignet mitw®} (der inversen Matrix z{iw ., }) kontrahiert, kann man
jedesM 4, undT, explizit als Summe von Kommutatoren darstellen.]

Aufgabe 4 (Darstellung von Lie Algebren durch Differentialoperatoren)

Die Situation sei wie in Aufgabe 3. Mif bezeichnen wir die Menge aller glatten
(d.h. unendlich oft differenzierbaren) Funktionén V — R. Zu X € Lie(IG)
definieren wir den Differentialoperator

Rf= 4| fo exp—tX) Vfe F. (10)
dt lt=0
Durch die Basiqey}q—1..n kONnen wirV mit R™ identifizieren und# mit den
reell-wertigen glatten Funktionen der Koordinaten{x',--- ,x™}. Wir setzen
Xa 1= Wepx?. Zeigen Sie, dass
Mab = Xa0p — Xp0q UNd Tq:=—0q (11)

und dassW ., und T, die Kommutatorrelationen (7-9) éfen. Zeigen Sie mit
(10) ganz allgemein, dass

R,9 =X, Y]. (12)
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