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Chapter 1

Vektorraume mit innerem
Produkt

1.1 Reelle und komplexe Vektorraume

Im Folgenden betrachten wir endlichdimensionale Vektorraume iiber IF, wobei [ en-
tweder fiir R oder C steht. Dann bezeichnet V* den Dualraum, d.h. den F-Vektorraum
aller F-linearen Abbildungen von V nach F. V und V* sind von gleicher Dimension
und folglich isomorph. Diese Isomorphie ist aber nicht natiirlich (oder kanonisch),
d.h. es existiert kein ausgezeichneter Isomorphismus. Vielmehr ist jeder Isomorphis-
mus mit der Wahl einer nicht-ausgearteten Bilinearform auf V eineindeutig assoziiert.
Davon wird weiter unten ausgiebig die Rede sein. Wir bezeichnen Vektoren in V' mit
kleinen lateinischen Buchstaben, wie a, b, ..., u, v, w, und Vektoren in V* mit kleinen
griechischen Buchstaben, wie o, 3,...,A, 1, V.

Definition 1. Sind V und W zwei Vektorrdume iiber F, dann ist die Menge Lin(V, W)
der IF-linearen Abbildungen von V nach W selbst ein Vektorraum iiber F: Sind fq > €
Lin(V;W) und a € F, dann (f; + af,)(v) := f1(v) + afz(v) fiir alle v € V. Ist
W =V, dann heift die Menge

End(V) := Lin(V, V) (1.1)

die Endomorphismen von V. End(V) ist eine assoziative Algebra mit Identitit, wobei
die Multiplikation durch die Komposition der Abbildungen gegeben ist und die Iden-
titdt durch die Identitédtsabbildung. Die Untermenge

GL(V) := {X € End | det(X) # 0} C End(V) (1.2)

der invertierbaren Endomorphismen bilden keine Algebra mehr, dafiir aber eine
Gruppe, wobei die Gruppenmultiplikation wieder die Komposition von Abbildungen
ist und das neutrale Element die Identititsabbildung (End(V) selbst ist keine Gruppe



beziiglich der Komposition, da das Inverse i.A. nicht existiert). Sie heilt die allgemeine
lineare Gruppe von V (englisch: General Linear Group).

Der zu V* duale Raum V** ist wegen der Dimensionsgleichheit ebenfalls zu V iso-
morph, diesmal aber sogar natiirlich (oder kanonisch). Der natiirliche Isomorphismus
(der also ohne Angabe weiterer Strukturen auskommt) ist gegeben durch

1:V—=V* (linear)

v iv)ra—=iv)(a) i= a(v) Vae V™. (1.3)

In Zukunft werden wir V** und V mehr oder weniger stillschweigend identifizieren.

Ist F = C so existieren neben V und V* zwei weitere zu V assoziierte komplexe Vek-
torriume gleicher Dimension, nimlich der zu V komplex-konjugierte Vektorraum V
und sein Dualraum V*. Im Hinblich auf die Identifikation von V mit V** charak-
terisieren wir V als den Vektorrum der anti-linearen Abbildungen V* — C. Wieder
gilt, dass V zwar isomorph aber nicht natiirlich-isomorph zu V ist. Allerdings existiert
ein natiirlicher Anti-Isomorphismus, d.h. eine anti-lineare Bijektion zwischen diesen
Réumen, die gegeben ist durch (iiberstreichen einer komplexen Zahl bezeichnet ihr
Komplex-Konjugiertes)

j:V =V (anti-linear) L4
v»—>j(v):ocl—>j(v)(oc):zm Vo € V*. (-

Statt j(v) schreibt man auch oft einfach ¥, muss sich jedoch klar machen, dass der in
diesem Sinne zu v ”‘komplex-konjugierte”” Vektor nicht wieder in V' sondern einem
davon verschiedenen (nicht natiirlich isomorphen) Vektorraum V liegt.

Bemerkung 2. Es gibt weitere natiirliche Isomorphismen (V)* = V*, also zwischen
dem Dualraum von V und dem komplex-konjugierten von V*, sowie V = V, also
dem doppelt komplex-konjugierten von V und V selbst. Nach Identifikation dieser
natiirlich isomorphen Raume ist die Reihe der zum komplexen Vektorraum V natiirlich
assoziierten komplexen Vektorraume gleicher Dimension mit V*, V und V* also er-
schopft. Natiirlich kann man dann noch beliebige Tensorprodukte zwischen diesen
vier Vektorrdumen bilden, was aber auBer fiir dim(V) = 1 zu hoherdimensionalen
Vektorrdumen fiihrt. u

Der allgemeine strukturelle Zusammenhang zwischen reellen und komplexen Vek-
torrdumen wird in der Physik sehr hdufig verwischt, was zu irritierenden und bisweilen
auch falschen Aussagen fiihrt. Der Wechsel zwischen den Grundkorpern R und C
kann auf verschiedene Weisen geschehen, die jeweils an das Vorliegen bestimmter
struktureller Vorgaben gebunden sind. Diese strukturellen Vorgaben miissen klar und
eindeutig benannt werden.

Definition 3. Sei V reeller Vektorraum. Eine komplexe Struktur auf V ist eine R-
lineare Selbstabbildung

J:V=V, mit Jo]=—idy. (1.5)
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Eine sofortige Folge von J o ] = —idy ist, dass —] = ]!, insbesondere ist also |
ein R-linearer Isomorphismus. Eine weiterere sofortige Folge von J o ] = —idy erhlt
man durch Determinantenbildung auf beiden Seiten: [det(])]* = (—1)9™(V)_ Also
muss dim(V) gerade sein (da det(]) € R). Komplexe Strukturen existieren also nur in
reellen Vektorraumen gerader Dimension. O

Bemerkung 4. Ist (V,]) ein reeller Vektorraum mit komplexer Struktur, so kann man
V zu einem komplexen Vektorraum V¢ machen, indem man die skalare Multiplikation
mit Elementen aus C so erklért: Seiz = a+1ib € Cmit a,b € R, und v € V; dann
zv := av + bJ(v). Man beachte, dass V und V¢ als Mengen und Abel’sche Gruppen
(mit + als Gruppenmultiplikation) identisch sind. Lediglich die skalare Multiplikation
wird mit Hilfe der Abbildung ] von R auf C erweitert. Die komplexe Dimension von
V¢ ist dann gleich der halben reellen Dimension von V. Es gilt also

Ve := {V | C-Multiplikation erkldrt durch (a + ib)v:=av+bJ(v)}.  (1.6a)

mit
dime (V) = 3 - dimgp(V). O (1.6b)

Definition 5. Sei V komplexer Vektorraum. Eine reelle Struktur auf V ist eine anti-
lineare Involution von V auf sich, also eine anti-lineare Abbildung

C:V—oV mit CoC=idy. 1.7
Die Abbildung C heillt komplexe Konjugation. O

Bemerkung 6. Ist (V, C) ein komplexer Vektorraum mit reeller Struktur, dann heif3t
ein Vektor v € V reell wenn C(v) = v. Die Menge der reellen Vektoren bildet einen
n-dimensionalen reellen Vektorraum V. Es gilt also:

Ve:={veV|C) =v}, (1.8a)

mit
dimg(Vr) = dim¢ (V). O (1.8b)

Bemerkung 7. Ohne reelle Struktur kénnen wir in einem komplexen Vektorraum nicht
”‘komplex konjugieren”” und wissen nicht, was reelle Vektoren sind. Eine reelle Struk-
tur ist z.B. dadurch festgelegt, dass eine Basis B :={e, | a = 1, - - , n} ausgezeichnet
und als reell erklirt wird. In dieser Basis gilt dann offensichtlich C(v®e,) := v%e,.
Wendet man diese Regel, gemil der einfach die Entwicklungskoeffizienten eines Vek-
tors als Elemente in C zu komplex-konjugieren sind, beziiglich einer anderen Basis
an, so ergibt sich dadurch nur dann die gleiche reelle Struktur, wenn die neuen Ba-
sisvektoren reelle Linearkombinationen der alten sind. Allgemein gilt: Ist C eine reelle
Strukturund T : V — V ein C-linearer Isomorphismus, dann ist auch C’ := To C oT!
eine reelle Struktur. Diese ist genau dann mit C identisch, wenn T(Vg) = Vg. Weiter
gilt: Ist C reelle Struktur, dann ist K := j o C mit j aus (1.4) ein C-linearer Isomor-
phismus K : V — V. Die Bedingung (1.7), also C? = idy, ist dann gleichbedeutend
mit

joK 'oj=K. (1.9)
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Umgekehrt gilt, dass jeder isomorphismus K : V — V der (1.9) geniigt, fiir den also
j=1 o K = eine involution ist, eine reelle Struktur definiert durch C := j~' o K. In
diesem Sinne ist die Wahl eine reellen Struktur gleichbedeutend der Wahl eines C-
linearen Tsomorphismus K : V — V. Dieser ist dann die oben zitierte ”‘komplexe
Konjugation™ in V die eben neben der natiirlich existierenden anti-linearen Bijektion
j : V — V nétig ist um von "‘reellen Vektoren in V"> sprechen zu konnen. (]

Wir haben oben in (1.6) und (7) gesehen, wie man aus reellen und komplexen Vek-
torrdumen komplexe bzw. reelle Vektorrdume macht, wenn in den Ausgangsriumen
komplexe bzw. reelle Strukturen ausgezeichnet sind. Ist letzteres nicht der Fall, sind
folgende Konstruktionen moglich.

Hat ein reeller Vektorraum V keine komplexe Struktur im Sinne der Definition 3, sei es
weil man entweder keine benannt hat oder weil er strukturell keine zulédsst (wenn er von
ungerader Dimension ist), dann kann man dennoch aus ihm einen komplexen Vektor-
raum bauen indem man seine Dimension iiber R zunéchst verdoppelt und zwar so, dass
diese Verdoppelung eine natiirliche komplexe Struktur besitzt. Das geht so: Zunéchst
erinnert man sich, dass der Korper C der komplexen Zahlen ein 2-dimensionaler reeller
Vektorraum ist. Es ist daher sinnvoll, das reelle Tensorprodukt C® V der beiden reellen
Vektorraume C und V zu bilden. Dieses ist dann wieder ein reeller Vektorraum der
doppelten Dimension von V; dimg (C ® V) = 2 - dimg (V). Dieser hat nun aber eine
komplexe Struktur J, ndmlich indem man J(z ® v) := (iz) ® v vereinbart und dies
R-linear auf ganz C ® V fortsetzt. Mit diesem ] kann man nun so wie in Bemerkung 4
beschrieben aus C ® V einen komplexen Vektorraum machen.

Definition 8. Sei V reeller Vektorraum. Die Komplexifizierung VC von V ist
VC:=(C®r V)c. (1.10a)

Dabei haben wir durch das Anhidngen von R an ® nochmals betont, dass das Tensor-
produkt zwischen C und V das zwischen reellen Vektorrdumen ist. Klarerweise gilt

dime (VE) = dimg (V). O (1.10b)

Nun zum umgekehrten Fall, in dem ein komplexer Vektorraum keine reelle Struktur
im Sinne der Definition 5 besitzt. Dann kann man einfach den Grundkorper dadurch
wechseln, dass man die skalare Multiplikation auf die reellen Zahlen einschrinkt und
so den ehemals komplexen Vektorraum als reellen Vektorraum doppelter Dimension
versteht.

Definition 9. Sei V komplexer Vektorraum. Die Reellifizierung V¥ von V ist der reelle
Vektorraum, der als Menge und Abel’sche Gruppe identisch ist zu V und in dem die
skalare Multiplikation auf R C C eingeschrénkt ist. Es gilt

VR .= {V | skalare Multiplikation auf R eingeschréinkt} (1.11a)

mit
dimg(V®) = 2 - dim¢ (V). (1.11b)
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Bemerkung 10. Ist V komplexer Vektorraum und {eq | a = 1,--- ,n} eine Basis von
V iiber C, dann ist {ea,| A = 1,---,2n} mit e, := ie, eine Basis von V¥ iiber
R. O

Bemerkung 11. Ist ein reeller Vektorraum VR die Reellifizierung eines komplexen
Vektorraums V, so ist klar, dass er eine natiirliche komplexe Struktur trdgt, ndmlich
J(v) = iv. Letzteres ist sinnvoll, da man ja noch weiss, wie auf dem Menge V mit
komplexen Zahlen zu multiplizieren ist. Es gilt dann trivialerweise

(VB =V. (1.12)

Ist es umgekehrt so, dass der komplexe Vektorraum V aus einem reellen Vektorraum
V' mit komplexer Struktur J entstand, also V = V{, dann ist seine Reellifizierung
wieder V’. Es gilt dann

VE=(VOR=Vv'. O (1.13)

1.2 Natiirlich assoziierte Basen und Abbildungen

Definition 12. Sei V komplexer Vektorraum und
B={eqsla=1,---,n} (1.14a)

Basis von V. Dann sind in V*, V und V* in natiirlicher Weise Basen B*, B und B* wie
folgt definiert: Im Dualraum V* ist es die duale Basis

B*=M%la=1,---,n} mit n%eyp) =0p. (1.14b)

Im komplex-konjugierten Vektroraum V ist es die zu B komplex-konjugierte Basis
B :=j(B), d.h. das Bild der Basis B unter der natiirlich definierten anti-linearen Ab-
bildung (1.4):

B={eqla=1,---,n} mit &, :=j(ep). (1.14¢)

SchlieBlich nimmt man in V* die zu B duale Basis:
B*=@%la=1,---,n} mit n(ep) =0 - (1.144d)

Man beachte, dass das Attribut ”‘dual”” nur auf eine ganze Basis zutrifft, nicht auf
einzelne Vektoren. Es gibt keinen zu e € V definierten ”‘dualen Vektor” 1 € V*. Im
Unterschied dazu ist die komplex-konjugierte Basis aber elementenweise zugeordnet.

|

Definition 13. Seien V und W komplexe Vektorrdume mit natiirlich assoziierten
Réumen V*,V und V* bzw. W*, W und W*. Sei

f: VoW (1.15a)

C-lineare Abbildung. Dann existieren in natiirlicher Weise assoziierte C-lineare Ab-
bildungen wie folgt: Die transponierte Abbildung

fl:Ws SV, 0 f(0):=00f. (1.15b)
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Die komplex konjugierte Abbildung
f:VoW, fi=jwofoj,’, (1.15¢)

wobei j, : V — Vund jy : W — W die anti-linearen Bijektionen nach Definition
(1.4) bezeichnen. Und letztlich die transponiert komplex-konjugierte Abbildung

fT-W Vv, 8—fl(0):=00f. (1.15d)

Die Linearitit (1.15¢) folgt aus der Linearitdt und der anti-Linearitdt von sowohl jy/

und j; ', die zusammengenommen die Linearitit wiederherstellen. Die Linearitit von
(1.15b) folgt aus der von f so:

f1(a107 + a202)(v) = a1071 (f(v)) + @202 (f(v)

=0, (Cl]f \Y ) +62(a2f V)

=01 (f(a1v)) + 02 (f(azv)

=£7(01)(ar1v)) + 7 (61)(

= ((11 fT(91 )+ asz(61

)
)
) (1.16)

ayv)

—

)W)

Dabei haben wir die Linearitdt von f beim dritten Gleichheitszeichen verwendet. An-
sonsten geht nur die Definition der transponierten Abbildung und die Tatsache ein, dass
die 01 > lineare Abbildungen sind.

Bemerkung 14. Die gegebenen Definitionen der Abbildungen f7, f und ' bleiben
auch dann sinnvoll, wenn f antilinear ist. Alle assoziierten Abbildungen sind dann
ebenfalls antilinear mit den vollig analogen Begriindungen. Im Falle von f' wir
dann in (1.16) die zweite und dritte Zeile ersetzt durch 04 (a1 f (V)) + 03 (azf (v)) =
01 (f(aiv)) + 02(f(azv)), so dass insgesamt f' (a;07 + a202) = a1f'(61) +
a,fT(0) resultiert.

Bemerkung 15. Wie bereits gleich zu Beginn erwihnt, ist die Menge Lin(V, W) der
linearen Abbildungen des F-Vektorraums V in den F-Vektorraum W selbst ein F-
Vekrorraum. Dieser hat die Dimension dim(Lin(V, W)) = dim(V) - dim(W). Er
besteht eine natiirliche Isomorphie

W ® V* = Lin(V, W) (1.17a)
die auf reinen Tensorprodukten a ® 3 € W @ V* gegeben ist durch
a®pB— (Vove Bv)ae W) (1.17b)

und auf ganz W ® V* eindeutig durch die Forderung der Linearitit fortgesetzt wird.
Diese erlaubt es uns, zukiinftig Lin(V, W) mit W ® V* zu identifizieren, was wir oft
stillschweigend tun werden.

Bemerkung 16. Mit der Identifikation (1.17a) folgt aus (1.15b), dass fir a ® 3 €
Lin(V,W) und © € W* gilt (a ® )7 (0) = 0(a) B. Also ist

(a®B) =p®a. (1.18)
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Man beachte, dass diese Formel nur unter folgenden (bereits eingefiihren) Identifika-
tionen sinnvoll ist: Lin(W*, V*) = V*  W** = V* @ W.

Analog folgt fiir komplexe Vektorrdume mit der Identifikation (1.17a) aus (1.15c¢), dass
a®p=a®p. (1.19)

wobei @ := jy(a) und B :=jv-(B) =P ojy .

Bemerkung 17. Im Allgemeinen ist es sinnlos, nach der ”*Symmetrie”’ einer linearen
Abbildung f : V. — W in Sinne von f = f' zu fragen, da f' : W* — V* zwis-
chen anderen Vektorrdumen vermittelt. Dies ist nur moglich, wenn W = V* (mit der
Identifikation V** = V).

Bemerkung 18. Sind{eq |a=1,--- ,n}und{n® | a =1,--- ,n} duale Basenpaare
von V und V*, sowie {EA |A=1,--- ,N}und {®* | A =1,--- ,N} von W und W*,
dann bilden die N - n. Vektoren EA ®N® € W ® V* eine Basis von Lin(V, W), so dass
jedes Element L € Lin(V, W) geschrieben werden kann als (Summenkonvention)

L=1" Ear®n®. (1.20)
Fiir die transponierte Abbildung gilt dann nach (1.18)
L' =L " n*@Es =1 (Ea®n®) =L " ®EA. (1.21)

Beziiglich natiirlich assoziierter Basen ist die Koeffizientenmatrix der transponierten
Abbildung also das Transponierte der urspriinglichen Koeffizientenmatrix: (LA =
L” . Fiir die komplex-konjugierte Abbildung L folgt

L=(DA EAa®A® =1 jw(EA) ® M 0jy") =LA EA®@A%,  (1.22)

wobei LA o die komplex-konjugierte Koeffizientenmatrix zu LA(1 ist, die deshalb
entsteht, weil jy eine antilineare Abbildung ist. Beziiglich der natiirlich assoziierten
Basen ist also die Koeffizientenmatrix der komplex-konjugierten Abbildung gerade das

komplex-konjugierte der urspriinglichen Matrix: (L)*, =LA .

1.3 Innere Produkte

In der multilinearen Algebra verwendet man in Komponentenschreibweise oft Relatio-
nen der Form V, = gq1u VP (Index runterziehen) oder umgekehrt V¢ = g¢® V4, (Index
hochziehen), wobei g, die Komponenten einer ”*Metrik™ und g die komponenten

99¢:

der ”‘inversen Metrik’’ bezeichnen.

In diesem Abschnitt wollen wir klarstellen, welche koordinatenunabhédngigen Opera-
tionen bzw. Abbildungen sich hinter diesen formalen Manipulationen verbergen. Um
nicht immer an eine positiv-definite oder symmetrische Bilinearform zu denken, erset-
zen wir das Symbol g fiir die ”‘Metrik”” durch w, was unverfianglicher ist.
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Definition 19. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber dem Korper F (fiir
uns reicht es aus an R oder C zu denken). Eine Bilinearform auf V ist eine Abbildung

w:VxV-oF, (1.23a)
so dass fiir alle u,v,w € Vund a,b € F gilt:

wu+v,w) =wlu,w)+wlv,w), wlawv)=aw(u,v), (1.23b)

w,v+w) =w(u,v)+wu,w), wluav) =aw(,v). (1.23¢)
Die Form heil3t nicht ausgeartet falls
wu,v)=0VvueV & v=0. O (1.23d)

Bemerkung 20. Gleichung (1.23d) ist dquivalent der transponierten Aussage, dass
w(v,u) =0Vu € V& v =0. Stichwort: ”*Spaltenrang gleich Zeilenrang™’. O

Bemerkung 21. Die Form w heiit symmetrisch falls fiir alle u,v € V gilt w(u,v) =
w(v, u) und antisymmetrisch falls w(u,v) = —w(v,u). Die in der Physik relevanten
Bilinearformen sind meist nicht-ausgeartet und entweder symmetrisch oder antisym-
metrisch. Um diese beiden Fille effektiv gleichzeitig zu behandeln ist es giinstig,
die formale Entwicklung noch ein Stiick weit ohne jede Symmetrieannahme weit-
erzutreiben. Weiter unten schrianken wir uns dann auf den Fall ein, wo w entweder
symmetrisch oder antisymmetrisch ist; vgl. Bemerkung24. In jedem Fall setzen wir
aber voraus, dass w nicht ausgeartet ist. O

Es besteht eine bijektive Zuordnung zwischen Bilinearformen auf V und linearen Ab-
bildungen V' — V* (Dualraum). Ist w die Bilinearform, so sei die ihr zugeordnete
Abbildung mit w | bezeichnet. Sie ist definiert durch

w VoV v w (v)i=w(y, ), (1.24)

so dass also w, (v)(w) = w(v,w). Istumgekehrt A : V — V* eine lineare Abbildung,
so entspricht dieser die Bilinearform A (v, w) := A(v)(w).

Bemerkung 22. Da w nicht als symmetrisch vorausgesetzt wurde, existiert mit der
alternativen Definition w,(v) := w(-,Vv) eine andere lineare Abbildung V= — V*,
deren Dimensionen von Kern und Bild mit denen der Abbildung (1.24) iibereinstimmt.
Da wir fiir das Folgende nur eine dieser Abbildungen bendtigen, entscheiden wir uns
0.B.d.A fiir (1.24). Die Abbildungen wéren natiirlich gleich, wenn wir es mit einer
symmetrischen Form zu tun hitten und wiirden sich fiir antisymmetrische Formen nur
durch das Vorzeichen unterscheiden. O

Nach Definition (1.23d) ist sofort klar, dass die Bilinearform w genau dann nicht aus-
geartet ist wenn der Kern von w, trivial (der Nullvektor) ist. In diesem Fall ist w,
injektiv und wegen der Endlichdimensionalitit von dim(V) = dim(V*) auch surjektiv,
also ein Isomorphismus. (Fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume ist dies falsch.)
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Wie angekiindigt beschrinken uns nun auf den Fall nicht ausgearteter Bilinearformen.
Da w, dann ein Isomorphismus ist, existiert eine lineare Abbildung w, := wf] :
V* — V mit

w;ow,; =idy und w, ow; =idy-. (1.25)

Mit Hilfe von w; kann man nun die Bilinearform w zu einer Bilinearform @ auf V*
zuriickziehen; das bedeutet einfach die Bildung von

O=wow; Xw; : Vi xV*" =S F. (1.26a)

Also hat man
(o, B) : = w(w(a), wi(B))
= (w, o w(a)) wi(P) (1.26b)
= ‘X(wr(ﬁ)) .

Also gilt in Analogie zu (1.24), wenn man V und V** aufgrund ihrer natiirlichen Iso-
morphie (s.u.) identifiziert,

w.(B) = @(-,B). (1.27)

Zur Erinnerung: Die erwihnte natiirliche Isomorphie i : V. — V** ist gegeben durch
die fiir alle v € V und alle o« € V* giiltige Beziehung

iv) () :i=x(v), YveV,VaeV". (1.28)

Also gilt insbesondere

(wi(B)) () = ax(w(B)) (129)

Bemerkung 23. Man beachte, dass in (1.27) der zweite Eintrag der Bilinearform @
verwendet wird, hingegen in (1.24) der erste Fintrag in der Bilinearform w. Hitte
man, wie in Bemerkung 22 angedeutet, bei der Definition (1.24) von w, den zweiten
Eintrag verwendet, wiirde in (1.27) der erste Eintrag von @ mit (3 gefiillt werden.
Es ist also festzuhalten, dass bei Definition von w; als dem Inversen von w, diese
Gegensiitzlichkeit grundsétzlich besteht und nur bei symmetrischen Bilinearformen be-
langlos wird. Sie ist z.B. wichtig (und ihre Nicht-Beachtung fiihrt oft zu Fehlern)
im Falle von Weyl-Spinoren, die Elemente eines 2-dimensionalen komplexen Vektor-
raums mit nicht-ausgearteter anti-symmetrischer Bilinearform sind (Physiker letztere
oft als ”*Spinormetrik™ an, Mathematiker sprechen korrekter von ”‘symplektischer
Struktur™”). |

Bemerkung 24. Im folgenden schrinken wir uns oft auf die beiden Félle ein, in denen
w entweder symmetrisch (¢ = 1) oder antisymmetrisch (¢ = —1) ist. Dann gilt fiir
allev,w eV

wv,w) =ew(w,v), mite =1o0dere=-—1. (1.30)

Ist w weder symmetrisch noch antisymmetrisch, so kann es eindeutig als Summe
seines symmetrischen und antisymmetrischen Teils zerlegt werden,

w=w"+w, (1.31a)
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wobei
wE(v,w) = %(w(v,w) + w(w,v)) . (1.31b)

Spiter werden wir die w-erhaltenden linearen Abbildungen betrachten. Es ist klar, dass
diese dann w* und w™ getrennt erhalten miissen. Achtung: Ist w nicht entartet und
nicht symmetrisch oder antisymmetrisch, dann kann w* oder w_ oder beide durchaus
entartet sein. O

Proposition 25. Gilt (1.30), dann auch

wT:ewl, w::ewT. (1.32)
Beweis. Zuerst machen wir uns klar, dass die Aussagen (1.32) deshalb sinnvoll sind,
weil Ausgangs- und Zielrdume der Abbildungen w, und w; zueinander dual sind und
wir V** mit V durch (1.3) identifiziert haben. Also sind w, und wj Abbildungen
V — V* und w, sowie w;'— Abbildungen V* — V. Dann beweisen wir die erste
Gleichung in (1.32) wie folgt: Nach (1.15b) gilt w " (v)(w) = v((w, (w)), wobei hier
auf der rechten Seite v als Element in V** aufgefasst wird. Mit (1.3) ist die rechte Seite
aber gleich w,(w)(v) = w(w,v) = e w(v,w) = € w,(v)(w). Gleichheit der linken
und rechten Seite fiir alle v, w € V ergibt die erste Gleichung (1.32). Die zweite folgt
vollig analog. O

1.4 Index Hoch- und Runterziehen

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun allgemein die bei Physikern so beliebte
Operation des Hoch- und Runterziehens von Indizes verstehen. Dazu benutzen wir die
Komponenten von Vektoren und Dualvektoren beziiglich zueinander dualer Basen.

Sein = dim(V) und {e, | a = 1,--- ,n} Basis von V mit zugehoriger Dualbasis
Mm*la=1,---,n}von V¥, dh. n%(ep) = &f. Dann gilt fiir jedes & € V*, dass
o = «(ep,)n®, wie man sofort an der Gleichheit der Auswertungen beider Seiten auf
der Basis eq zeigt. Also gilt mit

Wap = w(eq,ep) und @ :=wdMN*n°) (1.33)

auch
w,(eq) = w(eq,ep)n’ = wapn®, (1.34a)
w; M%) = oM’ n% e, = 0" ep. (1.34b)

Man beachte, dass auf der rechten Seite von (1.34a) iiber den zweiten Index an w
summiert wird, wahrend auf der rechten Seite von (1.34b) die Summation iiber den
ersten Index von @ lduft. Dies ist eine direkte Folge von Bemerkung 23.

Aus (1.34) ergibt sich nun sofort der Zusammenhang zwischen den Komponenten w4
und @*° wie folgt:

eq = w; 0w (eq) = Wapw;(n°) = Wap @ e, (1.35)
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was gleichbedeutend mit der Aussage ist, dass die Matrizen {w o } und {0*®} zueinan-
der transponiert invers sind. Auch das (die Transposition) ist eine direkte Folge von
Bemerkung 23.

Auf Ebene der Komponenten sind nun die Abbildungen w, und w; wie folgt: Sei
v=v%, € Vund & = x¢n® € V*, dann gilt

w,(v) = vViwepn® =ven®, mit vy : = viWgp, (1.36a)

bae = «ley, mit a’: = @%%,. (1.36b)

w: () = g
Bemerkung 26. Auf Ebene der Komponenten entsprechen die Abbildungen w, und
w; den Operationen des Index Runter- und Hochziehens. Dabei sind v, = v®wqp die
Komponenten des Bildes in V* von v = v®e, € V unter der Abbildung w, beziiglich
der zu {e } dualen Basis {n“}. Analog sind ab = @« die Komponenten des Bildes
in Vvon o = agn® € V* unter der Abbildung w, beziiglich der zu {n} dualen Basis
{eq} von V. Ist aus dem Kontext klar, auf welche Bilinearform man sich bezieht, so
schreibt man auch V* statt w, (v) und of statt w, () (engl. ”*musical isomorphisms’”),
bleibt aber bei den Komponenten bei obiger Schreibweise, schreibt also nicht etwa vfl

sondern einfach v .

Diese zueinander inversen Isomorphismen w, : V. — V* und w; : V¥ — V kann
man nun auf beliebige Tensorprodukte TS V := V& @ V*®™ erweitern und dadurch
beispielsweise das ”‘Runterziehen des ersten Index™ durch die Abbildung w; ® idy ®
- -®idy~ definieren. Analog geht dies fiir mehrere Indizes an beliebigen Stellen, wobei
die Indexbewegung an einer Stelle mit der an einer anderen klarerweise vertauscht, so
dass eine Reihenfolge nicht angegeben werden muss.

Insbesondere ist es natiirlich moglich, die Indizes an der Bilinearform w € V* @ V*
selbst hochzuziehen, also w; ® w; auf sie anzuwenden, so dass ein Element in V @ V
entsteht, was man wegen der natiirlichen Identifikation von V** mit V als Bilinearform
auf V* auffassen darf. Diese ist dann aber gerade 0, wie man aus (1.26b) und (1.29)
sieht. Auf der Ebene der Komponenten sieht man dies so:

w = @ ®*w.q = 0P (1.37)

Bemerkung 27. Wegen (1.37) ist es erlaubt @“® durchweg durch w®® (definiert durch
Index-Hochziehen an w ) zu ersetzen, was wir im Folgenden auch tun werden. Gle-
ichungen (1.36) sind dann mit w®® statt @° hinzuschreiben. Das ist dann die in
der Physik hiufig gebrauchte Form. Erneut weisen wir darauf hin, dass das Run-
terziehen mit dem ersten Index an wqp und das Raufziehen mit dem zweiten Index
an w°® erfolgen muss, wobei die von den Komponenten w®® und w,}, gebildeten
Matrixen zueinander transponiert-invers sinde. An dieser Stelle konnte man denken,
dass es einfacher wire, Indizes mit der zu wqy, inversen (statt transponiert-inversen)
hochzuziehen. Sei diese @2, d.h., D *Cw.p = 55. Dann bekdme man statt (1.37)
aber w® = O**DPdw. 4 = ®P?, d.h. das Hochziehen der Indizes an wqp resul-
tiert nicht in ®“?, sondern ihrer Transponierten. Das muss man aber vermeiden, wenn
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man nicht zwischen der Bilinearform mit hochgezogenen Indizes (w®®) und der zum
Hochziehen der Indizes benutzten Bilinearform (®2?) unterscheiden will. |

Zum Schluss stellen wir fiir den Fall komplexer Vektorrdume nochmals die die durch
den natiirlichen anti-Isomorphismus j : V. — V und den durch eine nicht ausgeartete
Bilinearform w gegebenen Abbildungen zusammen. AnAbbildungen haben wir

itV oV (1.38a)
itV sV (1.38b)
it v v (1.38¢)
GO veo Ve (1.38d)
w VvV SV (1.38¢)

w VSV (=w ) (1.38f)

Aus diesen konnen die weiteren (linearen) isomorphismen zusammengesetzt wer-
den, die jetzt auch das ”‘Indexziehen™ fiir die komplex-konjugierten Vektorrdaume
definieren.

@ =G Tow, 0 1 VoV (1.39a)
@7 =jow oj" VIV (=a)") (1.39b)

V——m V¢
].J J(j'r)1 (1.40)
V2 v

1.5 Adjungierte Abbildungen

Eine nicht-ausgeartete Bilinearform definiert einen Begriff von Adjunktion. Erst durch
diesen, also relativ zur gewihlten Form, sind dann auch selbstadjungierte Abbildungen
definiert.

Definition 28. Sei A : V — V eine lineare Abbildung und w eine nicht-ausgeartete
Bilinearform auf V. Die w-adjungierten Abbildung zu V ist die eindeutig bestimmte
lineare Abbildung AT : V — V, die fiir alle u,v € V folgende Gleichung erfiillt:

w(u, Av) = w(Afu,v). O (1.41)

Bemerkung 29. Ist w entweder symmetrisch (¢ = 1) oder antisymmetrisch (e = —1),
d.h. gilt fiir allev,w € V

wv,w) =ew(w,v), mite=1odere =—1, (1.42)
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dann ist die lineare Abbildung
C:End(V) — End(V), X—C(X):=X' (1.43a)

eine Involution, d.h.
C O C = idEnd(V) . (143b)

Das folgt sofort aus w(v, Xw) = w(Xfv,w) = ew(w,XV) = ew(Xtw,v) =
e w(v, XTtw). O

Bemerkung 30. Gilt (1.42) so hat die Abbildung C aus (1.43) die Eigenwerte +1. Es
gibt also die unter Adjunktion symmetrischen und antisymmetrischen Abbildungen

End* (V) := {X € End(V) | C(X) = £X} C End(V), (1.44)

wobei
End(V) =End" (V) @ End™ (V). (1.45)

Die zugehorigen linearen Projektionsabbildungen sind

P* : End(V) — End*(V),

. (1.46a)
Pi = %(ldEnd(V) + C) .
Die Involutivitét (1.43b) von C ergibt dann sofort
PtoPtT=P", P oP =P, PtoP =P oP" =0, (1.46b)

was nachtriglich zeigt, dass End(V) in der Tat eine direkte Summe ist, wie in (1.45)
konstatiert. O

Proposition 31. Die adjungierte Abbildung kann durch die transponierte Abbildung
und die Abbildungen w; und w, ausgedriickt werden. Mit den linearen Abbildungen
C : End(V) — End(V) (wie oben) und T : End(V) — End(V*), A — T(A) := AT
(letztere definiert in (1.15b), hier angewandt auf W = V) ist

C=Ady, 0T, (1.47a)

wobei Ad,, : End(V*) — End(V) die lineare Abbildung A* — w; o A* o wﬂ =
w; o A* o w, bezeichnet. Das ist gleichbedeutend damit, dass fiir jedes A € End(V)
gilt

Af=w 0cATow,. (1.47b)

Beweis. Anwenden von (1.24) und (1.15b) auf die linke Seite von (1.41) ergibt
wv,Aw) = w,(v)(AW) = (AT o w,)(v)(w). Anwenden von (1.24) auf die rechte
Seite von (1.41) ergibt w(Afv,w) = (w, o AT)(v)(w). Gleichheit beider Seiten fiir
alle vyw € V zeigt (1.47b) und damit auch (1.47a). Fiir diesen Beweis war die An-
nahme (1.42) nicht notig. Die Formeln (1.47) gelten unabhingig davon, sind also, falls
(1.47) gilt, unabhiingig vom Wert von €. O

Theorie der fundamentalen Wechselwirkungen SS 2022 14/32
www.itp.uni-hannover.de/de/ag/giulini/



Proposition 32. Es gelte wieder (1.42). Wir identifizieren End(V) mit V ® V* und
betrachten eine Abbildung X € End(V) vom Rang 1. Es giltalso X = a® B mita € V
und 3 € V*, so dass X(v) = B(v) a. Dann gilt

Cla®p)=(a®@B) =ecw (B)®@w/(a). (1.48)

Beweis. Wir geben gleich zwei Beweis. Ein erster, direkter, starte von der Definition
(1.41), gemiB der w(v, a® B(w)) = w((a ® B)T(V),w). Die linke Seite ist gleich
w(v,a) B(w) = ew(a,v) B(w), die rechte hingegen gleich w((a ® BV, w) =
[w, o (a® B)T(v)](w). Da diese Gleichheit fiir alle w € V gilt folgt € w(a,v) B =
w, o (a® B)F(v), was dquivalent is zu (a ® B)T(v) = e w(a,Vv) w,;(B) = e w;(B) ®
w, (a)(v). Da dies fiir alle v € V gelten muss folgt (1.48). Ein alternativer Beweis auf
Grundlage bereits erhaltener Resultate ist wie folgt:

(a@B) =w,0(a®p) ocw,
=w;o(B®a)ow,
=w;(f)®(aow,) (1.49)
— w,(p) ® w] (a)
—ew.(B)@w,(a).

Dabei haben wir (1.47b) am ersten, (1.18) am zweiten und (1.32) am letzten Gleich-
heitszeichen verwendet. g

Beziiglich der dualen Basen {eq} und (N} von Vund V¥ ist A = Af eq ® n® (so dass
Aep, = Aleg)und AT = (AT)&n® ® eq (so dass ATn® = (AT)&n®). Definition
(1.15b) besagt ATn® =1%o A und ergibt sofort

(AT)g = AL, (1.50)

Weiter ist in Komponenten Afe, = AT%ea, so dass wegen (1.34) die Komponenten-
form von (1.47b) gegeben ist durch (beachte Bemerkung 27)

a

AT = 0wy AY. (1.51)

Bemerkung 33. Beachte, dass dies i.a. nicht besagt, dass die Komponenten AT%
aus den Komponenten A¢; enstehen indem man den unteren Index nach oben und
den oberen Index nach unten zieht. Dafiir miisste gemif3 (1.36) auf der rechten Seite
w“dwchCd stehen, also die Indizes an w4 in umgekehrter Reihenfolge. Fiir sym-
metrisches (¢ = 1) w ist diese Aussage freilich richtig. Fiir antisymmetrisches
(e = —1) w unterscheiden sich AT% und das Indexverschobene A gerade um ein
Vorzeichen. Das ist eben genau Formel (1.47b) in Komponenten, so dass es fiir sym-
metrische oder antisymmetrische w besser wire statt (1.51) zu schreiben:

ATS = ew® A wep. O (1.52)
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Bemerkung 34. Setz man keine Symmetrie oder Antisymmetrie von w voraus, dann
existiert neben (1.41) eine weitere Definition der adjungierten Abbildung, die durch
w(Au,v) = w(u,Atv) gegeben ist. Analog zu (1.47b) erhilt man dann At =
(w,)T o AT o (w,)T. Die Abbildungen f und 1 sind zueinander invers. Ist w aber
symmetrisch (¢ = 1) oder antisymmetrisch (¢ = —1), dann sind sie gleich, denn
w(AX,Y) = ew(Y,AX) = ew(ATY,X) = w(X, ATY). In dieses Fillen ist also { eine
lineare Involution auf dem Raum der linearen Selbstabbildungen von V, wie ja bereits
in Bemerkung 29 festgestellt wurde. U

1.6 Tensoralgebren

In Folgenden sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber I (fiir uns ist nur F = R
wichtig) und TPV bezeichne sein p-faches Tensorprodukt: TPV =V ® --- @V (p
Faktoren). Fiir p = 0 definiert man T°V =F.

Die unendliche direkte Summe

v =TV (1.53)
p=0

definiert eine unendlichdimensionale assoziative Algebra mit Eins, die man die kon-
travariante Tensoralgebra iiber V nennt. Das Produkt ist das Tensorprodukt, das Ein-
selement ist (1,0,0, - - - ), wobei die 1 das Einselement des Korpers F bezeichnet. [F ist
in TV eingebettet durch Vektoren der Form (a, 0,0, ---), a € F. Vistin TV eingebettet
durchi:V — TV, i(v) = (0,v,0,---). TV hat die folgende universelle Eigenschaft:
Fiir jede lineare Abbildung f : V — A in eine assoziative Algebra A existiert ein
Algebren-Homomorphismus ¢ : TV — A, so dass f = ¢ o i. Der Beweis ist einfach:
Definiere @(vi ® - - - ®vy, ) := f(vq) - - - f(vy,) (die Produkte sind in A zu nehmen) und
setze linear fort. Dies wird oft iibersichtlich in folgenden kommutativen Diagramm
zusammengefasst:

v

i 0 (1.54)

V—f>A

Dieselbe Konstruktion kann man mit dem Dualraum V* von V anstellen, was dann
in der kovarianten Tensoralgebra TV* resultiert. Das Tensorprodukt TV @ TV* ist
wieder eine assoziative Algebra, die man als gemischte Tensoralgebra iiber V und V*
bezeichnet, die die vorhergehenden als Unteralgebren in der Form TV®F und F & TV*
enthilt. Ist V komplex, so kann man diese Konstruktionen noch durch den komplex
konjugierten Vektorraum V und komplex konjugierten Dualraum V" erweitern.

Jede lineare Abbildung f : V — W definiert lineare Abbildungen ®Pf: TPV — TPW,
wobei ®@°f : F — T durch die Identitiit definiert wird. Diese definieren weiter eine lin-
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eare Abbildung @, (®Pf) : TV — TW, von der man leicht zeigt, dass sie ein Algebren-
Homomorphismus der kontravarianten Tensoralgebren ist. Ist f ein Isomorphismus,
dann auch @, (®Pf). In diesem Fall ist das Transponiert-Inverse von f definiert und
wir konnen f als Isomorphismus auf die gemischte Tensoralgebra tiber V und V* fort-
setzen.

Neben der Tensoralgebra gibt es weitere Algebren von Tensoren spezieller Symmetrie.
Dazu erkldren wir zunichst den Begriff der Symmetrieklasse eines Tensors, um uns
dann auf die einfachsten, nicht trivialen Klassen, der vollstindig symmetrischen und
der vollstindig antisymmetrischen, einzuschrinken.

Sei §;, die Gruppe der Permutationen von p Objekten. Jede Permutation kann als Pro-
dukt von Transpositionen (Vertauschung zweier Elemente) geschrieben werden. Fiir
eine gegebene Permutation ist die Anzahl der Transpositionen entweder immer gerade
oder immer ungerade. Es existiert deshalb ein Gruppenhomomorphismus sign : S, —
{1,=1} = Z,, der jeder Permutation o ihr Signum zuordnet: sign(c) = +1 falls ¢
durch eine gerade Anzahl und sign(o) = —1 falls o durch eine ungeraden Anzahl von
Transpositionen darstellbar ist.

Der Vektorraum TPV trigt eine offensichtliche Darstellung von S,. Mit anderen
Worten, es existiert ein offensichtlicher Homomorphismus 7t, : S, — GL(TPV) der
Gruppe S, in die Gruppe der linearen invertierbaren Abbildungen von TPV, der durch

Tp(OVI ® -+ @ Vp i= V(1) @ - ® Vg (p) (1.55)

und die lineare Fortsetzung auf Summen reiner Tensorprodukte definiert ist. Diese
Darstellung ist i.A. reduzibel. Die irreduziblen Unterrdume heilen Symmetrieklassen
der Tensoren der Stufe p. Hier sind wir nur an den vollstindig symmetrischen und
vollstindig antisymmetrischen Tensoren interessiert, die 7, (0)T = T bzw. 7, (0)T =
sign(o)T fiir alle 0 € S, erfiillen. Wir bezeichnen die linearen Unterrdume der sym-
metrischen bzw. antisymmetrischen Tensoren in TPV durch \/’V und APV. Die
zugehorigen Projektionsabbildungen sind gegeben durch

1

Sym,, := = (o), (1.56a)
L oES,
1

Aly, = — Z sign(o)7t, (o) . (1.56b)
b oES,

Es existieren bilineare Abbildungen \/ : \/PV x \/9V — \/PT9V und A : APV x
AV — APV die man das symmetrische (engl. “vee product”) bzw. antisym-
metrische (engl. “wedge product”) Tensorprodukt nennt. Sie sind definiert durch

(p+q)! ,
S\/T::%Symp+q(S®T) fir Sc\/’V, TeViv, (1.57a)

|
SAT:= (T’J‘ﬁ)' Alty q(S®T) fir Se APV, Te A, (1.57b)
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und geniigen folgenden Relationen unter Umkehr der Faktoren:

SVT =TVS fir Se\"V, TeViv, (1.58a)
SAT = (=1)PITAS  fir Se APV, TeAV. (1.58b)

Die bilineare Fortsetzung von V und A auf die direkten Summen

oo

VV = Vv, (1.59a)
p=0

AV =P AV, (1.59b)
p=0

verleihen diesen die Strukturen assoziativer Algebren (durch die Assoziativitit des Ten-
sorproduktes ®) mit Eins, die man die symmetrische Tensoralgebra bzw. die antisym-
metrische Tensoralgebra (letztere auch alternativ duflere Tensoralgebra) tiber V nennt.

Firvi e V(i=1,--.,p)istaus (1.57) mit Induktion leicht zu beweisen, dass

ViV Vg = Y Vo) @ @ Vo(p) (1.60a)

oES,
ViA e Avp = Z sign(0) Ve(1) ® - @ Vg(p) - (1.60b)

QIS
Sei{e1, - - - en } eine Basis von V, wobei n = dim(V), dann sind Basen von \/"V bzw.

APV gegeben durch

{eq,a, =€a, V- Veq, [1T<ar <ay<-+- < ap <nj, (1.61a)
{eﬁr.,a]D =eq, N Neg, [T<ar<ay<--<ap, <n}. (1.61b)

Die Basis (1.61a) enthiilt (“+E_1) Vektoren und die Basis (1.61b) (;) Vektoren falls
P < n und keinen falls p > n. Also ist

—1
dim (\/PV) = <n +§ > , (1.62a)
n f <
dim (\PV) = () firp<n (1.62b)
0 firp>n.
Insbesondere gilt also
00 P
dim(\/ V) = ) dim(\/V) = 0, (1.63a)
p=0
n
dim(AV) = > dim(APV) = 2". (1.63b)
p=0
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Da man iiblicherweise die Entwicklung eines allgemeinen T € TPV wie folgt schreibt:

T=TO % 8 (1.64)

“ap )

reduziert sich dies im Falle, dass T total symmetrisch oder antisymmetrisch ist
beziiglich der Basen (1.61) wie folgt:

T= Lo ey bzw. T= T4 %eq o . (165

aj--ap aj---ap

Die Projektoren Sym und Alt sind in Komponenten gegeben durch:

Tlaran) i [Sym, (T4 % = 3 3 Teom e (1.662)
o€Sy

Tlerarl = (Al (T)* % =20 3 sign(o) T "% @) (1.66b)
o€Sy

Dabei haben wir gleich noch die abkiirzenden Notation eingefiihrt, dass eine runde
Klammer um Indizes deren vollstindiger Symmetrisierung im Sinne der rechten
Seite von (1.66a) entspricht und eine eckige Klammer deren vollstindiger Antisym-
metrisierung im Sinne der rechten Seite von (1.66b). Damit nimmt die Komponenten-
form von (1.57) die folgende kompakten Form an:

SV Tararie = Erallglaraprapapra) (1.67a)
[SATI erra = (Brallglar-apTapiapral, (1.67b)

Fiir jedes o« € V* existiert eine lineare Kontraktionsabbildung fiir p > 0, die durch
TPV TPV vi@v @@V, = a(vi) v @ @ vy, (1.68)

und die lineare Fortsetzung auf Summen von Produkten definiert ist. Diese Abbil-
dung kann durch lineare Fortsetzung auf der ganzen Tensoralgebra TV definiert wer-
den, wenn wir noch festsetzen, dass i, auf TV = F der konstanten Abbildung auf den
Nullvektor in TV entsprechen soll. Es ist dann offensichtlich, dass die Einschriankung
von i, auf \/PV und APV nach \/’ 'V bzw. AP~ 'V abbilden. Also definiert i,
Abbildungen \/V — \/Vund AV — AV die bzw. folgenden Bedingungen geniigen:

i(SVT) = ia(S) VT +SVig(T), (1.692)
1(SAT) = ia(S)AT + (=1)P S Aiu(T), (1.69b)

wobei S € \/PVund T € \/%V indererstenund S € APV und T € AV in der
zweiten Gleichung. Diese Relationen, die leicht aus der Definition von i, folgen, sagen
aus, dass i, eine Derivation der assoziativen Algebra \/V bzw. eine Antiderivation der
assoziativen Algebra AV ist. Man beachte dies vor dem Hintergrund, dass i, keine
Derivation der assoziativen Tensoralgebra (1.53) ist.
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1.7 Hodge Dualitit

Wir betrachten nun den Spezialfall eines Vektorraumes V mit einer nicht-ausgearteten,
symmetrischen Bilinearform, die wir aufgrund dieser Spezialisierung 1 statt w nen-
nen. Die gemaB (1.26) zugehorige, nicht-ausgeartete und symmetrische Bilinearform
7] nennen wir Bemerkung 27 folgend nunn—'.

Es ist klar, dass 1 und n_1 fortgesetzt werden konnen zu einer nicht-ausgearteten,
symmetrischen Bilinearform auf dem Tensorprodukt

TIVi=(Ve--aV)e (Ve - aV). (1.70)

q Faktoren p Faktoren

Wir bezeichnen diese Fortsetzung mit einer eckigen Klammer (-, -). Auf reinen Ten-
sorprodukten hat man dann einfach das Produkt der Faktorweisen inneren Produkte:

<(V1 @ @Vg) @ (1@ ®ap), (W @ @Wq) @ (B ®"'®f3p)>
q

T](vaywa Hﬂ “b)f’b
b1

I
[
—=

(1.71)

Auf ganz T§ V ist (-, -) dann durch bilineare Fortsetzung eindeutig definiert.

Hier interessieren wir uns nur fiir das innere Produkt auf allen /\pV*, also auf
den vollstdnsig antisymmetrischen Tensorprodukten des Dualraums (den ”‘Formen™’).
Dann gilt wegen

P

(1 ® @), B1@-@Bp):=[[n " (&a,Ba) (1.72)

a=1

entsprechend fiir die antisymmetrischen Tensorprodukte wegen (1.60b)

<0c1/\~-/\ocp),[31/\~~~/\[3p>

Z Z sign(o)sign(o”)

:v

Tl_1 (“G(a)» 66/(a))

0€Sy, 0’€Sy a=1
P
) B _ (1.73)
— > ) sign(c’oo )] Netas Boroo—(a)
o€Sy, 0’€Sy a=1
P
= p! Z sign(0) Hn_l((xcu[sc(a))-
oES, a=1

Dabei haben wir fiir die letzte Gleichheit folgende Zwischenschritte ausgefiihrt:
Zunichst ist klar, dass sign(o) = sign(o—'), denn sign(c) = 41, so dass sign(c) =
1/sign(c). Da sign : S, — {—1,+1} Gruppenhomomorphismus ist, muss aber
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sign(o—") = 1/sign(o) sein. Wir schreiben dann sign(o)sign(c’) = sign(c”) mit
o' := ¢’ o o~ '. Dann ersetzen wir den laufenden Index a in [] durch o' (a), was
wir diirfen, denn dadurch wird nur die Reihenfolge des p-fachen (kommutativen) Pro-
duktes der Faktorenm ™" (Xg(a)y Bo’(a)) umgeordnet. Die Summe iiber o’ ersetzen wir
durch eine iiber 0", denn dadurch wird nur die Reihenfolge der Summanden geéindert.
Damit hingt kein Summand mehr von ¢ ab und die Summe ) s, kann ausgefiihrt
werden und ergibt einen Faktor p!. Die Summe iiber o’ ergibt nun gerade die letzte
Zeile von (1.73), wenn man o’ wieder in 0 umbenennt.

Durch bilineare Fortsetzung ergibt sich dann das innere Produkt zweier p-Formen & =
%oca] e, @A A0 und B = #[Sb] b, 0°T A AP zu

(0, B) = &ay.q, B 7P (1.74)

Es zeigt sich nun, dass im der Faktor p! in (1.73) etwas unnatiirlich ist, jedenfalls im
total antisymmetrischen Fall. Betrachtet man etwa das p-Fache duflere Produkt o =
8' A---/ABP von orthonormierten 1-Formen 0¢, die alson~' (09, 0°) = 1P = 459°
geniigen, dann ist («, «) = +p!. Es wire natiirlicher, wenn dieses Produkt ebenfalls
vom Betrag 1 wire. Deshalb fiirt man fiir Formen oft ein renormirtes inneres Produkt
ein, dass entsprechend auf AP V* wie folgt definiert ist:

> Dnoml APve = 31 Co DAy (1.75)

Dann gilt eben
<oc, ‘3>norm - %(X“l“'% perar, (1.76)

was auch die die Redundanz in (1.74) beseitigt, die darin besteht, dass in der Summe
auf der rechten Seite ein bestimmtes Produkt, etwa x13..., [312"'1’, mit jeder Permuta-
tion der Indizes 1,2,--- ,p einmal vorkommt, also p! mal, denn alle diese Produkte
sind wegen der Antisymmetrie der o- und 3- Koeffizienten gleich. Das normierte
Skalarprodukt ist hingegen — wie gewohnt — gleich der Summe aller Produkte linear
unabhdngiger Koeffizienten.

Nach diesen Vorbereitungen iiber die Fortsetzung des inneren Produktes kommen wir
zur Hodge Dualitdt. Dazu wihlen wir auf V eine Volumenform ¢ € A"V*. Diese
kann, muss aber nicht iibereinstimmen mit der Volumenform, die durch n und die
Wahl einer Orientierung o auf V eindeutig bestimmt ist. Letzte hat folgende Form:
Ist {e1,--- ,Mn} eine beziiglich 1 orthonormierte Basis, d.h. gilt n(eq,ep) = +8qp,
und hat diese Basis die Orientierung o, dann

e:=0" A ABO™, (1.77)

wobei {8, ---, 0™} Dualbasis zu {e,- - ,Mn} ist. Letztlich werden wir die Hodge-
Dualitdt beziiglich einer solchen, durch 11 (und die Wahl einer Orientierung) bes-
timmten Volumenform betrachten, ihre allgemeine Definition, die wir gleich geben
werden, lasst aber auch andere Volumenformen zu. Wir werden im Folgenen mehrfach
auf diese Moglichkeit hinweisen, ein von 1 unabhéngiges ¢ zu wihlen.
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Die Abbildung der Hodge Dualitit fiir Formen vom Grade 0 < p < m ist nun definiert
als ein linearer Isomorphismus

*p t APVE—= ATTPVE (1.78a)
der folgende Bedingung erfiillt:

ot N kpf =€ (ot, Bhnorm - (1.78b)

Das bedeutet, dass das Bild von 3 € APV* unter %, in A" ¥ V* defniert ist durch die
Forderung der Giiltigkeit von (1.78b) fiir alle « € AP V*. Die Linearitéit der Abbildung
ist offensichtlich. Die Eindeutigkeit von %, folgt aus der Tatsache, dass falls A €
A" P V*und o A X =0 gilt fiir alle o« € AP V*, notwendigerweise A = 0 sein muss.
Um die Existenz zu zeigen reicht es aus, x,, auf einer Basis zu definieren. Da (1.78b)
auch in « linear ist, reicht es sogar aus (1.78b) fiir die Spezialfille zu verifizieren, in
denen « alle Basisvektoren durchliuft.

Von nun an werden wir der Standardpraxis folgen und den Index p an x weglassen. Das
ist gerechtfertigt, wenn aus dem Kontext klar wird, auf Formen von welchem Grad die
Hodge-Abbildung x wirken soll.

Sei {e7,- - ey} eine Basis von V und {8, - - - , 8™} die zugehorige Dualbasis von V*;
d.h., 0%(ep) = Of. Sei dariiberhinaus {61, - - - ,0,,} die Basis von V* die sich als Bild
von {eq, - - - ey} unter 1, ergibt, also 0, = 1q,0°. Dann hat die Abbildung x auf der
Basis {04, A=+ AOq, [T < a1 <az <:--<a, <n}von AP V* die einfache
Form

(B, A= ABb,) = Gmyi€by by ap g map 097 A AR L (179)

Zum Beweis iiberpriift man (1.78b) fiir « = 0" A--- A0 und f = O, /\---A\Op,,.

Statt (1.79) konnen wier schreiben

X094 A A Q) :(nlp)! NP ey by b, B0P T A ABPY
S LB ALL AR (1.80)

(n—p)! Gpr1a

was die Abhéngigkeit von ¢ und 1 explizit zeigt..

Istox = %oca, oy O A8, dann vt = s ()b, b, 87T AR,

wobei
1 ap---a
(*evy by, = o1 Xaj-a, € oty (1.81)

Dies gibt den bekannten Ausdruck der Hodge-Abbildung in Komponenten wieder.
Man beachte, dass es in Komponentenform die ersten (statt die letzten) p Indizes sind,
die kontrahiert werden.

Zweifaches Anwenden von * (d.h. x(n_p) 0 xp) fiihrt zu folgender Selbstabbildung
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von A\PV*:

*(*(6“‘ /\---AS“P))
- p!(ntp)!Smmapapw~~~an€ap+1manbp..bp R ARAN R

(=P ) ayapa sea b b
W& ! papl "£b1...bvap+1.4.ane TAL-ABPP

= (=1)PP) (&, €)norm 04 A+ A0

(1.82)

Beachte, dass

ajby | an

bn €ar;-an€oi-b, = (512~»n)2/ det{n(ea» eb)} .
(1.83)

Diese Formel gilt fiir alle Volumenformen ¢ in der Definition (1.78b), unabhéngig

davon, ob sie die durch 1 (und die Wahl der Orientierung) definiert sind oder nicht.

<€) 8>r10rm = %ﬂ |

Da die rechte Seite von (1.78b) symmetrisch unter dem Austausch « < 3 ist, muss
dies auch fiir die linke Seite gelten. Mit (1.82) bekommen wir

<(X, B>norm5 =a/A\*p =p NAxx= (_])P(ﬂ—P) * oA B

1 4 (1.84)
= <£) E>norm * oA\ xx [5 = <£) £>n0rm <*OC, *B>norm €,
also
<*0(, *B>norm = <£) E>norm<(x) B>norm . (185)
Daraus und aus (1.82)) folgt fiir « € AP V* und B € A™ P V*, dass
<“9*B>norm - <£) 8>I‘T{)]‘m<*a‘) * % B>n0rm - (71 )p(nip) <*CX’ B>n0rm . (1'86)

Dies zeigt, dass die zu = beziiglich (-, )norm adjungierte Abbildung durch
(—1)P(n=P) & gegeben ist. Genauer schreiben wir dies in den zwei dquivalenten For-
men

(kn—p) T = (=1PP) ey oder  (wp)f = (1P Pl s (1.87)

Auch die Ausdriicke (1.82), (1.84)(1.85) und (1.86) sind immer noch fiir allge-
meine Volumenformen ¢ in der Definition (1.78b) giiltig. Wenn wir nun von unserer
anfianglichen Wahl Gebrauch machen, also benutzen, dass ¢ die durch das innere Pro-
dukt 1 und die Orientierung o eindeutig bestimmte Volumenform ist, die dem Paral-
lelpiped, das von einer o-orientierten und 1-orthonormierten Basis aufgespannt wird,
das Volumen 1 zuweist (wie in (1.77)), dann gilt

(€ €)norm = (=1)" . (1.88)

Hier ist n_ die Dimension des maximalen Unterraums von V, eingeschrénkt auf den
1) negativ-definit ist. Mit anderen Worten, die Signatur von 1 ist (1, ,n_). Gleichung
(1.85) zeigt dann, dass x eine Isometrie ist fiir gerades n_, und eine Anti-Isometrie fiir
ungerades n_. Ein wichtiges Beispiel fiir letzteren Fall sind die Lorentzmetriken in
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allen Dimensionen (sofern man die ”‘mostly plus”’ Konvention benutzt; sonst nur in

geraden Raum-Zeit Dimensionen).

Zum Schluss erwihnen wir noch eine niitzliche Formel. Seiv € Vund i, : TPV* —
TP=1V* die Abbildung, die v in den ersten Tensorfaktor einsetzt. Eingeschrinkt auf
vollstindig antisymmetrische Tensoren definiert diese eine Abbildung i, : APV* —
AP~ 'V*. Fiir « € A\PV* haben wir dann

iy k= *(x AV’). (1.89)

wo Vv’ =1 1(v). Zum Beweis reicht es wegen der Linearitit aus diese Beziehung fiir
Basiselemente v = ey von Vund o« = 0% /A --- A 0% von /\]D V* nachzupriifen, was
aber offensichtlich ist, wenn man (1.80) benutzt.
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Chapter 2

Symmetrien innerer Produkte

2.1 Lie Algebren allgemein

Im Folgenden ist V wieder ein Vektorraum iiber F (R oder C). Der F-Vektorraum
End(V) ist wie zu Beginn bereits diskutiert eine assoziative Algebra deren Multiplika-
tion die Komposition ist. Damit ist es aber auch eine Lie-Algebra.

Definition 35. Eine Lie-Algebra L iiber IF der Dimension n ist ein Paar L := (V, [+, -]).
Dabei ist V ein Vektorraum iiber F und [-,-] : VXV — V, (X,Y) — [X,Y], eine
Abbildung, genannt Lie-Klammer oder Lie-Produkt, die folgende Eigenschaften erfiillt.
Fiir alle X, Y, Z € Vund alle a € F gilt:

X, Y] = —[v,X] (Antisymmetrie) , (2.1a)
X,Y + aZ] = X, Y] + alX, Z] (Bilinearitit) , (2.1b)
X, Y, Z1 + [V, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] = 0 (Jacobi-Identitit) . (2.1¢)

Man beachte, dass die Jacobi-Identitit im gewissen Sinne als Ersatz fiir die i.A.
fehlende Assoziativitit genommen werden kann: [X, [Y, Z]] # [[X, Y], Z].

Bemerkung 36. Jede assoziative Algebra wird zu einer Lie-Algebra, wenn man das
Lie-Produkt als Kommutator definiert: [X, Y] := X-Y—Y-Y. Dabei ist mit einem Punkt
das assoziative Produkt bezeichnet. Antisymmetrie und Bilinearitit sind trivial erfiillt,
wihrend die Jacobi-Identitit eine leicht zu verifizierende Folge der Assoziativitit ist.
Insbesondere ist also die assoziative Algebra End(V) auch Lie-Algebra, wenn wir fiir
X,Y € End(V) definieren

X,Y]:=XoY—-YoY. 2.2)

Es wird im Folgenden immer aus dem Kontext ersichtlich sein, ob mit dem Symbol
End(V) nur der Vektorraum, die assoziative Algebra, oder die Lie-Algebra gemeint
ist; meist ist es Letzteres.
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2.2 Lie-Gruppen und -Algebren, die symmetriesche
oder antisymmetrische innere Produkte invariant
lassen

Definition 37. Sei V endlichdimensionaler Vektorraum iiber Fund w : VxV — F
eine nicht ausgeartete symmetrische (¢ = 1) oder antisymmetrische (¢ = —1) Bilin-
earform; d.h. w(v,w) = € w(w, V). Dann ist die Orthogonale Gruppe O(V, w) von V
beziiglich w die Menge derjenigen Abbildungen in GL(V), die w invariant lassen. Da
w(Av,Aw) = w(v,w)Vv,we V& Al = AT ist

O(V,w):={AeGL(V)|AT=A""}. (2.3)

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass diese Untergruppen von GL(V) bilden. Die
zugehdrige Lie-Algebra besteht aus allen Endomorphismen X von V fiir die X" = —X,
also mit (1.46)

o(V,w) := {X € End(V) | P, (X) =0} = Kern(P, ). (2.42)
Da Kern(P, ) = Bild(P_) konnen wir auch schreiben
o(V,w):=P_ (End(V)) = Bild(P_). (2.4b)

Wir erinnern an dieser Stelle an den Zusammenhang (1.47), aus dem die Abhingigkeit
der Abbildung C(X) := X' von w hervorgeht. |

2.3 Basen der Lie-Algebren und die Lie-Produkte ihrer
Elemente

Seien{eq | a = 1,---,ntund n® | a = 1,--- ,n} duale Basen von V bzw. V*.
Identifiziert man End(V) mit V ® V*, dann ist eine Basis von End(V) gegeben durch
die n? Elemente

Bg :=ep, ®Nn° € End(V). 2.5)

Fiir diese gilt offensichtlich
[Bﬁ,Bg} =04 By —6f Bg .- (2.6)
Die transponierten Basiselemente folgen aus der Definitionsgleichung (1.15b) sofort
zu
B =(ep®@n") T =n"®eyp. 2.7)
Damit und mit (1.47) folgen die adjungierten Basiselemente so:
(B§)T = w0 (BY)  ow,

:wTona@)ebowl

2.8)
=w (%) @w/ (ey)
=ew; M) ®@w,(ep),
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wobei wir im letzten Schritt (1.32) benutzt haben.

Wir definieren

Na = w,(eq) = Wabon®, (2.9a)

e = w,M%) = w’%y, (2.9b)

wobei wir (1.34) benutzt haben mit ®*° = wP. Es gilt dann offensichtlich

Nalep) = wap, (2.10a)
n%(e®) = we’. (2.10b)

Damit kénnen wir (2.8) schreiben als
B =ece*@Mp. (2.11)

Mit Hilfe der Basis (2.5) und der Beziehung (2.11) kénnen wir nun leicht eine Basis
der Lie-Algebra o(V, w) angeben. Wir erhalten Sie als maximale, linear unabhingie
Teilmenge im Bild der Basis {Bf | 1 < a,b < n} unter der Projektionsabbildung P_.
Es ist (der Faktor —2e€ ist konventionell und dient nur der spiteren Bequemlichkeit):

Mg :=—2eP_(Bg) =e“®@np —eep, @M°. (2.12a)

Der darin enthaltene maximale Satz linear unabhéngiger Elemente wird noch
iiberschaubarer, wenn wir die Linearkombinationen

Mab = WacMf =€q ®Mp —€€p @MNg - (2.12b)

betrachten, denn dann ist offensichtlich
Mab = —¢€ Mba- (2120)
Beachte, dass die Transformation M{ — Mgy = wqc My, natiirlich invertierbar ist:

Mab — Mg := w *Mcp. Unter den Mgy, sind aber genau die %n(n — €) Vektoren
Mgp mit a < b (fiir e = 1) bzw. a < b (fiir e = —1) linear unabhingig. Also ist

o(V,w) = Span{MabH _a<b_n} f?r e=1 (2.13a)
Span{Mgp |1 <a<b<n} fir e=-1,
mit
Inm—1) fi =1
dim(o(\/, w)) _ %n(n ) fir e (2.13b)
snn+1) fir e=-—1.

In der Basis (2.13a) kann nun mit Hilfe der expliziten Ausdriicke (2.12b) und den

Relationen (2.10a) die Lie-Klammern der Basiselemente leicht ausgerechnet werden.
Das Resultat ist:

[Mab) Mcd] = wadMpc + WpcMaa — EWacMba — EWbaMac (2.14a)

= WwaeaMpe + WpcMad — WeaMpa — WapMac - (2.14b)

Dabei haben wir beim iibergang von (2.14a) nach (2.14b) lediglich die Symme-
trie/Antisymmetrie von w ausgenutzt, d.h., ewy. = W etc.
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Chapter 3

Die Exponentialabbildung

Definition 38. Man nennt
exp : End(V) — GL(V)
3.1

| >
3

X = exp(X) = Z '
n=0 :

3

Die Exponentialabbildung auf End(V). a

Bemerkung 39. Der Definitionsbereich von exp ist ganz End(V), da die Exponetial-
reihe in irgendeiner der Standardnormen auf End(V) absolut konvergiert. Das Bild von
exp liegt in der Tat in der Untermenge GL(V) C End(V), wie wir gleich sehen werden
werden. a

Ist X € End(V) und A € GL(V), und sei Ada : End(V) — End(V) die Abbildung
Ada(X):=AoXoA ', (3.2)
Dann gilt klarerweise Ada (X™) = (Ada (X))™ und damit auch, fiir alle A in GL(V),
Ada oexp =expoAda . 3.3)
Determinante und Spur sind die bekannten F-wertige Funktionen auf End(V), die wir
mit ‘det’ und ‘spur’ bezeichnen. Fiir sie gilt

Proposition 40.
detoexp = expospur. 3.4

Beweis. Sei X € End(V); ist F = R, so betrachte man den komplexifizierten Vektor-
raum V¢ := V ® C mit seiner kanonisch-complexen Struktur und setzt X C-linear fort.
liber C existiert dann eine Basis {eq | a = 1,--- ,n} von V¢ bzw. V (falls es schon

28



komplex war) aus Eigenvektoren von X. In Matrixsprechweise ist dies dquivalent der
Aussage, dass X triangularisierbar ist. Diese sind auch die Eigenvektoren der Abbil-
dung exp(X) zu den exponentierten Eigenwerten. Nun ist die Spur einer Abbildung die
Summe, die Determinante das Produkt der Eigenwerte. Natiirlich gilt, dass das Pro-
dukt der exponentierten Eigenwerte von X gleich ist ihrer exponentierten Summe. Das
besagt aber gerade (3.4). O

Wir definieren die Untergruppe GL™* (V) € GL(V) (vgl. (1.2)) vom Index 2 durch
GL" (V) := {A € End(V) | det(A) > 0}. (3.5

Dann impliziert (3.4), dass das Bild von exp in GL™ (V) enthalten ist.

Ist w eine nicht ausgeartete Bilinearform auf V und G C GL(V) die Lie-Gruppe der
w-erhaltenden Abbildungen, so ergibt sich eine Vielzahl von wichtigen Spezialfillen,
die wir bereits diskutiert haben. Wir wiederholen nochmals die Charakterisierung (2.3)
der zugehorigen Gruppe

AcO(V,w) & w,oAow, =(AT)"! (3.6)
und ihrer Lie-Algebra (2.4),

XeoV,w) & w oXow, =—X". (3.7)

Daraus sieht man sofort, dass exp(X) € G falls X € g, denn w, o exp(X) o w; =
exp(w, o Xo w;),daw,; = (w,)"".

3.1 Einparametrige Untergruppen

Wir haben gerade gesehen, dass fiir jedes X € g die Kurve y(t) := exp(tX) in G
verlduft und die Gruppenidentitit y(0) = exp(0) = e mit g = exp(X) verbindet. Die
Abbildung

Y:R—= G, t—exp(tX) (3.8)

ist ein Homomorphismus der Abelschen Gruppe (R, +) in die Gruppe (G, o); d.h es
gilt

v(0) =e wobei e = Identitit in G, (3.9a)

Y(t+s) = y(t)oy(s) Vit s eR. (3.9b)

Allgemein nennt man eine Abbildung v : R — G die (3.9a-3.9b) geniigt eine einpa-
rameter Untergruppe von G.

Proposition 41. Jede einparameter Untergruppe 7y ist von der Form y(t) = exp(tX),
wobei v = X € End(V). (Wir setzen y(t) die Ableitung der Funktion vy an der Stelle
tundvy :=v(0).)
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Beweis. Sei B(t) := y(X) o exp(—tX), dann ist B(t) = (t) o exp(—tX) — y(t) o
X o exp(—tx). Differenziert man y(t + s) = y(t) o y(s) nach s bei s = 0, so folgt
Y(t) = y(t)oX. Dies zeigt (t) = Ofiirallet € R;alsoist 3(t) =p(t=0)=e. O

3.2 Identifikation mit Matrixgruppen

Oft ist es giinstig V mit F™ und End(V) mit End(F™) = Mat(n,F), der Algebra
der n x n - Matrizen, zu identifizieren. Dazu einige Bemerkungen: Eine Basis B :=
{eq | a =1,---,n} von V kann als Isomorphismus B : V — F™ aufgefasst werden,
der wir folgt charakterisiert ist: Sei v = v®eq, dann B(v) := (v!,---,v"), dh. B
ordnet jedem Vektor seine Komponenten beziiglich sich selbst (der Basis) zu. Dieser

Isomorphismus induziert einen Algebren-Isomorphismus wie folgt:
Mg : End(V) — Mat(n,F), A+— Mg(A):=BoAoB™'. (3.10)

Somit konnen wir nach Wahl von B die Vektorrdume V und F™ und die Algebren
End(V) und Mat(n, F) identifizieren. Da kein B in der Menge aller Basen von sich
aus ausgezeichnet ist, ist auch keine der zugehorigen Identifikationen V < F™ bzw.
End(V) & Mat(n,F) ausgezeichnet.

Wir betrachten also zunéchst die Abbildung
exp : Mat(n,F) — GL(n,F). (3.11)

GL(n, F) ist eine offene Untermenge von Mat(n, F), denn sie ist Urbild der offenen
Menge R — {0} C R beziiglich der stetigen Determinantenfunktion, d.h. GL(n,F) =
det™" (R —{0}).

3.3 Injektivitit und Surjektivitat

Im Allgemeinen ist exp weder injektiv noch surjektiv. Ein einfaches Beispiel fiir
fehlende Injektivitit ist G = U(1), parametrisiert durch die komplexen Zahlen z mit
|zl = 1, und (g) = iR (imaginiren Zahlen), so ist exp~' (1) = {in27 | n € Z}. Dies
lasst sich auf alle hoherdimensionalen Drehgruppen verallgemeinern. Allgemein kann
exp nicht injektiv sein wenn G kompakt ist (g ist als Vektorraum nie kompakt.)

Fiir fehlende Surjektivitit fithren wir folgendes, fiir die SRT relevantes Beispiel an.
Wir betrachte die Gruppe

SL(2,C) := {A € Mat(2,C) | det(A) = 1}, (3.12)

und darin Matrizen der Form

Aa:(_o1 _a]> aeC—{0}. (3.13)
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Beachte, dass alle diese Elemente durch eine stetige Kurve mit der Identitdt verbun-
den werden konnen, denn SL(2,C) ist zusammenhingend. (Fiir lokal wegezusam-
menhingende topologische Riume sind *Zusammenhang’ und *Wegezusammenhang’
dquivalent). Zum Beispiel verbindet die Kurve

_ [exp(tri) ta
Aalt) = < 0 exp(—tni)) (3.14)

die Matrix A, innerhalb SL(2, C) stetig mit der Identitét.

Proposition 42. Keine Matrix der Form (3.13) liegt im Bild der Exponentialfunktion.

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an, also das gilte exp(X) = A,. Damit exp(X) €
SL(2,C) muss wegen (3.4) spur(X) = 0 gelten. Die Eigenwerte von X sind also +A
und geniigen exp(+A) = —1, da —1 der Eigenwert von A, ist. Also ist A = i7m.
Insbesondere ist X diagonalisierbar da ihre Eigenwerte verschieden sind. Es existiert
alsoein T € GL(2,C),sodass T-D-T~" = X mit D = diag(A, —A). Dann muss wegen
exp(+A) = —T gelten Ay = exp(X) =T -exp(D) - T~ =T -diag(—1,-1)- T~ =
diag(—T1,—1), was ein Widerspruch ist. O

Trotz des Fehlens globaler in- und Surjektivitit gelten beide lokal. Differenzieren wir
die Abbildung exp : Mat(n,F) — GL(n,F) an der Stelle 0 € Mat(n, F), so erhal-
ten wir die Identititsabbildung id € End(Mat(n,F)): exp’(0) = id. Nach dem Satz
iiber implizite Funktionen existiert also eine offene Umgebung U C Mat(n,F) der
Nullmatrix und eine offene Umgebung V' C GL(n,F) der Einheitsmatrix, so dass
explu : U — V ein eine glatte (unendlich differenzierbare) Bijektion mit glatter
Umkehrung ist. Schrinkt man exp auf die Lie-Unteralgebra g C Mat(n,F), so erhilt
man die entsprechenden Aussagen mit U’ = U N gund V' =V N G. AuBerdem gilt:

Proposition 43. Ist G zusammenhdngende Lie-Gruppe, so ist jedes A € G das Produkt
endlich vieler Exponentialbilder, d.h. es existieren X; € g,i=1,---,m, so dass

A =exp(Xi) -exp(X2) - - -exp(Xn) . (3.15)

Der Beweis ist ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes fiir topologische Gruppen:

Proposition 44. Sei G zusammenhdingende topologische Gruppe mit Gruppenidentitdit
e € G. Sei fernen U eine offene Umgebung von e. Dann ist jedes Element g € U
Produkt endlich vieler Elemente aus .

Beweis von Proposition 44. Wir zeigen zuerst, dass wir ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit U~" = U annehmen diirfen, wobei U™" := {g~' : g € U}. Dazu zeigen wir,
dass jede offene Umgebung V von e eine offene Umgebung U von e enthilt die U~ =
U erfiillt. Sei m : GxG — G die Multiplikationsabbildung; dannistm~' (V) c GxG
offen und enthilt (e, e) (weil m(e,e) = e). Ist B = {By C G : « € Z} eine Ba-
sis der Topologie von G, dann bildet B x B = {Byx x Bg € G x G : o, € I}
eine Basis der Topologie von G x G. Es existieren also zwei offene Mengen B, und
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Bg aus der Basis B, die beide e enthalten, so dass m(B«,Bg) € V. Insbesondere
By = m(By,e) C Vund Bg = m(e,Bg) C V. Dann ist auch W := B, N By eine in
V enthaltene offene Umgebung von e die ¢(V, V) C U geniigt. Das Gleiche gilt dann
auch fiir U := W N W™, Letztere erfiillt natiirlich U~" = U. Wir betrachten nun
die Menge G’ C G aller endlichen Produkte aus U. Diese bilden eine Untergruppe,
denn das Produkt g4, - - gq, mit gp, - - - gp,, besteht wieder nur aus endlich vielen
Produkten und auch das Inverse (ga, -~ ga,) ' = gq, -+ gq, ist wegen U~! = U
ebenfalls wieder in G’. AuBerdem ist G’ offen, denn U ist offene Umgebung von e
und damit ¢(g, U) :={d(g,h) : h € U} V C U offene Umgebung von g € G’. Dabei
haben wir benutzt, dass die Linksmultiplikation mit einem festen Element g eine of-
fene Abbildung ist, also offene Mengen in offene Mengen abbildet. Das folgt aus der
Tatsache dass sie stetig ist (per Definition der topologischen Gruppe) und ein stetiges
Inverses hat, nimlich die Linksmultiplikation mit g~'. Mit dem gleichen Argument
folgt weiter, dass nicht nur G’ sondern alle linken Nebenklassen ¢ (g, G’) offen sind.
Damit ist G’ aber auch abgeschlossen, denn es ist das Komplement der zu G’ dis-
junkten Nebenklassen. Als offene und zugleich abgeschlossene Untermenge in der
zusammenhingenden Menge G muss G’ aber identisch zu G sein, was den Beweis
abschlief3t. O

Beweis von (43). Dieser folgt nun als Korollar aus Proposition 44 und der Bemerkung,
dass das Bild der Exponentialabbildung eine offene Umgebung der Gruppenidentitit
e € G umfasst. |

Bemerkung 45. Der oben gegebene Beweis zeigt, dass jede offene Umgebung U
der Gruppenidentitit in einer zusammenhédngenden topologischen Gruppe die Gruppe
“‘erzeugt”™, in dem Sinne, dass jedes Gruppenelement als das Produkt endlich vieler
Elemente aus U geschrieben werden kann. Da jede offene Untergruppe einer topolo-
gischen Gruppe auch abgeschlossen ist, wie ebenfalls das obige Argument zeigt, folgt
daraus, dass eine zusammenhingende Gruppe keine echten offenen Untergruppen be-
sitzen kann. Abgeschlossene Untegruppen existieren natiirlich und sogar auch solche,
die weder offen noch abgeschlossen sind. Ein Beipiel fiir letztere ist eine Kurve auf
dem 2-Torus mit irrationaler Steigung. Sie definiert eine Untergruppe isomorph zur
additiven Gruppe der reellen Zahlen innerhalb der kompakten Gruppe U (1) x U(1).

999
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