Dreidimensionale geometrische und topologische
Aspekte des Anfangswertproblems der
Allgemeinen Relativitatstheorie

Domenico Giulini
Universitat Freiburg

Fakultat fir Mathematik und Physik

D. Giulini: Anfangswertproblem & Topologie



Das Anfangswertproblem in der ART

e Die 10 Einstein-Gleichungen
G(g) := Ric(g) —39S(g) = «T

entsprechen 6 (unterbestimmt hyperbolischen) Evolutions-
gleichungen und 4 (unterbestimmt elliptischen) Zwangs-
bedingungen an die Anfangsdaten:

divsG(g) =0 (Bianchi Id.)
& 06" = -G — TG — T G
= G(L,1) und G(L,|) enthalten keine 2. Zeitableitungen.

e Anfangswertproblem:
— Wahle 3-d Mannigfaltigkeit M,
— Riemannsche Metrik h auf M,
— symmetrisches Tensorfeld 2. Stufe K, so dass

|K| (SpL“hK) S(IL) - ZKI (—L)—L) )
h
dth(K - hSpUlhK) — KI (—L; ||) .

— Bestimme aus evol. Gl. Losung der Einstein-Gleichungen:

g(x,t) = —dt’ + h(x, t).
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Losungsstrategien

e Betrachte (relevanten) Spezialfall

T=0 reine Gravitation
K=0 Zeitsymmetrie ,
h = ¢’ hy konform flach .

Dann sind Zwangsbedingungen aquivalent zu A¢¢p = 0.
e Betrachte sphirische Inversionsabbildungen auf M = R3\{0}:

N

L: (m0,@) = (%,0, ¢)
2

IZ: (T,G,(P) = (aT)T[_e)(p—I_T[)

und auf Funktionen f : M — R, J12: f — 2(fo I1,).
Dann gilt

AsoJip = (%)4 Ji2 0 Ag,
IT,z(¢4hf) = (J12(¢))" hy,

so dass man damit eine Fiille (lokal) inversionssymmetrischer
Metriken , klemptnern® kann.
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Topologien fiir zwei schwarze Locher

e =<
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Riemannsche Strukturen

e Physikalisch interessieren asymptotisch flache 3-d Riemann-
sche Mannigfaltigkeiten mit einem Ende. Betrachte stets ein-
punktige (Punkt = co) Kompaktifizierung M.

e Relevante Symmetriegruppen sind

Do(M) = {$ € Diff (M) | d(o0) = oo},

e Wir interessieren uns fiir Q := Riem(M)/Dg(M),
z.B. topologisch. Betrachte dazu Dp-Hauptfaserbiindel mit
zusammenziehbarem Totalraum:

i p

Di(M)—— Riem(M) —— Q
sodass 7, (Q) = m_1(Dg(M)) fir n > 1
und 71(Q) = mo(Dp(M)) := De(M)/Dp(M) .

= Wir wollen uns naher mit folgenden Gruppen von Abbildungs-
klassen (,,Homootopiegruppen®) beschaftigen:

Hoo(M) := Doo(M)/D2 (M),
He(M) = D¢(M)/Dp(M).
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Die Faserungen von D = D1iff durch D, und D¢

i i
Doo(M) “——— D(M) DE(M) ——— D(M)
p p
M M
p(d) := P(o0) P(d) == Th(foo)
Px Ox ix
P 0% x
mHFM 1 Dr mD mFM moDF oD
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Allgemeine Vorgehensweise

e Angelpunkt ist die Abbildung

heo : Hoo(M) = Aut(mM)
[d] — ([y] — [d oy]).

e Man hat z.B.

O Px*
1 —— mM/Im(px) — HeeM) —— HM) —— 1

q hoo h

| | |

1 —— Inn(mM) — Aut(miM) — Out(miM) —— 1

und verschafft sich dariiber Informationen iiber das Bild und
den Kern von h.

e Wichtiger Input ist oft die HI-Eigenschaft: ,,Homotopie =
Isotopie”. Es gilt z.B. der Satz:

Ist M eine Primmannigfaltigkeit mit HIl-Eigenschaft, dann ist
q ein Isomorphismus und he, injektiv. Ist M eine Haken-
Mannigfaltigkeit, dann ist ho, auch surjektiv auf Aut™ (M),
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Spinorielle Mannigfaltigkeiten

= Entweder
1. He(M) = H(M), oder
2. He(M) ist eine Z;-Erweiterung
von Hs(M). In diesem Fall heiBt
M ,,spinoriell“.
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Zusammenhangende Summen

& intrinsische Sicht

| extrinsische Sicht
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,» Physikalische* Sichtweise

e Sei M die zusammenhidngende Sum-
me von mn unterschiedlichen Prim-
Mannigfaltigkeiten mit jeweiliger Mul-
tiplizitat m;.

spinoriell

e In Falle ,,undurchdringlicher” Teilchen
ware physikalische Symmetriegruppe

n n
H G{ni X H Smi
i=1 i=1

o Hi(M) beinhaltet zusdtzlich aber auch
,Slides” (siehe Bild auf nichster Seite).

e Sind alle Prim-M. vom HI-Typ (und
keine ,falschen” Spharen), so wird
ker(hy) von offensichtlichen , Dehn-
Twists” erzeugt; siehe Bild rechts —
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., Slides**

e Interne Diffeos und Permutationen
diffeomorpher Primfaktoren erzeugen
» leilchengruppe”. Diese [aBt ,innen”
und ,,.auBen” invariant.

e Die Existenz von Slides zerstort dieses
» leilchenbild” in einem vom Primgehalt
abhangigen MaBe. Slides erzeugen Kon-
jugationen, im Bild rechts: a — bab .
Genauer ist S = id innerhalb schwarzen
und auBerhalb blauen Torus.
Dazwischen gilt (in Torus-Koordinaten)
S:(p,0,90) = (p,0,0+ B(p)27).

e Endliche Prasentationen von Hg(M)
erhdlt man durch die von Aut(*;G;)
(sofern Aut(G;) endlich prasentiert).
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Einige typische Ergebnisse

e Sei M = #,S" x S% dann ist M = F, und Hr(M) = Aut(F,). Letztere besitzt
bekannte Prasentation mit 4 Erzeugern. lhr Quotient bez. normalen Abschluss der
Slides ist Z, X Z;, erzeugt durch Dehn-Twist und Austausch (bez. ,,Drehung”).

Fiir jedes homomorphe Bild B von JHr sind nun folgende Aussagen dquivalent:
1) B ist abelsch, 2) alle Slides liegen im Kern, 3) Austausch = ,Drehung", d.h es gilt
eine ,,Spin-Statistik-Korrelation".

e Seie M = #nRP3, dann ist 1M = x,Z; mit ebenfalls bekannte Prasentation durch
3 Erzeuger. Ihr Quotient bez. normalen Abschluss der Slides ist S;, (Teilchengruppe).

e Verallgemeinerungen davon (m.H.v. Fouxe-Rabinovich-Prasentation):

— Sind mindestens drei Henkel (S' x S?) in der Primzerlegung von M, so ist der
normale Abschluss der Slides eine perfekte Untergruppe.

— Ist keine Henkel (S' x S?) in der Primzerlegung, so ist HF ein semidirektes Produkt
der Teilchengruppe und des normalen Abschlusses der Slides.
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Beispiel: RP> # RP?
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Fundamentalgruppe

Sa,b|a2:1 :bzz zia,clazzh aca ' =c

—1

)

Z,%7 ZoXT.
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c:= ab

14



Erzeuger der Gruppe o.e. Abbildungsklassen |

e Sei (3 glatte Stufenfunktion zwischen den
Werten 0 (fir p > polau) und 1 (fiir
P < Pgriin)- Definiere

Diff : (p, 0, @) —
(p, 0 +7B(p), @+ 2mB(p)).

e Reprisentiert S € Aut(Z,; * Z;)
S:(a,b) — (bab ', b).

(p,e,(p)~(p, e—l_ﬂ") (P‘|‘27T)
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Erzeuger der Gruppe o.e. Abbildungsklassen ||
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E; :=Spiegelung an blauer Ebene
fa,b} = {a’, b '} ={a,b)

E, :=Inversion an griiner Sphare

[a,b} = b, a'}=1{b,a)

= E =10 E, € Aut(Z; x Z,)
{a,b} — {b, a}
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Die GdA und ihre irreduziblen linearen Darstellungen

e Die Gruppe der Abbildungsklassen ist e Die irreduziblen Darstellungen sind:
gegeben durch E— +1,S+— £1 und
GdA = Aut(Z * 7Z) E|—>< 1 0 )
=7, 7y = (E,S | E* §%) . o
S ( C(.)Se sin 0 )
= ES + SE C Zentrum G-Algebra. sin@ —cos6 /'
= {1, E, S, ES} erzeugen Algebra irredu- wobei 0 < 0 < 7.
zibler Darsteller.
= Irreduzible lineare Darstellungen sind = Es  existieren  zwei ,Statistik-
hochstens 2-dimensional. Sektoren”, die durch S , gemischt”

werden; 0O ist der ,,Mischungswinkel”.
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