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VYorwort

Viele Lehrbiicher der Elektrodynamik gehen induktiv vor. Das bedeutet, dass man
versucht, aus einfachen und intuitiv einigermaflen zugédnglichen Spezialfillen die
allgemeine GesetzméBigkeit herauszulesen - profaner ausgedriickt: zu erraten! Da-
bei folgt die Darstellung meist mehr oder weniger dem historischen Gang der Er-
eignisse, wenn auch sehr stark verkiirzt und oft unter Weglassung mancher Frage-
stellungen, die retrospektiv betrachtet zu “Nichts” gefiihrt haben. Das Endresultat
einer solchen Entwicklung ist dann nicht selten auch fiir die ma3geblichen Akteure
unerwartet; das war auch in der Elektrodynamik so. Dazu sagt Heinrich Hertz in
einem beriihmten Vortrag 1889 in Heidelberg [?, S. 344]:

,,Man kann diese wunderbare Theorie nicht studieren, ohne bisweilen
die Empfindung zu haben, als wohne den mathematischen Formeln
selbstiandiges Leben und eigener Verstand inne, als seinen dieselben
kliiger als wir, kliiger sogar als ihre Erfinder, als giben sie uns mehr
heraus, als seinerzeit in sie hineingelegt wurde."

Der historische Weg ist auch nicht immer frei von Tduschungen: Historische Ent-
wicklungen und Erkldrungen werden im Nachhinein als notwendig geschildert,
Alternativen ausgeblendet und Fragestellungen modern umgedeutet. Geht man ihn
aber ohne diese “Abkiirzungen” ist er sehr sehr lang und zeitaufwendig.

In dieser Vorlesung wihlen wir deshalb einen anderen Weg, ndmlich den deduk-
tiven. Auch dieser wird in manchen Vorlesungen vertreten, z.B. im 3. Band der
klassischen Vorlesungsreihe on Arnold Sommerfeld [?]. “Deduktiv’ bedeutet, dass
wir ausgehend von den Maxwell’schen Gleichungen uns zuerst mit deren mathe-
matischer Symbolik, der Bedeutung der in ihnen auftretenden Grofen und erst
anschlieBend ausfiihrlich mit den aus ihnen ableitbaren Konsequenzen beschéfti-
gen. Wir wollen versuchen, die Gleichungen “zum Sprechen” zu bringen und ih-
nen dann aufmerksam zuhoren. Wie bei wohlkomponierter Musik muss man das
Zuhoren und die dabei gesprochene Sprache aber erst lernen. Genau darin besteht
eine Grundschwierigkeit dieser Vorlesung, in der die mathematischen Techniken,
die das “Horen” und “Verstehen” der gesprochenen “Sprache” erst ermoglichen,
zum Teil gleichzeitig erlernt werden sollen. In solchen Situationen fillt es dann
oft schwerer, zwischen semantischen und syntaktischen Aspekten zu unterschei-
den. Das birgt die Gefahr, dass syntaktische Probleme semantisch fehlinterpretiert
werden und man so zu “falsch gestellten Fragen” verfiihrt wird auf die niemand
eine befriedigende Antwort weiss auer eben der, dass man so nicht fragen kann.
Als idealisierende Regel gilt, dass eine verladssliche physikalische Begrifflichkeit,
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auf der letztendlich jedes Verstdndnis beruht, nur auf Basis einer konsistenten ma-
thematischen Formulierung erreicht werden kann. Das Umgekehrte gilt natiirlich
nicht: Die schonste und konsistenteste mathematische Formulierung kann physika-
lisch immer noch volliger Unsisnn sein! “Basieren™ heilit eben nicht “reduzieren”.

Der groB3e praktische Wert der deduktiven Vorgehensweise liegt in ihrer gro3en Ef-
fektivitdt, die gerade fiir eine einsemestrige Vorlesung vorteilhaft ist, zumal wenn
man es mit einer so reichhaltigen und im wesentlichen logisch abgeschlossenen
Theorie zu tun hat. Ihr Nachteil liegt in der - zumindest voriibergehenden - Aus-
blendung der Griinde, die Anlass zu den Begriffsbildungen und ihren mathemati-
schen Verkniipfungen gegeben haben. Dieser Nachteil darf nicht unterschitzt wer-
den, ist aber hoffentlich voriibergehend. Ich werde versuchen, durch viele einge-
streute Erkldarungen das nétige Verstindnis nach und nach zu erzeugen. Wie wollen
die Maxwell’sche Theorie ja nur verstehen, nicht nochmals neu “komponieren”.
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Kapitel 1

Allgemeine Einfiihrung

1.1 Physikalische Felder

Die Maxwell’sche Elektrodynamik ist eine Feldtheorie par excellence. Sie ver-
bindet durch einen Satz gekoppelter partieller Differentialgleichungen in kausaler
Weise die elektromagnetischen Felder mit ihren Quellen (Ladungen und Stromen).
Zusammen mit eventuell weiteren Gleichungen, die das materielle Geschehen der
Quellen bestimmen, beschreiben Sie eine kaum zu iibersehende Menge an Beob-
achtungsmaterial und gilt als eine der erfolgreichsten Theorien der Physik iiber-
haupt.

In ihren Grundgleichungen treten als Repridsentanten des elektromagnetischen Zu-
standes vier verschiedene, jeweils R? @ E-wertige Felder auf:

V:RxR* =R QF an
(t,x) — V(t,x). '

Der erste Faktor R? auf der rechten Seite qualifiziert sie als Vektorfelder. Diese
kennzeichnen wir durch einen Pfeil iiber dem Funktionssymbol um anzudeuten,
dass die Werte des Feldes Elemente eines 3-dimensionalen reellen Vektorraumes
sind. Daneben werden auch Skalarfelder eine Rolle spielen, die z.B. als Reprisen-
tanten der Quellen (genauer: der Ladungsdichte) und als Ergebnis gewisser Ablei-
tungsoperationen auf Vektorfeldern (genauer: der Divergenz) auftreten. Diese sind
von der Form

S RxR* 5 R®FE

(t,x) — S(t,x). (12)



In beiden Fillen steht E' jeweils abkiirzend fiir die physikalische Einheit der Feld-
werte. Damit soll angedeutet werden, dass man mit Feldern genauso umgeht wir
mit anderen dimensionsbehafteten Grofen der Physik: Einheiten konnen unter-
einander und mit Zahlen multipliziert aber nicht addiert werden! Felder gleicher
Dimension konnen also addiert werden und ergeben wieder ein Feld dieser Di-
mension. Felder gleicher Dimension bilden also einen Vektorraum (i.a. von un-
endlicher Dimension). Felder unterschiedlicher Dimension konnen nicht addiert
aber — und sogar in mehrfacher Hinsicht — multipliziert werden. Zum Beispiel, ist
Vi =v1i®F;und Vo = vy ® E», dann sind ihr skalares und vektorielles Produkt
gegeben durch bzw.

Vi-Vy = (V1 . V2) X (E1 . Eg) (R ® Fy - E2) — wertig , (1.3a)
VixVy:= (vixVve)®(F-Ey)  (R®® Ey - Fy) —wertig.  (1.3b)

Genauso kann das Produkt eines skalaren Feldes S; = s1 ® E7 und eines Vektor-
Feldes V5 = vo ® E5 definieren

S1 Vg = (81V2) X (El . Eg) (R3 ® Fq - E2) — wertig . (1.3¢)

1.2 Physikalische Einheiten

Wir verwenden die SI-Einheiten, Meter (m), Sekunde (s), Kilogramm (kg), Ampeére
(A). Alle anderen Einheiten sind aus diesen durch Multiplikation und Division zu
bilden nach dem Schema: kg® - m? - s7 - A% Dabei sind v, 3,y und & ganzzahlige
(auch negative) Exponenten. Auflerhalb der reinen Elektrodynamik treten zu den
genannten vier noch die drei Grundeinheiten Kelvin (Temperatur), Mol (Stoffmen-
ge) und Cadela (Lichtstirke). In der Elektrodynamik werden aus den genannten
vier Einheiten folgende weitere Einheiten wichtig:

| Kiirzel | Name | Bedeutung | SI-Einheit Kurzform
N Newton Kraft kg-m-s? -
J Joule Energie kg-m?.s72 N-m
W Watt Leistung kg-m?.-s73 J-s71
C Coulomb el. Ladung s-A -
vV Volt el. Spannung kg-m?-s73. A71 WAL
F Farad Kapazitit kg7t -m=2.5*.42| C.v!
H Henry Induktivitdt kg-m?-572.A72 | V.s- A1
Q0 Ohm Widerstand kg-m?-s73. A2 V.AL
Wb Weber magn. Fluss kg-m?-s72. A71 Vs
T Tesla | magn. Flussdichte | kg-s72- A1 Wb-m™2
Theoretische Elektrodynamik, SS 2021 8/185

qig.itp.uni-hannover.de/~giulini/



1.3 Felder der Elektrodynamik

In der Maxwell’schen Theorie treten folgende vier elektromagnetische Felder auf,
die alle Vektorfelder sind:

| Kiirzel | Name | SI-Einbheit |
E elektrische Feldstirke V.-m™!
D elektrische Flussdichte C-m™2
H magnetische Feldstirke | A -m™!
B magnetische Flussdichte T

Diese geben zusammen den Zustand des elektromagnetischen Feldes an. Die Max-
well’schen Gleichungen verbinden diese Felder mit den sogenannten “Quellen”,
bestehend aus einem Skalarfeld p und einem Vektorfeld J:

Kiirzel Name | SI-Einheit |
p elektrische Ladungsdichte | C - m™3
J elektrische Stromdichte A-m2

Man beachte, das bereits an dieser Stelle ein wesentlicher Unterschied zwischen
Elektrizitit und Magnetismus darin besteht, dass keine magnetischen Ladungen als
existent angenommen werden. Magnetische Felder haben also keine eigentlichen
Quellen, sondern entstehen durch Bewegung elektrischer Ladungen.

In SI-Einheiten treten in den Maxwell-Gleichungen keine Faktoren von 7 und c
(Vakkum-Lichtgeschwindigkeit) auf; dafiir aber folgende beiden Konstanten:

‘ Kiirzel Name ‘ Wert

€0 elektrische Feldkonstante | 8,854.187.812.8(13) x 10712 (A - 5)/(V - m)
po | magnetische Feldkonstante 1,256.637.062.12(19) x 107° N - A2

Diese hédngen iiber folgende Beziehung zusammen
1
VEoHo

Dabei ist der Wert von cg der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum exak?, denn die SI-
Einheit “Meter” ist durch die Sekunde definiert; ndmlich als die Lange der Strecke,
die das Licht im Vakuum wihrend der Dauer von 1/299 792 458 Sekunde zuriick-
legt.

=co=299.792.458 m - 571 (exakt!). (1.4)
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Altere gebriuchliche Namen fiir ¢y sind Permittivitdit des Vakuums, Dielektrizitcits-
konstante des Vakuums oder Influenzkonstante. Andere Namen fiir 1o sind Permea-
bilitdit des Vakuums oder Induktionskonstante.

Im Vakuum sind die Flussdichten D und B durch die Feldstirken E und H be-
stimmt:

D = 5E, (1.52)

Deshalb kann man in Vakuum aus dem Gleichungen 2 der 4 Felder eliminieren.
Man behilt das Paar (E, B), nicht (E, H), aus Griinden die wir gleich erldutern
werden.

Innerhalb elektrisch polarisierbarer und magnetisierbarer Materie gelten dhnlich
einfach aussehende aber physikalisch eigentlich viel kompliziertere Beziehungen,
die man auch Konstitutivrelationen nennt:

D =¢cpe E = cE = ¢E+P, (1.6a)
B = pop, H =: pH = po(H+M). (1.6b)

Dabei nennt man P das Vektorfeld der elektrischen Polarisierung und M das Vek-
torfeld der Magnetisierung. P hat die gleiche physikalische Dimension wie D, also
Ladung/Flidche oder (elektrisches Dipolmoment)/Volumen. Tatsdchlich ist P das
Vektorfeld der elektrischen Dipoldichte innerhalb der Materie. M hat die gleiche
Dimension wie H, also Stromstirke/Lédnge oder (Stromstirke x Flidche)/Volumen.
Analog ist hier M das Vektorfeld der magnetischen Dipoldichte, wobei der Begriff
des magnetischen Dipols nicht wie im elektrischen Fall iiber das erste Moment der
Ladungsverteilung definiert wird (es gibt ja keine magnetischen Ladungen) son-
dern iiber die Stromverteilung. Das werden wir noch sehen.

Unter Umstidnden kompliziert an (1.6) ist, dass &, und p, - im Unterschied zu ¢
und o - i.a. nicht konstant sind und sogar Funktionale der Felder E und B sein
konnen, denn die Dipoldichten innerhalb der Materie konnen durch die von au-
Ben angelegten Felder (z.B. im Fall elektrischer Felder durch Ladungspolarisation)
wesentlich beeinflusst oder sogar erst erzeugt werden. Dadurch werden die Konsti-
tutivrelationen aber nichtlinear. Und selbst wenn sie linear sind, miissen sie nicht
das einfache Aussehen haben wie die jeweils ersten beiden Gleichheiten in (1.6)
suggerieren. Vielmehr wiirde man allgemein scheiben:

D = ¢t E = eE = ¢gE+ P, (1.7a)
B = pop: H = pH = po(H + M), (1.7b)
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wo jetzt die unterstrichenen Groflen lineare Abbildungen sind, die nicht mehr pro-
portional zur Identitit sind, so dass D und E bzw. B und H i.a. nicht parallel sind.
Dann sind auch E und P bzw. H und M nicht parallel.

Bemerkung 1. Unsere Bezeichnungsweise, wonach das Paar (E, H) mit den
Feldstirken und das Paar (D, B) mit den zugehorigen Flussdichten identifiziert
wird, folgt einer ins 19. Jahrhundert zuriickreichenden Tradition, die auch heute
noch gepflegt wird (vgl. etwa die entsprechenden deutsch- und englischsprachi-
gen Wikipedia-Artikel). Nach heutigen (auf Ampere zuriickgehenden) Vorstellung
iiber die elementaren Quellen der Magnetfelder wére es aber konsistenter, die Rol-
len von H und B zu vertauschen, also B als die magnetische Feldstirke zu be-
zeichnen und H anders zu bezeichnen, etwa - wie tatsdchlich in Genbrauch - als
magnetische Erregung. Das entspricht auch der physikalisch-operationalen Defini-
tion der Felder, die gegebene ist die Kraft auf eine Probeladung. Eine Punktladung
der Stérke e erfihrt aber nach der Lorentz’schen Gleichung eine Kraft von

F=¢E+vxB). (1.8)

Es sind also die Felder (E, B), die durch die Kraftwirkung direkt gemessen wer-
den, nicht (D, H). Die moderne Auffassung geht dahin, (E, B) als fundamentale
Grofsen, (D, H) hingegen als abgeleitete Hilfsgrdfien zu betrachten. Dies ist ins-
besondere der Standpunkt, der in [?] vertreten wird. Die Zusammengehorigkeit des
Paares (E, B) sowie des Paares (D, H) wird auch in der speziell-relativistischen
Formulierung deutlich werden, wo unter Lorentztransformationen die Felder jedes
dieser Paare untereinander (irreduzibel!) transformieren. In dieser Uminterpretati-
on miisste man die magnetische Konstitutivrelation (1.6b) eigentlich so schreiben:

H=y'B=y,'B-M, (1.6b%)

was aber selten getan wird. Hier sind die Bezeichnungen und ist die Nomenklatur
in der Literatur nicht immer einheitlich. Die vorherige Verallgemeinerung (1.7)
kann fiir diesen Fall natiirlich genauso gegeben werden. O

Bemerkung 2. Der Versuch, den Feldbegriff auf den Kraftbegriff zuriickzufiihren,
indem man das Feld als Kraft auf eine Probeladung operational definiert, ist his-
torisch gewachsen (Faraday’sche Feldlinienbilder etc.) und nicht unproblematisch.
Das liegt daran, dass der logische Vermittler zwischen diesen Begriffen, nimlich
die “Probeladung”, nur kontextuell aber nicht allgemeingiiltig definiert werden
kann. Eine solche Ladung muss nimlich gema8 der ihr zugedachten Funktion wi-
derstreitende Eigenschaften besitzen: 1) Sie muss sehr klein sein, jedenfalls kleiner
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als jede durch die Inhomogenitit des zu messenden Feldes F' definierte Langens-
kala L := F/||VF||; andernfalls variiert das Feld iiber die Ausdehnung der Pro-
beladung wesentlich und die Probeladung ist nicht in der Lage diese Variation auf-
zuldsen. 2) Sie darf aber auch nicht zu klein sein, denn andernfalls ist das von
ihr selbst erzeugte Feld an ihrer Oberfliache in der Stidrke vergleichbar (oder sogar
stirker) als die zu messende Feldstirke des dulleren Feldes. Idealerweise miisste
man deshalb die elektrische Ladungsmenge einer Probeladung zugleich mit deren
GroBe verringern. Diesem Idealisierungsprozess setzt aber der Atomismus eine un-
verriickbare Grenze, da es keine freien Ladungen unterhalb der Elementarladung

e = 1,602176634 x 1072 C (1.9)

gibt. Proton und — mit negativen Vorzeichen — das Elektron nehmen diese kleinste
freie Ladungsmenge an. g

Bemerkung 3. Die Grenzen der Giiltigkeit der klassischen Elektrodynamik wer-
den durch die Quantentheorie und Quantenfeldtheorie — hier in Form der QED
:= Quantenelektrodynamik — gesetzt. Diese und nicht die klassische Maxwell’sche
Theorie bestimmen das Verhalten elektromagnetischer Vorgénge auf atomaren und
subatomaren Dimensionen. Aber auch im Vakuum gelten die linearen Gesetze der
klassischen Elektrodynamik bei kleinen Abstinden und hohen Feldstirken nicht
mehr uneingeschrinkt. Die QED fiihrt zu nicht-linearen Korrekturen, die denen
dhnlich sind wie sie in polarisierbaren Materialien auftreten, allerdings nun im Va-
kuum! Man spricht deshalb in der QED auch von Vakuumpolarisation. Um die
relevanten GroBenordnungen etwas einzuschitzen, wollen wir uns einige Groflen-
ordnungen iiberlegen.

Experimentell hat das Proton eine innere Struktur entsprechend einem Radius von
etwa
Rproton & 0,851 x 10717 m, (1.10)

wihrend das Elektron bisher keine bekannten inneren Strukturen besitzt und ihm
deshalb auch keine strukturelle “Ausdehnung” zukommt. In der klassischen Max-
well’schen Theorie kann man ihm formal einen Radius R, zuweisen durch die
Forderung, dass die auBerhalb dieses Radius’ im elektrischen Feld gespeicherte
Energie gerade gleich sein soll der Hilfte! der Ruheenergie m.c?/2 des Elektrons,

"Dass man hier gerade die Hilfte der Ruheenergie wihlt ist nicht so erheblich, da es nur auf
die Grolenordnung ankommt. Wichtig ist, dass die gesamte im Feld gespeicherte Energie gemif
E = mc? zu keiner Masse m fiihrt, die groBer ist als die gemessene Masse des Elektrons. Mit der
Hilfte wird hier erreicht, dass die numerischen Verhiltnisse einfach durch die heute gebrauchlichen
Konstanten ausgedriickt werden konnen.
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wo m, die experimentell bestimmte Masse des Elektrons bezeichnet. Das fiihrt auf
folgenden Ausdruck fiir den sogenannten klasssischen Elektronenradius:

e2

Roi=———— ~282x10"m. (1.11)
dmegmec?

Die Feldstirke am klassischen Elektronenradius ist dann nach dem Coulomb-
Gesetz gegeben durch

~1,82x%x 1020V .m™t. (1.12)

Dieser enorme Wert liegt bereits erheblich iiber der kritischen Grenze, bis zu der
man heute die klassische Elektrodynamik als giiltig betrachtet. Das wollen wir et-
was ausfiihren.

Nach der Gesetzen der Quantenmechanik kann das Elektron als nicht besser loka-
lisiert angesehen werden als bis auf eine Lénge, die man (groBenordnungsméaBig)
mit seiner sogenannten reduzierten Compton-Wellenlinge angeben kann?:

Re 1= BN 3,86 x 1073 m. (1.13)
MeC

Das Verhiltnis des klassischen Elektronenradius zu dieser GroBe ist gerade die

sogenannte Feintrukturkonstante «
R, 1 e2 1
= L — =R — .
Ae 4meg he 137

Der klassische Elektronenradius liegt also bereits zwei Groenordnungen unter-
halb der durch X, gesetzten Grenze.

(1.14)

Aus A, ergibt sich auch eine kritische Grenze an die Feldstérke, ndmlich durch die
Forderung, der Betrag der Feldstirke moge so grof3 sein, dass eine Verschiebung
der Ladung e parallel zu den elektrischen Feldlinien um die Strecke A. Energie
mec? freisetzt (bzw. man die Arbeit m.c? leisten muss, um die Ladung entge-
gen der Feldrichtung um diesen Betrag zu verschieben). Die so bestimmte kriti-
sche Feldstirke sei mit Eg bezeichnet und heifit Schwinger Limit.> Sie muss also
eEgX. = mec? geniigen und ist demnach gegeben durch

2 2.3
meC m_.c
Eg:=——=—"“"=aFE,, (1.15)
ele eh
’Die (nicht reduzierte) Compton-Wellenlinge ist e := h/mec, wo h die Planck-Konstante ist.

h := h/27 nennt man die reduzierte Planck-Konstante.
*Nach dem Physiker Julian Schwinger (1918-1992). Physik-Nobelpreis 1965 fiir QED zusammen
mit Richard Feynman und Shin’ichird Tomonaga.
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wobei wir die Definition der Feinstrukturkonstante « aus (1.14) verwendet haben.
Der klassische Wert der Feldstirke F. “am Rand des Elektrons” ist also bereits
ebenfalls zwei Grofenordnungen oberhalb des QED-Limits, bei dem durch Pro-
zesse der Vakuumpolarisation nichtlineare Korrekturen der Maxwell-Gleichungen
wichtig werden. 0

Theoretische Elektrodynamik, SS 2021 14/185
qig.itp.uni-hannover.de/~giulini/



1.4 Differentialoperatoren auf Feldern:
Gradient, Divergenz und Rotation

Die Felder die wir in dieser Vorlesung betrachten sind Funktionen der vier un-
abhiingigen Variablen (t,z', 2%, 23) = (¢,x). Sofern nichts anderes hinzugesagt
wird setzen wir sie als hinreichend oft stetig differenzierbar voraus. Das bedeutet,
dass ihre partiellen Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung existieren und alle
stetig sind. In diesem Falle hiingt bis zu dieser Ordnung das Ergebnis einer mehr-
fachen partiellen Differentation nicht von der Reihenfolge ab, in der die einzelnen
Ableitungen vorgenommen werden; man sagt die Ableitungen “vertauschen” (bis
zur gegebenen Ordnung). Im Falle von Vektorfeldern gilt diese Aussage entspre-
chend fiir die Ableitungen der Komponentenfunktionen.

Im Folgenden geht es uns um gewisse Ableitungsoperationen nach den rdumlichen
Koordinaten x, wir lassen also die zeitlichen Abhéngigkeiten aufler Acht. Um et-
was Schreibarbeit zu sparen und auch um die kombinatorische Struktur mancher
Ausdriicke zu betonen, kiirzen wir die partiellen rdumlichen Ableitungen wie folgt
ab:

Vo = %, a€{1,2,3}. (1.16)
Man schreibt auch
Vl 3
V=[Va] =) eV, (1.17)
V3 a=1

und rechnet mit diesem “Nabla-Operator” V wie mit einem Vektor, zumindest
was die Kombinatorik der Komponenten angeht. Man muss aber immer beachten,
dass es sich um einen Differentialoperator handelt, der linear auf Summen und R-
Vielfache von Funktionen wirkt, auf ihr Produkt aber aber derivativ, also gemil
der Leibniz-Regel.

Wendet man jede der drei Ableitungen V, auf eine skalare Funktion S an, so erhilt
man eine dreikomponentige Ableitungsfunktion, mit anderen Worten, ein Vektor-
feld. Dieses nennt man den Gradienten von S und schreibt

V1S 3
VS:=[VaS| =) (VaS)eq. (1.18)
V3S a=1

Das Vektorfeld V S zeigt an jedem Punkt des Raumes in die Richtung des steilsten
Anstiegs der Funktion S.
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Bei einem Vektorfeld V gibt es - grob gesprochen - fiir jede der drei Komponenten
V4 einen Gradienten, also 3 x 3 = 9 Ableitungsfunktionen,

oV,
VoV i= —

.:%. (119)

Diese konnen in einer Ableitungsmatrix zusammengefasst werden:

Vivi ViV Vi3
(VaVil = [ Vovi Vol Wals | . (1.20)
V3Vi V3Va V3V

Mit “Divergenz” und “Rotation” bezeichnet man nun gewisse Kombinationen die-
ser partiellen Ableitungen, genauer die Spur bzw. den antisymmetrischen Anteil
dieser Matrix. Zusammengenommen bestimmen diese Kombinationen 4 der 9 un-
abhingien Komponenten der Ableitungsmatrix (1.20). Die restlichen 5 Komponen-
ten stecken im symmetrisch-spurlosen Anteil der Matrix, der uns aber momentan
nicht interessiert, weil diese Kombination in den Maxwell-Gleichungen nicht vor-
kommt (was nicht heif3t, dass sie nicht in anderen Zusammenhédngen wichtig wird).
Man kann also sagen, dass wir mit der Divergenz und der Rotation etwas weniger
als die Hilfte — genauer 4/9 — aller partiellen Ableitungen erfassen. Man darf aber
nicht glauben, dass alle diese Ableitungen unabhingig vorgegeben werden konnen:
Ein fundamentales Resultat, dass unter dem Namen Helmholtz’scher Satz bekannt
ist, besagt, dass ein Vektorfeld in einem beschrinkten Gebiet mit Rand durch sei-
ne Divergenz, seine Rotation und seine Randwerte eindeutig bestimmt ist. Ist das
Gebiet unbeschriankt und ohne Rand, dann reicht ein hinreichend schnelles Abfal-
len im Unendlichen. Wir beweisen und besprechen dieses fiir die Elektrodynamik
so wichtige Resultat im mathematischen Abschnitt 8.4.5. Ab jetzt merken wir uns
also, dass (im Sinne dieses Satzes) ein Vektorfeld durch die Kenntnis seiner Di-
vergenz und seiner Rotation “im wesentlichen” bestimmt ist. Wir werden hiufig
davon Gebrauch machen denn, wie bereits erwihnt, treten Divergenz und Rotation
der Felder gerade in den Maxwell-Gleichungen auf und wir miissen zusehen, von
jedem der zu zu bestimmenden Felder beide zu kennen!

Schreibt man einen Punkt “.” fiir das gewohnliche Skalarprodukt und ein Kreuz
“x” fiir das Vektorprodukt je zweier Vektoren in R?, dann gilt

€, €y, = 5aba (1.2121)
3
e, X e, = Zsabcec =: €qpc€c (Summenkonvention) . (1.21b)
c=1
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Hier ist €43 das total antisymmetrische Levi-Civita Symbol

+1 falls (abc) gerade Permutation von (123) ,
€abe = § —1 falls (abc) ungerade Permutation von (123) , (1.22)

0 sonst.

Also sind Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes gegeben durch

3
div(V) =V -V => V,V, = VoVa; (1.23)
a=1
bzw.
VoV — V3ls
rot(V) ==V xV=|[V3V] -VV3 (1.24)
ViV = Vol
oder

V xV =(VaV3 — V313) e
+(V3V1 = ViV3) e
+(ViVa = VaV3) es, (1.25)

3
= Z EabeVaVpec =: €qpcVaVp €c.

a,b,c=1

Die Anwendung des Operators V verindert die physikalische Dimension des Fel-
des da die Koordinatenfunktionen x® mit der physikalischen Dimension einer
Linge versehen sind. (Achtung: Das gilt hier fiir die Standardkoordinaten des R3,
die die eine Ldngeneinheit tragen, nicht allgemein fiir alle Koordinaten. Die Ablei-
tung nach einer dimensionslosen Winkelkoordinate etwa veridndert die physikali-
sche Einheit eines Feldes nicht.) Deshalb bilden die Operationen Gradient, Diver-
genz und Rotation Felder, die hier als Abbildungsvorschriften wiedergegeben sind,
wie folgt ab:

(V) :RxR}*SR®E) - (RxR*=R3@E-m™), (1.26a)
(V) :(RxR*-R’®F) > (RxR* -R®FE-m™ 1), (1.26b)
(Vx) :(RxR} 5 R3®FE) > (RxR} 5 R3@FE-m™1). (1.26¢)

Als unmittelbare Folgen dieser Definitionen ergeben sich fiir die sinnvollen zwei-
maligen Hintereinanderausfiihrungen dieser Operatoren die wichtigen Relationen:
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0%S  9*S  9%*S

V- (VS) = AS = ozt onz T aa (1.27a)
V x (VS8) =0, (1.27b)
V- (VxV)=0, (1.27¢)
Vx(VxV)=V(V-V)-AV. (1.27d)

Dabei ist der Laplace Operator, A, sowohl fiir skalare als auch Vektorfelder de-
finiert. Fiir skalare Felder besteht er in kartesischen Koordinaten einfach aus der
Summe der zweiten partiellen Ableitungen, so wie in (1.27a) gezeigt. Ebenfalls
in kartesischen Koordinaten wirkt er auf ein Vektorfeld komponentenweise so,
wie eben fiir ein Skalarfeld beschrieben. Kennt man die Operatoren in kartesi-
schen Koordinaten, so kann man sie in jedem anderen Koordinatensystem unter
Verwendung der Kettenregel ausdriicken. Dabei spielen solche Koordinatensyste-
me eine groB3e Rolle, die speziellen Symmetrien angepasst sind die man auch in
den Losungen realisiert sehen mochte, wie etwa sphirische Polarkoordinaten bei
SO(3)-Rotationssymmetrie oder Zylinderkoordinaten bei SO(2) x R-Rotations-
Translations-Symmetrie.

In Worten besagt die Relation (1.27b), dass die Rotation eines Gradientenfeldes
immer verschwindet und (1.27c¢), dass die Divergenz der Rotation eines Vektorfel-
des immer verschwindet. Interessanterweise gelten davon auch die Umkehrungen:

Lemma 4 (Poincaré). 1) Ein rotationsfreies Vektorfeld V : U — R® mit U C R3
offen ist lokal immer ein Gradientenfeld. Das heif3t: Ist V x V = 0, dann existiert
um jeden Punkt x¢ € U eine offene Umgebung U’ C U und eine skalare Funktion
S : U — R,sodass V|y» = V.S. Man nennt S das skalare Potential zu V.

2) Ein divergenzfreies Vektorfeld V : U — R3 mit U C R3 offen ist lokal immer
ein Rotationsfeld. Das heifit: Ist V - V = 0, dann existiert um jeden Punkt xg € U
eine offene Umgebung U’ C U und eine vektorwertige Funktion F : U’ — R3, so
dass V|y» = V x F. Man nennt F das Vektorpotential zu V. Letzteres ist wegen
(1.27b) nicht eindeutig bestimmt. Genauer: Erfiillt F' die Gleichung V|» = V xF,
dann auch jedes F/ = F + VS, wobei S ein beliebiges (glattes) Skalarfeld ist.
Diese Freiheit kann man nutzen um von F die Divergenzfreiheit zu fordern, so
dassalso gilt V|iy = V x Fmit V- F = 0. O

Einen Beweis dieses an Wichtigkeit kaum zu iiberschitzenden Resultats, das in al-
len Teilbereichen der theoretischen Physik immer wieder zur Anwendung kommt,
werden wir hier nicht anbieten. Wir verweisen aber auf den Beweis des verwandten
Satzes von Helholtz in Abschnitt 8.4.5.
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Kapitel 2

Die Maxwell-Gleichungen (MG)

»Auf die Frage ‘Was ist die Maxwell’sche Theorie?’ wiisste ich also
keine kiirzere und bestimmtere Antwort als diese: ,,Die Maxwell’sche
Theorie ist das System der Maxwell’schen Gleichungen® [?, S. 23]

2.1 Differentielle Form

Die Maxwell-Gleichungen — die wir im Folgenden immer mit “MG” abkiirzen wer-
den — verkniipfen die Felder (E, D, H, B) mit den Quellen p der elektrischen La-
dungsdichte und J der elektrischen Stromdichte:

p:RxR* > R®C-m™3, (t,x) — p(t,x), (2.1a)
J RxR*->R@C-m2. 57!, (t,x) — J(t,x). (2.1b)

Es gibt 8 Gleichungen; 4 von diesen enthalten die Quellen nicht und heiflen die
homogenen Maxwell-Gleichungen, die anderen 4 enthalten die Quellen und heiflen
die inhomogenen Maxwell-Gleichungen:

V-B =0, VxXE =-B (homogene MG) , (2.2a)
V. -D =p, VxH=J+D (inhomogene MQG) . (2.2b)

Dabei bezeichnet ein Punkt die partielle Zeitableitung; E := OE/0t. Man be-
achte, dass die homogenen (quellenlosen) MG nur das Feld-Paar (E, B) involvie-
ren, wihrend die inhomogenen Gleichungen mit Quellen (p, J) nur das Feld-Paar
(D, H) enthalten.
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Zunichst vergleichen wir einmal die Anzahl der unbekannten Funktionen mit der
Anzahl der Gleichungen: Die Felder E, D, H, B besitzen zusammen 4 X 3 = 12
Komponentenfunktionen. Zu diesen kommen noch die drei Funktionen J und die
eine Funktion p. Zusammen haben wir also 16 Funktionen, die Gegenstand von
nur 8§ Maxwell Gleichungen sind. Zu deren Integration benétigen wir also zusétzli-
che Informationen. Nun erhalten wir 2 x 3 = 6 weitere Komponentengleichungen
durch die zwei Konstitutivrelationen (1.6). AuBlerdem gilt oft noch das bisher aus-
gelassene Ohm’sche Gesetz, dass die Stromdichte J mit der elektrischen Feldstérke
durch die spezifische Leitfihigkeit o linear verkniipft:

J=0E. (2.3)
Die physikalische Einheit von o ist also
o] =JE P =A4-m2-m-VI=0"1.m™ . (2.4)

Setzen wir die MaterialgroBen e, 4 und o als konstant und bekannt voraus, so haben
wir 8 + 6 4+ 3 = 17 Komponentengleichungen fiir 16 Komponentenfunktionen.

Bemerkung 5. Es fillt auf, dass jeweils eine der vier homogenen Komponenten-
gleichungen (2.2a) (ndmlich V - B = 0) und eine der vier inhomogenen Kompo-
nentengleichungen (2.2b) (ndmlich V-D = p) keine Zeitableitungen enthalten. Sie
dienen also nicht der zeitlichen Entwicklung von Anfangsdaten sondern schrianken
diese vielmehr ein. Anfangskonfigurationen, die diesen Gleichungen widerspre-
chen, sind also unzuldssig. Man spricht in solchen Fillen auch von Constraints
(engl. fiir “Zwangsbedingungen”) an die Anfangsdaten. Man kann zeigen: Sind die
Constraints anfanglich erfiillt und entwickeln sich die Felder gemif3 den MG, dann
sind sie auch zu jedem anderen Zeitpunkt erfiillt. Wir werden auf den einfachen
Beweis in Abschnitt 3.2 zuriickkommen. U

Die MG beschreiben, wie elektromagnetische Felder durch gegebene Verteilungen
von Ladungen und Stromen (bewegte Ladungen) erzeugt werden. Sie legen aber
nicht fest, wie die Felder die Bewegungen der Ladungen beeinflussen. Dazu ist
eine unabhingige Annahme notwendig die im Lorentz’schen Kraftgesez formuliert
wird. Dieses besagt, dass die Kraftdichte f(¢,x) auf die durch p(¢,x) und J (¢, x)
charakterisierte Ladungs- und Stromverteilung gegeben ist durch

f(t,x) = p(t,x)E(t,x) + J(t,x) x B(t,x). (2.5)

Fiir eine Punktladung der Stirke ¢, die sich entlang der rdumlichen Bahn ¢ — z(t)
bewegt und deren Ladungs- und Stromdichte gegeben sind durch

p(t,x) = q6® (x —z(t)), (2.6a)
J(t,x) = q0® (x —z(t)) 2(t), (2.6b)
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folgt aus (2.5) durch Integration iiber den Raum

F(t) = q(E(t,z(t)) +a(t) x B(t, z(t))) . 2.7)

Bei gegebenen Funktionen E und B erhilt man daraus und aus der Newton’schen
Bewegungsgleichung F = mz die Bahn ¢ — z(t) des Teilchens als Losung der
gewohnlichen Differentialgleichung 2. Ordung:

ma(t) = q(E(t,z(t)) +a(t) x B(t,z(t))) . 2.8)

Hier ist m die trige Masse der Punktladung.

Wie bereits eingangs erwihnt, sehen wir E und B als die fundamentalen Felder an,
die auch auf mikroskopischer Ebene durch die Kraftwirkungen aus Probeladungen
gemdl (2.7) definiert sind. Man kann die in (1.6) definierten Felder P der elektri-
schen Polarisation und M der Magnetisierung benutzen um mit ihnen D und H
aus den inhomogenen MG (2.2b) zu eliminieren. Damit ist natiirlich noch nichts
gewonnen, denn man hat ja lediglich zwei unbekannte Vektorfelder — namlich D
und H — durch zwei andere — ndmlich P und M - ersetzt, also im wesentlichen
nur GroBen umbenannt. Schreibt man jedoch dann die inhomogenen MG so um,
dass die Terme die P und M enthalten auf der rechten Seite als Quellen auftreten,
ergibt sich ein etwas anderes und neues Verstidndnis der MG. Diese lauten dann

V-E=¢g'(p-V-P), (2.9a)
VxB =py(J+VxM+P+gE). (2.9b)

Diese Gleichungen besagen etwas dariiber, was als Quellen dieser Felder innerhalb
von Materie angesehen werden muss. Fiir das elektrische Feld wirken als Quellen
zwei Ladungsdichten: Die freie Ladungsdichte ps := p und die Polarisierungs-
oder gebundene Ladungsdichte, die entweder mit dem index “P” (fiir “Polarisie-
rung” oder dem Index “b” fiir “bound” (englisch fiir gebunden) bezeichnet wird un

definiert ist durch pp = p,, =: —V - P. Die totale Ladungsdichte ist also
prot == pt+ pp :=p—V -P. (2.10)
~—~
Pb

Fiir das magnetische Feld B wirken als Quellen neben dem Term proportional zu E
nun gleich drei Stromdichten: Die freie Stromdichte J; := J, die Magnetisierungs-
stromdichte Jy; := V xM und die Polarisationsstromdichte Jp := P. Die Summe
aus Magnetierungs- und Polarisationsstromdichte nennt man auch die gebundene
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Stromdichte und bezeichnet sie wieder durch einen index “b” (fiir “bound”). Also
ist
Jiot =Ji+In+Jp =T+ VxM+P. (2.11)
————

Jb

Natiirlich ist jetzt mathematisch immer noch nichts erreicht; wir haben ja nur Glei-
chungen umgestellt und Terme umbenannt. Was die Gleichungen uns aber sagen,
ist, dass wenn wir durch sie E und B in einer gegebenen Anwendung bestim-
men lassen wollen, wir ihnen eine zusdrzliche Information dariiber geben miissen,
was im vorliegenden Fall die Felder P und M sind oder wie sie funktional mit den
Feldern E und B zusammenhéngen; denn dann bestimmen (2.2a) und (2.9) zusam-
men sowohl die Divergenzen als auch die Rotationen beider Felder E und B und
damit die Felder selbst (bei gegebenen Randbedingungen oder im ganzen Raum
bei hinreichend schnellem Abfall im Unendlichen) geméfl dem Helmholtz’schen
Satz (siehe Abschnitt 8.4.5).

Diese zusitzliche Information kann man sich nun in vielen Anwendungen auf Ba-
sis der physikalischen Interpretation der Felder P und M verschaffen: P ist die
rdaumliche Dichte der elektrischen, M die der magnetischen Dipolmomente. Die-
se konnen beispielsweise durch mikroskopische Modelle und Anwendung weite-
rer physikalischer Gesetze in einen funktionalen Zusammenhang mit den Feldern
(E, B) gebracht werden; und selbst wenn man sich mit einer phanomenologisch
motivierten Annahme {iber die Felder P und M begniigt, ohne diese weiter theo-
retisch zu begriinden, kommt man damit doch wenigstens zu einer exakten Losung
der MG. Das werde wir am Beispiel des Stabmagneten oder der polarisierten Ku-
gel explizit durchrechnen. Mit Hilfe solcher Modelle kann man dann im Sinne
eines “Trial and Error” die Annahmen schrittweise modifizieren, um so schlief3-
lich zu physikalisch realistischen Losungen der MG zu kommen. In diesem Sinne
gilt auch hier oft das, was der bekannte mathematischer Physiker Arthur Wight-
man (1922-2013) einmal in einem verwandten Zusammenhang iiber das Verhiltnis
zwischen mathematischer Strenge und physikalischem Realitdtsbezug gesagt hat
[2, p. 204, Sec. 3]

“The theoretical results currently available fall into two categories:
rigorous results on approximate models and approximate results on
realistic models.
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2.2 Integrale Form

Aus der Differentialgleichungen (2.2), die man auch die MG in differentieller Form
nennt kann man durch Integration und Verwendung der Integralsitze von Gaul} uns
Stokes die sogenannten MG in integraler Form erhalten. Diese wollen wir noch
aufschreiben.

Sei G C R3 ein orientiertes Gebiet mit orientierten glattem Rand OG. Dann kénnen
wir die jeweils die erste, die Divergenz von B und D enthaltende Gleichung von
(2.2a) bzw. (2.2b) tiber G integrieren und unter Verwendung des Gaul3’schen Satzes
(8.36) in ein Oberflichenintegral umformen. Wir bekommen so

df-B =0, (2.12a)
oG

/ df-D = Q(G). (2.12b)
oG

Die erste Gleichung besagt, dass der Fluss des Vektorfeldes B durch die Rand-
flache eines Raumgebiets G immer verschwindet. Die zweite Gleichung besagt,
dass der Fluss des Vektorfeldes D durch die Randfliche eines Raumgebiets GG im-
mer gleich ist der in diesem Raumgebiet enthaltenen elektrischen Ladung Ladung
Q. Achtung: Diese Aussagen gelten gemif} Ableitung nur fiir Integrale tiber solche
Flichen im R3, die Rand eines Gebietes G C R? sind in dem die betreffenden
Felder iiberall definiert sind.

Sei F' C R? eine orientierte Fliiche im R? mit glatter orientierter Randkurve OF.
Wir integrieren nun die zweiten, die Rotation von E und H enthaltenden Gleichun-
gen (2.2a) bzw. (2.2b) iiber F' und Verwendung den Stokes’schen Satz (8.43) um
die Integrale der Rotationen in Kurvenintegrale umzuwandeln:

/ dk-E = _M7 (2.132)
oF dt

d®(D, F
/ ik-H = o, F) + 2205 (2.13b)
OF dt

Hier haben wir allgemein den Fluss eines Vektorfeldes V durch die orientierte
Fliache F' mit

O(V,F) = / df -V (2.14)
F

bezeichnet. Vergleiche zur Notation Abschnitt 8.3 und Formel (8.26a). Dabei ha-
ben wir angenommen, dass wir die zeitliche Differentation in B und D mit der
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Integration iiber die Flache F' vertauschen diirfen, dass also fiir X = B oder D

gilt:

d®(X, F)
dt

Das ist richtig, wenn die Fldche F' selbst nicht zeitabhédngig ist, was wir hier explizit

annehmen wollen. Ansonsten wiirden weitere Beitrdge zu beriicksichtigen sein, die

aus der Zeitabhéngigkeit von F' zu berechnen sind.

d(X,F) = . (2.15)

Die Integralform (2.13a) nennt man das Faraday’sche Indunktionsgesetz. Es be-
sagt, dass die entlang der Randkurve OF' induzierte elektrische Spannung (Wegin-
tegral der elektrischen Feldstérke) gleich ist der zeitlichen Rate der Abnahme des
magnetischen Flusses durch die Fliache F'. Das Minuszeichen auf er rechten Sei-
te von Faraday’sche Indunktionsgesetz bezeichnet man auch als Lenz’sche Regel.
Seinetwegen haben wir von “Abnahme” (und nicht Zunahme) gesprochen. Dieses
Minuszeichen ist essentiell. Ohne dieses gilte kein Energieerhaltungssatz in der
Maxwell’schen Elektrodynamik.

Die Integralform (2.13b) nennt man das Ampere’sche Durchflutungsgesetz. Es be-
sagt, dass die entlang der Randkurve OF induzierte magnetische Spannung (We-
gintegral der magnetischen Feldstirke) gleich ist der Summe aus dem Fluss des
freien elektrischen Stroms und der zeitlichen Rate der Zunahme des elektrischen
Flusses durch die Fliche F. Oft bezeichnet man auch D als Maxwell’schen Ver-
schiebungsstrom, so dass man auch sagen kann, dass die magnetische Spannung
gleich ist der Summe der Fliisse des freien- und des Verschiebungsstroms.

Fiir beide Gesetze gilt, dass falls zwei Flichen F und F3; die gleiche Randkurve
K = 0F = OF5 besitzen die linken und damit eben auch die rechten Seiten von
(3.4) gleich sind.

2.3 Symmetrien

2.3.1 Allgemeines

Die MG besitzen eine Reihe von Symmetrien, auf die wir in der speziell-
relativistischen Formulierung noch ausfiihrlich zu sprechen kommen werden. An
dieser Stelle wollen wir aber bereits einige mehr oder weniger “offensichtliche”
Symmetrieeigenschaften diskutieren, die uns auch die Gelegenheit geben, das Kon-
zept der “Symmetrie” in Bezug auf mathematische Gleichungen zu erklédren, das
in der modernen Physik von zentraler Bedeutung ist. Was hei3t es, wenn man sagt,
eine Gleichung oder ein System von Gleichungen besitze “Symmetrien”? Dafiir
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wollen wir eine allgemeine Definition geben. Davor miissen wir jedoch einige Be-
griffe festlegen.

Was die algebraische Struktur einer Gruppe ist, setzen wir als bekannt voraus.
Ebenfalls die Begriffe “Homomorphismus” und “Isomorphismus”, die Abbildun-
gen zwischen Gruppen charakterisieren. Als Beispiel einer Gruppe nennen wir
Bij(M), das ist die Menge der Bijektionen einer Menge M, also die Menge al-
ler zugleich injektiven und surjektiven Abbildungen von M auf sich. Diese bilden
eine Gruppe, in der die Gruppenmultiplikation die Komposition von Abbildungen
ist (die wir mit dem Symbol o bezeichnen) und das neutrale Element (die Grup-
penidentitit) durch die Identitétsabbildung idy; gegeben ist, die jedem Element
m € M sich selbst zuordnet.

Definition 6. Unter einer “Aktion” oder auch “Operation” einer Gruppe G auf
einer Menge M versteht man einen Gruppenhomomorphismus

O:G—Bij(M), g— Oy. (2.16a)

Es gilt also
O.=1idy und Oyz0O0) = Oy, (2.16b)
wo e € (G das neutrale Element in G bezeichnet. O

Gruppenaktionen konnen sehr verschiedene Eigenschaften haben; hier sind die
wichtigsten:

Definition 7. Die Aktion (2.16) heifit “effektiv’” wenn die Abbildung O in (2.16a)
injektiv ist, also wenn aus O, = id; folgt g = e; oder anders ausgedriickt, wenn
der Kern von O trivial ist (nur aus dem neutralen Element in GG besteht). Das be-
deutet, dass kein g # e alle Punkte in M fest ldsst (jedes g # e bewegt mindestens
einen Punkt in M) . Sie heif3it “frei”, falls kein g # e einen Fixpunkt besitzt (jedes
g # e bewegt jeden Punkt in M). Sie heifit “transitiv’ wenn fiir je zwei Punkte
m,m’ aus M ein g € G existiert, so dass m’ = O4(m) (von jedem Punkt in M
kommt man zu jedem anderen). SchlieBlich heif3t sie “einfach transitiv’ wenn zu
jedem Paar (m, m’) genau ein g existiert, so dass m’ = Og4(m). O

Dieses allgemeine Konzept wenden wir nun auf Gleichungen an, wobei wir das
Wort “Gleichung” ebenfalls sehr allgemein interpretieren, namlich als Selektions-
kriterium, das aus einer Menge F von Funktionen (bei uns Feldern) diejenigen
auswidhlt, die eben den Gleichungen geniigen (diese 16sen).

Definition 8. Ein Gleichungssystem G in Bezug auf eine Menge F von Feldern
(oder allgemein dynamischen GroBen) heillt symmetrisch unter einer Gruppe G,
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wenn es eine effektive Operation O der Gruppe G auf der Menge F gibt, so dass
die Untermenge Fg := {F € F : F lost G} invariant (als Menge) bleibt, also
Losungen auf (i.a. verschiedene) Losungen abgebildet werden. O

Bemerkung 9. In dieser Definition wurde auf effektive Aktionen eingeschrénkt,
da sonst mit der trivialen Aktion O : G — idys jede Gruppe Symmetriegruppe
Jjedes Gleichungssystems wire. Diese Einschrinkung erfolgt auBerdem o.B.d.A:
Denn ist O nicht effektiv, hat also der Homomorphismus O einen nicht-trivialen
Kern K C G, dann ist dieser eine invariante (normale) Untergruppe von G und
man kann D auf die Quotientengruppe G’ := G/ K einschrinken, die nun effektiv
operiert. (]

Bemerkung 10. Man beachte, dass bei gegebenem Gleichungssystem G fiir F die
Feststellung einer Symmetriegruppe G nicht nur die Gruppe G selbst betrifft son-
dern auch ihre Operation O auf F. Nur von dem Tupel (G, O) ist es sinnvoll zu
sagen, es realisiere eine Symmetrie. Eine Gruppe G wird i.a. nur fiir eine sehr spe-
zielle Operation O auf F eine Symmetrie realisieren, nicht aber beziiglich anderer.
Welche Operation “physikalisch die richtige” ist kann oft nur anhand der Glei-
chungen selbst entscheiden werden. Wenn man ohne Verweis auf eine Operation
von einer Gruppe sagt, sie sei eine Symmetriegruppe eines Gleichungssystem, so
hei3t das meistens, dass diese Aussage unter einer irgendwie offensichtlichen oder
vorher unterstellten Operation richtig ist. Es kann auch heiflen: ,,Es gibt eine Ope-
ration O der genannten Gruppe G, so dass (G, O) eine Symmetrie realisiert.” In
diesem Fall stellt sich die Frage nach der Eindeutigkeit und ob es gegebenenfalls
das Hinzuziehen weiterer (physikalischer) Prinzipien gestattet, unter den mogli-
chen Operationen O, O’, 0", ... eine eindeutige auszuwihlen. d

2.3.2 Einige diskrete Symmetrien der MG

Als Beispiel betrachten wir hier drei verschiedene diskrete Symmetrien der MG.
Diskret heilit hier, dass G als Menge abzihlbar, im vorliegenden Fall sogar endlich
ist. In der Tat handelt es sich um die einfachste, nicht-triviale Gruppe: Z5." Diese
kann auf den Felden ¥ = {E,D,B,H, p,J} die in den MG vorkommen, auf
vielerlei Weisen Operieren. Zwei dieser Operationen sind folgende, die wir durch
einen Index P bzw. T' kennzeichnen. Die mit diesen Symbolen versehenen Felder
sind zu verstehen als Ergebnis der Operation des nicht-neutralen Elements von Zo
diesem Feld; also z.B. bildet die durch P indizierte Operation das elektrische Feld

'Die Gruppe Z» kann man sich etwa als die additive Gruppe der ganzen Zahlen modulo 2, also den
Quotienten der Gruppe Z der ganzen Zahlen nach dem Normalteiler der geraden Zahlen denken:
Zy = 7,/27. Altenativ kann man sie sich auch als die multiplikative Gruppe von {1, —1} denken.
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E auf einen neues, E p, ab, das dann dadurch definiert ist, dass der Wert des Feldes
Ep zur Zeit t und am Ort x gleich ist dem Negativen des Wertes von E zur Zeit ¢

am Ort —x. In Formeln: Ep(t,x) = —E(¢, —x). Insgesamt haben wir fiir die P

und 7T'-Operation folgende Vorschriften:
Ep(t,x) = — E(t,—x), (2.17a)
Dp(t,x) = — D(t, —x), (2.17b)
Bp(t,x) = + B(t,—x), (2.17¢)
Hp(t,x) = + H(t, —x), (2.17d)
pp(t,x) = + p(t,—x), (2.17e)
Jp(t,x) = —J(t,—x), (2.17f)

bzw.
Er(t,x) = + E(—t,x), (2.18a)
Dr(t,x) = + D(—t,x), (2.18b)
Br(t,x) = — B(—t,x), (2.18¢)
Hr(t,x) = — H(-t,%), (2.18d)
pr(t,x) = + p(—t,x), (2.18e)
Jr(t,x) = —J(—t,x). (2.18f)

Man beweist nun leicht mit Hilfe der Kettenregel, dass die mit P und 7" indizierten
Felder die MG (2.2) erfiillen, wenn das fiir die Ausgangsfelder zutrifft. Die Grup-
pe Zs operiert also auf zwei verschiedene Weisen als Symmetriegruppe der MG.
In der P-Variante nennt man diese Operation Paritdtstransformation, in der T-
Variante die Transformation der Zeit- oder Bewegungsumkehr. Man sagt auch, die
MG seien unter diesen Operationen invariant. Man beachte besonders das jeweils
unterschiedliche Verhalten (Minuszeichen) der elektrischen und magnetischen Fel-
der, ohne den keine Symmetrie vorliegen wiirde.

Als Anwendung betrachten wir das Verhalten eines elektrisch geladenen Teilchens,
das sich unter Einfluss der Lorentzkraft nach dem Newton’schen Bewegungsgesetz
(2.8). Man beweist nun leicht folgenden

Satz 11. Sei ¢t — z(t) die Bahnkurve eines elektrisch geladenen Teilchens, die der
Bewegungsgleichung (2.8) mit den Feldern (E, B) geniigt. Dann geniigen zp und
z7, die definiert sind durch
zp(t) = —z(t), (2.19a)
zr(t) = z(—t), (2.19b)

den Bewegungsgleichungen (2.8) mit den Feldern (Ep, Bp) bzw. (E7,Br). O
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Der Beweis ist eine gute Ubung.

Die Maxwell Gleichungen (2.2) haben noch eine weitere, sehr einfache aber des-
halb nicht weniger wichtige diskrete Zy-Symmetrie: Die sogenannte Ladungskon-
Jjugation, oder englisch “charge conjugation”. Sie wird mit einem Index C' bezeich-
net und bedeutet physikalisch, dass man an allen im System vorkommenden La-
dungen das Vorzeichen dndert. Dann gehen Ladungsdichten, Stromdichten und alle
von ihnen linear erzeugte Felder in ihr Negatives liber. Sie besteht also einfach dar-
in, alle vorkommenden Felder mit (—1) zu multiplizieren nach dem Schema:

X Xe,  Xo(t,x)=-X(t,x). (2.20)

Dabei steht X stellvertretend fiir jedes der Felder {E,D,H,B, p,J}. Da die
Transformation auf allen Feldern gleich wirkt, begniigen wir uns mit (2.20) und
schreiben nicht alle gesondert auf. Ohne weitere Rechnung ist sofort klar, dass die
so transformierten Felder die MG (2.2) erfiillen sofern es die Ausgangsfelder taten,
denn die Gleichungen (2.20) sind ja in den Felden linear: Wir konnen also die (als
erfiillt vorausgesetzten) Gleichungen fiir die Ausgangsfelder mit (—1) multiplizie-
ren und erhalten so die dann ebenfalls erfiillten Gleichungen fiir die ladungskon-
jugierten Felder. Man beachte, dass hier, im Gegensatz zu (2.17) und (2.18), die
Argumente der Felder, also (¢, x), von der Ladungskonjugation unberiihrt bleiben.

Zusammengenommen haben wir nun drei verschiedene Symmetrien kennenge-
lernt, von denen jede einer anderen Operation der Gruppe Zo auf der Menge der
Felder entspricht, die wir mit den Buchstaben P (fiir Paritit; engl. “parity”), 1" (fiir
Zeitumkehr; engl. “time reversal”) und C' (fiir Ladungskonjugation; engl. “charge
conjugation”) gekennzeichnet haben. Da jede dieser Transformationen eine Sym-
metrie der MG darstellen, gilt dies auch fiir alle ihre Kombinationen. Man priift nun
leicht nach, dass die drei Transformationen P, T, C' auf den Feldern vertauschen,
d..h. die Ergebnisse ihrer kombinierten Anwendungen nicht davon abhéngen, in
welcher Reihenfolge sie erfolgen. Kombiniert man alle diese Transformationen,
so erhilt man eine 8-elementige abelsche Symmetriegruppe die isomorph ist zu
Zo X Zo X Zg, wobei die erste Zs von der Parititstransformation erzeugt wird,
die zweite von der Zeitumkehr und die dritte von der Ladungsumkehr. Fiihrt man
etwa an den Feldern jede der Transformationen C, P und 7' gemaB (2.20),(2.17)
und (2.19) aus (die Reihenfolge ist hier egal; traditionell spricht man von der C' PT'-
Transformation), so erhilt man die C PT-transformierten Felder, die natiirlich wie-
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der die MG erfiillen (sofern es die Ausgangsfelder taten). Sie lauten:

Ecpr(t,x) + E(—t,—x), (2.21a)
Dcpr(t,x) = + D(—t,—x), (2.21b)
Bepr(t,x) = + B(—t, —x), (2.21c)
Hepr(t,x) = + H(—t, —x), 2.21d)
pcpr(t,x) = —p(—t,—x), (2.21e)
Jopr(t,x) = —J(—t,—x). 2.21f)

Man priift leicht direkt an (2.2) nach, dass es sich dabei in der Tat um eine Sym-
metrie handelt. Wir erwédhnen das an dieser Stelle, weil die PTC-Transformation
in der relativistischen Quantenfeldtheorie, die dem Standardmodell der Elementar-
teilchen unterliegt, einen besonderen Status besitzt: Sie ist “ungebrochen”, d.h, die
Feldgleichungen aller drei fundamentalen Wechselwirkungen mit Ausnahme der
Gravitation?, also der starken, schwachen und elektromagnetischen WW, besitzen
die C PT-Kombination als Symmetrie. Dies ist die Aussage des in der relativis-
tischen QFT geltenden CPT-Theorems. Die CPT-Symmetrie besitzt deshalb fun-
damentalen Status, wihrend das nicht einzeln fiir P, 7" und C' gilt. Die schwache
WW beispielsweise bricht einzeln C, P und 7', d.h., es gibt gemil ihrer Glei-
chungen dynamische Prozesse wie den etwa den radioaktiven -Zerfall, dessen P
transformierte Version den Gleichungen nicht geniigt.® Gilt die C' PT-Symmetrie,
dann ist eine Verletzung der 7-Symmetrie dquivalent einer Verletzung der C' P-
Symmetrie (engl. “C P-violation”). Von der schwachen WW ist bekannt*, dass sie
die C'P-Symmetrie bricht. Von der starken WW ist dies bisher phanomenologisch
nicht bekannt (man nennt diesen Umstand das “strong C'P-problem”). Eine Ver-
letzung konnte in den theoretischen Rahmen der QCD (Quantenchromodynamik)
eingebaut werden.

’Die Gravitation wird im Rahmen der Allgemeinen Relativitiitstheorie als eine klassische Feldtheorie
beschrieben und es ist bis heute unklar, ob und wie sie in einem quantenfeldtheorischen Rahmen
verallgemeinert werden soll und kann, so wie die Maxwell’sche Theorie der klassischen Elektro-
dynamik in der QED (Quantenelektrodynamik) aufgeht. Man nennt dies das Problem der Quanten-
gravitation. Das “Problem” besteht sowohl in der Frage “ob” als auch der Frage “wie”.

Experimentell wurde die “Parititsverletzung” am schwachen 3-Zerfall 1956 nachgewiesen (“Wu-
Experiment”) und schon im Folgejahr 1957 mit dem Nobelpreis ausgezeichnet.

“Die C'P-Verletzung wurde 1964 am Zerfall des neutralen Kaons nachgewiesen und 1980 mit dem
Nobelpreis ausgezeichnet.
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2.3.3 Einige kontinuierliche Symmetrien der MG

Neben den diskreten besitzen die MG aber auch kontinuierliche Symmetrien, de-
ren Gruppen G also die Machtigkeit des Kontinuums besitzen und besondere Bei-
spiele von Lie-Gruppen sind.> Die volle Symmetriegruppe werden wir erst in der
speziell-relativistischen Formulierung kennenlernen. An dieser Stelle wollen wir
aber zumindest zeigen, dass die Gruppe E3 der euklidischen Bewegungen eine
Symmetriegruppe der MG ist.

Unter einer euklidischen Bewegung versteht man die Komposition einer raumli-
chen Drehung mit Drehmatrix R und einer rdumlichen Translation mit dem Ver-
schiebungsvektor a:

X x = Daryx:=Rx+a (2.22)

Dabei haben wir durch die Schreibweise gleich angedeutet, dass es sich hier um
eine Aktion D der Gruppe E3 auf dem Ortsraum R? handelt. Die Gruppe Es ist als
Menge das kartesische Produkt der Menge aller Translationen (die wir wieder mit
R3 identifizieren) mit der Menge aller Drehmatrizen, die gegeben ist durch

SO(3) := {R € Mat(3 x 3,R) : RR" =1, det(R) =1} . (2.23)

Als Gruppe ist aber E3 nicht einfach das direkte Produkt R? x SO(3) beider Grup-
pen, sondern das semi-direkte Produkt R? x SO(3), dessen Multiplikationsgesetz
direkt aus (2.22) durch Hintereinanderausfiihrung (mit dem Symbol o bezeichnet)
von Dy gy und D, ) folgt: Es ist

D(a//73//) = D(a’,ﬂ') o D(mg) (2243)

mit
(a”,R") = (a,R)(a,R) = (¢ + R'a, R'R). (2.24b)
Insbesondere ist das Inverse des Elements (a, R) € F3 gegeben durch
(a,R)"'=(-R'a,R71). (2.24¢)
Wie aber operiert die Gruppe E3 nun auf auf den Feldern der MG? Dies sind bis auf

das Skalarfeld p alles Vektorfelder. Im Fall von Skalarfeldern wirkt die Gruppe le-
diglich auf das Argument. Dabei muss man nur beriicksichtigen, dass die Wirkung

Benannt nach dem norwegischen Mathematiker Sophus Lie (1842-1899). Lie-Gruppen kann man
charakterisierein als solche Gruppen, die zugleich differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind und in
denen die Abbildungen der Multiplikation und Inversion differenzierbar sind. Abgeschlossene Un-
tergruppen der Gruppe aller invertierbaren n X n Matrizen sind z.B. Lie-Gruppen.
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im Argument mit der inversen Operation auszufiihren ist.® Fiir Vektorfelder wird
zusitzlich der Wert des Feldes mit dem Rotationsanteil R verdreht, wéihrend die
Translationen keinen Einfluss auf den Wert besitzen. Dies entspricht einer anderen
Aktion von F3 auf R? (dem Vektorraum der Feldwerte), namlich Dza’R)y = Ry.
Diese hat die ganze (normale) Untergruppe der Translationen im Kern und ist des-
halb nicht effektiv. Zusammen mit der Aktion im Argument des Feldes entsteht
aber eine effektive Aktion von F3 sowohl auf Skalarfeldern S und Vektorfeldern
V, die wie folgt sind:

O@r)S = SoD [k, (2.252)
OrV = RoVoD g . (2.25b)

Man mache sich klar, dass die Komposition von Abbildungen sinnvoll ist und da-
durch in der Tat eine Aktion der Gruppe E3 auf den Feldern definiert wird; also
gilt (umbedingt nachrechnen!)

O@r) °O@r) = O@+R'a,R'R) - (2.25¢)

Ausgeschrieben mit Argumenten heiflen (2.25a) und (2.25b):
(Or)S)(t.x) = S(t.R ' (x—a)), (2.26a)
(OrV(t,x)) = RV(4, R (x —a)). (2.26b)

Mit Hilfe der Kettenregel beweist man nun folgende Relationen fiir die diversen
Ableitungen der Felder:

V<0<a,3>5) = O@r)(VS), (2.27a)
v (O(a@V) = Our)(V- V), (2.27b)
v x <O<a,B>V) = Opr) (VX V). (2.27¢)

Die Interpretation dieser Gleichungen ist ganz einfach: Die Aktion O der Gruppe
vertauscht (kommutiert) mit allen Differentationsoperationen (Gradient, Divergenz
und Rotation).

Wir rechnen dies hier vor. Dazu notieren wir, dass die Jacobi-Matrix der Abbildung
(2.22) gegeben ist durch
ox'”
Jap 1= W = Ligh

®Man erinnere sich: Sei f : R — R eine Funktion, dann ist die um die positive Strecke a nach rechts
in Richtung der positiven z-Achse verschobene Funktion gegeben durch fo(z) := f(x — a), also
fo = foT,; ', wennT, : x — T,(z) := z + a die Aktion der Translationsgruppe R auf der
x-Achse bezeichnet.

(2.28)
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wo R, die Komponenten der Drehmatrix R sind, die gemaf} Defintion (2.23) der
Orthogonalititsrelation geniigen, die wir hier nochmals in Komponentenschreib-
weise wiedergeben:

RanRyn = RpaRnp = Oab - (2.29)

Somit erfiillt auch die Jacobi-Matrix diese Relationen. Fiir eine allgemeine Funk-
tion f, die entweder ein Skalarfeld oder die Komponente eines Vektorfeldes re-
prisentieren moge, gilt dann die Ketternregel

Va(f o D(a,B)) = Jma(vmf) o D(a’g) = Rma(vmf) o D(a’g) . (2.30)

Hitten wir im Argument mit D(_a{R) komponiert stiinde statt R,,, die ma-
Komponente der Inversen, also R,,,. Daraus folgt sofort (2.27a) falls fiir f ein
Skalarfeld S eingesetzt wird. Fiir ein Vektorfeld V erhalten wir fiir V,V}/, wenn
V' das gemiB (2.26b) transformierte Feld bezeichnet,

Va[O(a,E) V]b =V, [Rbn(vn © D(_E:E))]
= RyVa| (Voo Dilg))] (231)

= RamRon(Vin Vi) © D(a R -

Durch Multiplikation mit J,; und Summation iiber ¢ und b unter Beachtung von
(2.29) erhdlt man (2.27b). Um (2.27c) zu erhalten multipiliziert man (2.31) statt-
dessen mit £,p., summiert iiber a und b und beachtet, dass aus der Invarianz von
€abe Und (2.29) folgt:

6abdRamRmedl = Emnl < 8abc-Ram]%bm = Rcl Emnl - (232)

Damit sind die Relationen (2.27) gezeigt und auch der Beweis der E3-Symmetrie
der MG bereits vollstindig erbracht. Denn wendet man auf jede der Maxwell-
Gleichungen O, r) an, so kann man es mit den Differentationsoparationen ver-
tauschen und erhilt unmittelbar die Maxwell-Gleichungen fiir die transformierten
Felder. Da die Operationen O(, r) auf der Menge der Felder aber umkehrbar (also
Bijektionen) sind, erfiillen die transformierten Felder die MG genau dann, wenn es
die Ausgangsfelder tun; voila!

Bemerkung 12. Die Operation O der Gruppe Ej3 ist auf allen Vektorfeldern, die
in den Maxwell-Gleichungen vorkommen, gleich und durch (2.25b) gegeben. Das
ist nicht mehr richtig, wenn man zu den euklidischen Bewegungen noch die Raum-
spiegelungen, also Parititstransformationen (2.17) hinzunimmt, also die spezielle
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orthogonalen Gruppe SO(3) zur vollen orthogonalen Gruppe O(3) erweitert. Dann
werden zwar die Argumente der Vektorfelder alle gleich transformiert, die Werte
jedoch unterschiedlich: Die Magnetfelder B und H bekommen kein zusétzliches
Minuszeichen bei orientierungsumkehrenden Elementen in O(3), die elektrischen
Felder E und D sowie der Strom J aber schon. Eine Gleichbehandlung der Felder
wiirde nicht zu einer Symmetrie der MG fiihren. Dieses unterschiedliche Verhal-
ten bedeutet mathematisch nur, dass die Vektorrdume, in in denen die Felder ihre
Werte annehmen, verschiedene Darstellungen der Gruppe O(3) tragen, wobei die
Darstellungen gleich sind, wenn man sie auf die Untergruppe SO(3) C O(3) ein-
schrinkt. In der Physikliteratur spricht man dann manchmal von polaren Vektoren,
wie E, D und D, und axialen Vektoren, wie B und H. Das ist etwas irrefiihrend,
weil die Unterscheidung keine in der Kategorie der Vektorrdaume ist, sondern in der
Kategorie der Vektorriume mit Darstellungen. (]

Bemerkung 13. Nachdem die Gruppe E3 zusammen mit P und 7" als Symme-
trie der MG erkannt ist, kann man sich fragen, ob diese Gruppe nicht zur Galilei-
Gruppe erweiterbar ist. Sicher ist es richtig, dass auch die Zeittranslationen ¢ —
t+b eine Symmetrie der MG bilden, wenn man sie so implementiert, dass lediglich
das Zeitargument ¢ aller vorkommenden Felder die Translation ¢t — ¢ — b (kom-
poniert wird im Argument immer mit der Inversen) erfdhrt; den dann vertauscht
diese Operation ja offensichtlich mit allen vorkommenden Differentialoperatoren,
insbesondere der Differentiation nach der Zeit. Was ist aber mit den Geschwindig-
keitstransformationen der Form ¢ — ¢ und x — x + vt, die Raum und Zeitkoordi-
naten mischen? Dass diese keine Symmetrien der MG sein konnen, jedenfalls dann
nicht, wenn die Operation auf den Feldern wieder so ist, dass deren Argumente wie
(t,x) — (t,x—vt) transformieren, ist leicht aus Folgendem zu sehen: Wir werden
gleich in Abschnitt (3.3) sehen, dass die MG Wellenlosungen im Vakuum zulassen
deren Propagationsgeschwindigkeit immer gleich ist dem Wert von ¢ := 1/, /Egfio.
Wiren die eigentlichen Galilei-Transformationen eine Symmetrie, so dass die Ar-
gumente der Felder wie angegeben Transformieren, dann wiirde eine ebene Welle,
deren Argument nur von (wt — k - x) abhéngt und die sich deshalb mit der Pha-
sengeschwindigkeit ¢, = w/|/k|| ausbreitet, nach der Transformation wieder nur
vom Argument (wt —k(x—vt)) = ((w+k-v)t —k-x) abhingen, also eine Wel-
le mit der gednderten Phasengeschwindigkeit c;h = ¢pn, + Vv - k/| k]| beschreiben.
Diese sind aber nicht Wellenlosungen der MG, denn diese haben alle die gleiche
Phasengeschwindigkeit ¢, = c. Das wirft die Frage auf, ob denn das Relativitits-
prinzip, das ja in der klassischen Mechanik gerade durch die Galilei-Symmetrie
implementiert wird, in der Elektrodynamik keine Giiltigkeit besitzt. Dazu erinnern
wir an die Formulierung des mechanischen Relativititsprinzips, auch deshalb, weil
der kursiv gesetzte Teil unvorsichtigerweise oft weggelassen wird:
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Zwei identische abgeschlossene mechanische Systeme, die sich rela-
tiv zueinander in gleichformig-geradliniger Bewegung befinden, sind
hinsichtlich der an den Einzelsystemen mechanisch messbaren Phdno-
mene ununterscheidbar.

Wire diese Formulierung immer noch richtig, wenn wir darin “mechanische”
durch “elektromagnetische” Systeme ersetzten? Das scheint nicht so zu sein, denn
die Aussage, der Maxwell’schen Theorie, dass sich elektromagnetische Wellen
ausschlieflich mit der einen festen Geschwindigkeit ¢ = 1/, /€of1o ausbreiten kann
ja wohl nicht in allen Systemen zugleich gelten; oder? Also wird durch sie offen-
sichtlich eines dieser Systeme ausgezeichnet, namlich das, in dem elektromagne-
tische Wellen eben diese, durch die Theorie festgelegte Geschwindigkeit besitzen.
Historisch wurde dieses ausgezeichnete System mit dem Ruhesystem eines den
ganzen Raum erfiillenden hypothetischen Mediums identifiziert, dem man den Na-
men “Ather” gab (nicht zu verwechseln mit dem chemischen Ather).

Trotz alledem zeigt sich, dass das Relativitétsprinzip auch in der Elektrodynamik
gilt! Es war die Spezielle Relativitétstheorie Einsteins aus dem Jahr 1905, die die-
sen scheinbaren Widerspruch aufgeldst hat. Dazu kommen wir noch! Einfiihrendes
und (hoffentlich!) leicht verstiandliches dazu findet der/die Interessierte in [?].

Theoretische Elektrodynamik, SS 2021 34/185
qig.itp.uni-hannover.de/~giulini/



Kapitel 3

Erste allgemeine Folgerungen aus
den MG

3.1 Ladungserhaltung

Wir nehmen die Divergenz der zweiten Gleichung (2.2b). Dann Verschwindet die
linke Seite wegen (1.27c). Ersetzen wir dann noch V - D durch p, was aus der
ersten Gleichung (2.2b) nach deren zeitlicher Differentiation folgt, so erhalten wir:

p+V-J=0. (3.1)

Diese Gleichung driickt die Ladungserhaltung aus. Integriert man sie iiber ein
raumliches Gebiet G C R? und wendet den GauB’schen Satz an, so folgt

aQG) _ _d _ :
—— T Gp(t,x) dv = /80 df - J(t,x), (3.2)

wobei JG den Rand von G bezeichnet. Auf der Linken Seite steht die negative
zeitliche Anderungsrate der in G enthaltenen Ladung zum Zeitpunkt ¢, also deren
zeitliche Verlustrate. Auf der rechten Seite steht das pro Zeiteinheit durch die Ober-
fliche OG von G nach aufien stromenden Ladung. Die Gleichheit besagt, dass zu
jedem Zeitpunkt die Abnahme der in G enthaltenen Ladung ausschlief3lich durch
den Ladungsabtransport aus dem Gebiet GG heraus stattfinden kann. Anders ausge-
driickt: Das Komplement von G nimmt zu jedem Zeitpunkt soviel Ladung auf, wie
G verliert. Die differentielle Form (3.1) beinhaltet diese Aussage zu jedem Zeit-
punkt und fiir jedes (noch so kleine) Raumgebiet. Deshalb nennt man (3.1) auch
die lokale Erhaltungsgleichung fiir die Ladung.
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Bemerkung 14. Wie gesehen ist (3.1) eine notwendige Folge der MG; also
MG = (3.1). Man sagt auch: (3.1) ist eine Integrabilititsbedingung fiir die MG.
Die logisch korrekte Umkehrung davon ist (3.1) = MG. (Ein Uberstreichen be-
deutet die logische Negation). Hat man also eine Quelle (p,J) die (3.1) verletzt,
dann kann man dazu niemals elektromagnetische Felder finden, so dass insgesamt
die MG erfiillt sind. g

3.2 Erhaltung der Constraints

Nimmt man jeweils die Divergenz der zweiten Gleichungen von (2.2) so erhilt
man wieder wegen (1.27c) die zeitlichen Ableitungen der ersten. Fiir (2.2a) ist das
sofort klar und fiir (2.2a) benutzt man noch die gerade abgeleitete Gleichung (3.1).
Daraus folgt, dass die Constraints unter der Maxwell-Entwicklung erfiillt bleiben
wenn sie anfanglich erfiillt sind. Das war einfach!

3.3 Wellenausbreitung in homogenen Umgebungen

Wir nehmen an, dass € und p rdumlich und zeitlich konstant sind. Das schlief3t
insbesondere natiirlich auch das Vakuum ein, wo € = ¢g und p = pg. Wir kénnen
dann D und H zugunsten von E und B in (2.2b) eliminieren und erhalten

V-B=0, V xE = —-B, (3.32)
V-E=ple, VxB=uJ+uE. (3.3b)

Von den jeweils zweiten Gleichungen nehmen wir die Rotation und erhalten unter
Verwendung von (1.27d)

V(V-E)-AE = -V x B, (3.4a)
V(V-B)—AB = uV xJ + ueV x E. (3.4b)

Bildet man hingegen statt der Rotation die zeitlichen Ableitungen der jeweils zwei-
ten Gleichungen von (3.3), so folgt

V xE = —B, (3.5a)
V x B = pJ + pekE. (3.5b)

Benutzt man diese um auf den rechten Seiten von (3.4) die Terme V X B bzw.
V X E zu eliminieren, und eliminiert man weiter in (3.4) in den ersten Termen der
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linken Seiten noch die Divergenzen von E und B gemil der ersten Gleichungen
von (3.3), so folgt schlieBlich:

OE = —puJ — e 'Vp, (3.6a)
OB =uV x J. (3.6b)

wobei wir den Wellenoperator [J definiert haben:

2 1 92 2 2 2
DZ:M&%_Azg%_%_aa—ﬁ—%’ 3.7)
mit
PR L _ %, (3.8)
Hier ist
co: ! 3.9

B vV HOE0

die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum und

n = \/lrEr (3.10)

der Brechungsindex des durch p, und e, charakterisierten Materials. ¢ = c¢y/n
ist dann gerade die Geschwindigkeit, mit der sich die Wellen in dem Material in
Abwesenheit der Quellen ausbreiten, also fiir p = O und J = 0.

Bemerkung 15. Die Gleichungen (3.6) sind eine logische Folge der MG, fiir diese
also notwendig. Sie sind aber nicht hinreichend: Nicht jede Losung von (3.6) erfiillt
auch die MG, aber jede Losung der MG erfiillt (3.6). Es folgt, dass sich im ladungs-
und stromfreien Raum die Felder mit der Geschwindigkeit ¢ = ¢y /n ausbreiten. [J

Als Beispiel betrachten wir ebene Wellen fiir E und B. Diese diirfen wir als
komplex-wertige Funktionen schreiben, weil dann wegen der Linearitit der Glei-
chungen sowohl der Real- als auch der Imaginirteil — die beide reell sind — die
Gleichungen erfiillen und somit reelle Losungen darstellen:

E(t,x) = Egexp(i(wt —k-x)), (3.11a)
B(t,x) = Boexp(i(wt —k-x+¢)), (3.11b)

wobei w eine konstante Kreisfrequenz, k ein konstanter Wellenzahlvektor und ¢ ei-
ne konstante Phase ist. Letztere parametrisiert eine mogliche Phasenverschiebung
der B— gegen die E-Welle. Dabei haben wir gleich der Einfachheit halber bei-
de Wellen als von der gleichen Frequenz, Wellenzahl und Fortschreitungsrichtung
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angenommen (wir hitten diese auch zunidchst unabhingig voneinander wihlen
konnen, mit dem gleichen Endergebnis; s.u.). Die Funktionen (3.11) erfiillen (3.6)
fiir p = O und J = 0, also die homogenen Wellengleichungen LJE = OB = 0

sofern,
2

w
k-k=:|k|*= - (3.12)

Weitere Bedingungen folgen aus (3.6) nicht. Damit sind die Gleichungen (3.3) aber
noch keineswegs erfiillt. Vielmehr folgt aus deren beiden ersten Gleichungen

k-Eg=k-By=0, (3.13)

d.h. die Transversalitit beider Wellen. Aus den zweiten Gleichungen (3.6) folgt
wegen V X E = —ik X E und E = wE (genauso fiir B) und nach jeweils
Wegkiirzen des gemeinsamen Faktors exp(i(wt — k - x)) auf beiden Seiten, dass

—ik x Eg = —iwBg exp(iyp),

. 9 . (3.14)
—ik x Bg = i(w/c*)Eg exp(—ip) .

Nach Wegkiirzen von ¢ und Beachten, dass die konstanten Vektoren Eg, By und
k reell sind, muss auch exp(iy) reell sein, also ¢ = 0 (d.h. exp(i¢) = 1) oder
¢ = m (d.h. exp(ip) = —1). Der letzte Fall ist aber im ersten enthalten indem man
dort k durch —k ersetzt. Also diirfen wir uns auf (o = 0 beschrénken, was besagt,
dass die E-Welle und die B—Welle in Phase sein miissen. Weiter folgt aus (3.12),
dass k := (¢/|w|)k ein normierter Einheitsvektor in Fortschreitungsrichtung der
ebenen Welle ist. Damit ist (3.14) dquivalent zu

kxEyg=cBy und kxBy=—(1/c)Eq. (3.15)

Da aber sowohl Ej also auch By gemil (3.13) orthogonal zu k sind, sind die
beiden Gleichungen (3.15) zueinander dquivalent (jede folgt aus der anderen durch
vektorielle Multiplikation mit k).

Somit haben wir als vollstindige Konsequenzen der MG erhalten, dass ebene Wel-
len der Form (3.11) die quellenfreien MG genau dann erfiillen, wenn

1. ¢ = 0, die elektrischen und magnetischen Wellen also in Phase sind;

2. die Phasengeschwindigkeit c¢,, = w/|k]|| gleich ist ¢ = ¢y/n =

co/\/lrer = 1/ \/liE;
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3. die drei Vektoren (k, Eg, By) ein rechtshindiges orthogonales System von
Vektoren bildet mit ||Bg|| = ||Eol|/c, also k x Eg = ¢Bp und k x By =
—Eo/C.

Die elektrischen und magnetischen Felder geniigen beim Ubergang zwischen Me-
dien verschiedener relativer Konstanten y, und ¢, Stetigkeitsbedingungen. Diese
ergeben dann fiir die Propagation von Wellen an diesen Grenzflachen die Gesetze
fiir Refexion- und Transmission. Insbesondere ergibt sich das Snellius’sche Brech-
nungsgesetz und die Fresnel’schen Formeln. Dies zu leisten, und dann noch auf
relativ einfache Weise, wurde und wird- zu Recht - als riesiger Erfolg der Elektro-
dynamik gewertet. Wir werden darauf zuriickkommen

Abbildung 3.1: Feldstirkenbild einer eben-polarisierten elektromagnetischen Welle. Die
Feldstirken zeigen transversal zur Ausbreitungsrichtung. Entnommen S.482 von [?], Abbildung
v

9.10.
L(W\ /ﬂT\U i
/ gy e y/%/%/ :

a Vertikale Polarisation m Horizontale Polarisation

Polarisationsvektor

Abbildung 3.2: Elektrische Feldstéirken in vertikaler-, horizontaler und um den Winkel 6 um die
Ausbreitungsrichtung verdrehter Polarisierung. Entnommen S. 478 von [?], Abbildung 9.8.
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Ubersicht iiber das elektromagnetische Spektrum
Frequenz (Hz)

1022
1021
1020
1019
1018
1017
1016
1015
1014
1013
1012
1011
1010
109
108
107
106
10°
10
103

Bereich

Gammastrahlung

Rontgenstrahlung
Ultraviolett

sichtbares Licht
Infrarot

Mikrowellen

UKW, Fernsehen

Mittelwellen

Radiowellen

Langwellen

Sichtbarer Spektralbereich

Frequenz (Hz)
51 01 <
’ 1014

1,0
7,5
6,5-
56-
51
49
39
3,0-

1014
1014

_1014

1014

,1014

1014

Farbe

nahes Ultraviolett

kiirzeste sichtbare blaue Wellenlangen
Blau

Griin

Gelb

Orange

langste sichtbare rote Wellenlangen
nahes Infrarot

Wellenléange (m)

10—13
10—12
10—11
10—10
1072
10-8
107
10°°
107°
10~4
103
10—2
10~!

1

10

102
103
104
10°
106

Wellenlange (m)
-10~7
- 107

3,0
4,0

4,6 -
54
59-
1
= sl

6,1
7.6

1.0-

10~7
10~7
10~7

106

Abbildung 3.3: Tabelle des elektromagnetischen Spektrums. Entnommen S. 482 von [?].
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3.4 Sprungbedingungen beim Ubergang zwischen
verschiedenen Materialien

Wir betrachten zwei Medien die sich hinsichtlich ihrer elektrischen und magneti-
schen Eigenschaften unterscheiden. Das bedeutet, dass die Zusammenhinge zwi-
schen E und D einerseits und B und H andererseits unterschiedlich sind. Wir
nehmen an dieser Stelle weder Homogenitit noch Isotropie der Medien an, so dass
die jetzt abzuleitenden Bedingungen fiir allgemeine Konstitutivrelationen (1.7) gel-
ten werden. Diese werden wir dann auf den Fall linearer, homogener und isotroper
Medien einschrinken.

Abbildung 3.4: Grenzfliche (grau) zwischen Medium 1 (oben) und Medium 2 (unten), einmal
mit einer Schachtel deren obere Randfliche (wei3) in Medium 1 verlduft und einmal mit einer Fldche
. Entnommen S. 426 von [?], Abbildung 7.47.

Wie in Abbildung 3.4 gezeigt sei die Grenzflache zwischen den Medien eine Flache
mit einer Normalen n die so orientiert ist, dass sie in das Medium 1 hineinragt. Ziel
unserer Betrachtung ist, Einschriankungen an die Stetigkeit der normalen und tan-
gentialen Komponenten aller Felder (E, D, B, H) beim Ubergang von einem zum
anderen Medium zu erhalten. Dabei lassen wir zu, dass auf der Grenzfliche eine
Oberflichenladungsdichte o und eine Oberflachenstromdichte Ky “flichenhaft”
verteilt ist. Damit ist folgendes gemeint: Ist etwa die Grenzflache die xy-Ebene,
also durch z = 0 gegeben, dann gibt es Beitrdge zu p und J der Form

p(x) =0¢(x)0(2), J(x)=Kp(x)d(z). (3.16)

Man beachte, dass o die Dimension [Ladung/Fliche] besitz, in SI-Einheitenh also
also C' - m~2, und Ky die Einheit [Ladung/Lénge x Dauer], also C - m~! - s71 =
A-m™1L.

Wir greifen einen beliebigen Punt der Grenzfliche heraus und legen um diesen
einmal ein kleines schachtelférmiges 3-dimensionales Gebiet G wie auf der lin-
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ken Seite der Abbildung 3.4 gezeigt, ein anderes Mal eine kleines rechteckiges
Flichenstiick F' wie auf der rechten Zeichnung. Die Hohe (vertikale Ausdehnung)
der Schachtel als auch des Rechtecks sollen klein, im Grenzfall beliebig klein sein.
Wichtig ist, dass die obere und untere rechteckige Randfldche der Schachtel G par-
allel zur Grenzflache ganz im Gebiet 1 bzw. 2 verlduft und gleiches fiir die das
obere und untere Grenzintervall der Fliche F' gilt.

Wir integrieren nun die MG, die die Divergenzen von D und B enthalten iiber die
Schachtel und die MG die die Rotationen von E und B enthalten iiber Fliche F'. Im
ersten Fall nutzen wir den Gauf3’schen, im zweiten den Stokes’schen Satz und er-
halten Integrale von D und B iiber die Randfldchen von GG bzw. E und B iiber die
Randkurven. Von diesen Randintegralen verschwinden im Limes verschwinden-
der vertikaler Ausdehnungen von G und F' die Anteile tiber Rédnder mit vertikaler
Ausrichtung und es verbleiben jeweils nur die Summen aus den zwei Anteilen mit
horizontaler Ausdehnung. Fiir die Schachtel sind das die Flichenintegrale im Me-
dium 1 mit Normale n und im Medium 2 mit Normalen (—n). Fiir die Fliche die
Kantenintegrale im Medium 1 bzw. 2 mit entgegengesetzter Orientierung. Wihlt
man die Orientierung der Randflichen bzw. Kanten gleich, ndmlich so wie jeweils
im Medium 1, dann erhilt man aus (2.12) fiir die Schachtel G und fiir die Fldche
F' unter Beachtung von (3.16)

n-(D; —Dy) = oy, (3.17a)

n-(B;—By) =0. (3.17b)
bzw.

nx (E1 — EQ) = 0, (3.183)

nx (H —Hy) = K. (3.18b)

Man beachte, dass die beiden letzten Gleichungen dquivalent sind zu (Eg - Eg) =

0 bzw. (Hq - Hg) = —n x Ky wobei || die Orthogonalprojektionen tangential
auf die Grenzfliche bezeichnet. Fiir (3.4) ist das sofort klar und die zweite folgt
durch vekorielle Multiplikation von (3.18b) mit n. Da K in der Grenzfliche liegt
und damit orthogonal zu n ist, kommt man von diesen Gleichungen auch wieder
zu (3.18b) zuriick.

Aus diesen Relationen liest man also ab, dass die Normalkomponenten von B und
die Tangentialkomponenten von E stets stetig sind und die Normalkomponenten
von D und Tangentialkomponenten von H Unstetigkeiten vom Betrag der Ober-
flichenladungsdichte bzw. Oberflichenstromdichte erfahren. Uber das Verhalten
der Tangentialkomponenten von B und D sowie der Normalkomponenten von E

Theoretische Elektrodynamik, SS 2021 42/185
qig.itp.uni-hannover.de/~giulini/



und H wird an dieser Stelle keine Aussage getroffen. Dieser ergeben sich erst nach
Angabe von Konstitutirelationen. Spezialisieren wir diese auf lineare Beziehungen
und isotrope Beziehungen (da (3.17) punktweise gelten, muss Homogenitit nicht
gefordert werden), also wie in (1.6), dann konnen wir Sprungbedingungen fiir alle
Komponenten etwa durch die Felder E und B ausdriicken. Dabei bleiben (3.17b)
und natiirlich bestehen. Fiir das elektrische Feld bekommt man so

n-(e1E; — e2E2) = oy, (3.19a)
nx (E; —E;) =0, (3.19b)
und fiir das magnetische
n-(B;—By) =0, (3.20a)
nx (u'B1 —py'Be) = Ky (3.20b)

Spezialisiert man weiter auf den Fall verschwindender Oberflichenladungen und
- Strome, so wird daraus, wenn wir die Komponenten parallel und senkrecht zur
Fldche mit || und L bezeichnen:

eEf = Ef,  El =El, (3.21a)
Bl =Bf, u'Bl = 4;'Bl (3.21b)

Isteo > €7 und po > g so nennen wir das Medium 2 optisch dichter als das Medi-
um 1. Fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wellen in diesen Medien gilt dann
c2 < c;. Fiir das elektrischen Feldes sind die Tangeltialkomponenten stetig und
die Normalkomponenten stehen im umgekehrten Verhiltnis wie die e-Werte. Also
wird der elektrische Feldvektor beim Ubergang in das optisch dichtere Medium
von der Normale weggebrochen.

Gleiches gilt fiir das magnetische Feld, wenn auch mit unterschiedlicher Be-
griindung: hier sind die Normalkomponente stetig und die Tangentialkomponenten
stehen im gleichen Verhiltnis wie die ps. Das Resultat ist das gleiche: der ma-
gnetische Feldvektor wird beim Ubergang in das optisch dichtere Medium von der
Normale weggebrochen. Bezeichnet man die Winkel der elektrischen und magne-
tischen Feldstirkevektoren zur Normalen mit o bzw. ™28, so dass also

El| Bl
tan(a®) := | und tan(a™M) = , (3.22)
B IBH|

dann 1 ag
t © t .
7an(all) = und 7an(arlnag) M (3.23)
tan(a§) €2 tan(agy °) g2
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3.5 Die Fresnel’schen Formeln

Die Fresnel’schen Formeln behandeln das Verhalten ebener elektromagnetisches
Wellen beim Ubergang zwischen Medien verschiedener optischer Dichte, die wir
hier mit Medium 1 und Medium 2 bezeichnen. Diese seien als linear, isotrop und
homogen vorausgesetzt. In ihnen gilt also D = €1 2E und B = 111 o H mit konstan-
ten (€1, p¢1) in Medium 1 und (2, p12) in Medium 2. Die geometrischen Verhitnisse
sind in Abbildung 3.5 dargestellt.

E

Medium 1

t

Medium 2 k,

Abbildung 3.5: Lichtbrechung an der Grenzfliche zwischen Medium 1 (oben) und Medi-
um 2 (unten, blau), hier gezeigt fiir den Fall, dass der elektrische Feldvektor in der Einfall-
sebene liegt und der magnetische entsprechend senkrecht zur Papierebene. Wegen 6, = 0,
sind hier Einfalls- und Reflexionswinkel bereits gleich grofl gezeichnet, wihrend der Bre-
chungswinkel 6, hier kleiner als 6, gezeichnet ist, entsprechend dem Fall, dass Medium 2
optisch dichter als Medium 1 ist. Die Orientierungen der als positiv anzusehenden elektri-
schen Amplituden sind fiir alle Teilwellen (e, r, ¢) gleich und in Richtung von t. Ein Pha-
sensprung der reflektierten Welle macht sich somit durch ein negatives Vorzeichen von E,
bemerkbar. Die Orientierungen der als positiv anzusehenden Magnetfeldamplituden sind
durch ¢ B = k x E definiert und senkrecht zur Zeichenebene, auf den Leser hin zei gend fiir
die einfallende und transmittierte Welle, und vom Leserweg weisend fiir reflektierte Welle.
MaBgebend fiir diese Konvention ist die Verabredung, dass die als positiv anzusehenden
Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes alle in die gleiche Richtung weisen.
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Die Lichtgeschwindigkeiten und Brechungsindizes in diesen Medien ¢ = 1, 2 sind
dann durch

1 no— G0 [Eil
VEilt; g E0HO
Die Grenzflache zwischen den Medien sei als eben angenommen mit Normalen-
vektor n, der so orientiert ist, dass er in die Region von Medium 2 hinein zeigt (in
Abbildung nach untern). Die einfallende ebene Welle propagiert mit Wellenvek-
tor k. erst durch Medium 1 in Richtung von Medium 2, wird an der Grenzfliche
zum Teil mit Wellenzahlvektor k, in das Medium 1 zuriick reflektiert und zum Teil
mit Wellenzahlvektor k; in das Medium 2 durchgelassen (transmittiert). Die auf
Einheitslidnge normierten Wellenzahlvektoren werden bzw. mir ﬁe, RT und Rt be-
zeichnet. Diese bilden somit spitze Winkel von bzw. 6., 6, und 6; mit der Richtung
von bzw. n, (—n) und n. Es gilt also

(3.24)

C; =

~ ~

ke -n=cosb., k,-n=—cosf,, Rt~n:c0898. (3.25)

Mit t bezeichnen wir den zur Grenzfldche tangentialen Normalenvektor, der durch
die Projektion des einfallenden Strahls in die Grenzflache definiert wird. Die durch
den einfallenden Strahl und die Normale n definierte Ebene heilit die Einfallsebe-
ne. Die Vektoren {n, t} bilden also eine Orthonormalbasis aller in dieser Ebene
liegenden Vektoren. Wie wir noch sehen werden, liegen sowohl der reflektierte als
auch der transmittierte Wellenkektor ebenfalls in dieser Ebene. Es gilt dann

k.-t =sinf,, k,-t=sin6., ki t=sinb,, (3.26)
und somit
k. = sin(f.)t + cos(f)n, (3.27a)
k, = sin(6,)t — cos(6,) n, (3.27b)
k, = sin(6;) t + cos(f;) n. (3.27¢)

Man mache sich diese nochmals an Abbildung 3.5 klar.

Nun zu den allgemeinen Aussagen der MG zu diesem Vorgang. Wir nehmen an,
dass die Oberflichendichten der Ladung, o, und des Stroms, Ky, verschwinden
(vgl. (3.19a) und (3.20b)). Es gelten also die Sprungbedingungen in der Form
(3.21). AuBerdem gelten also die Beziehungen von Abschnitt (3.3) fiir monochro-
matische Wellen fester Frequenz w, die sich fiir die einfallende, reflektierte und
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transmittierte Welle als gleich erweisen wird. Es gelten also die Beziehungen

- 1
E.(t,x) = Ec exp[i(ke - x —wt)], Be(t,x)= o
1

1

(ke xE.),  (3.28a)

E (t,x) = E, expi(k, -x —wt)], B,(t,x)= —(k, xE,),  (3.28b)

E(t,x) = E, exp [i(kt SX — wt)] . By(t,x) = (Rt X Ee) ) (3.28¢)

c
1
2
Hier sind die Grofien Ee, Er und Et konstante Vektoren, die die Maximalamplitu-

den des jeweiligen elektrischen Feldes angeben.

Die Betrige der drei Wellenzahlvektoren geniigen jeweils den Dispersionsrelatio-
nen (3.12) fiir das Medium, in dem sie sich befinden; also Medium 1 fiir die ein-
fallende und reflektierte, Medium 2 fiir die transmittierte Welle. In diesen gelten
die Phasengeschwindigkeiten ¢; und co bzw. Brechungsindizes ny = ¢o/c¢1 und
ny = cp/ca. Da, wir wir gleich sehen werden, w in allen drei Fillen als gleich
erweist, haben wir

kec1 = krc1 = kico = w (3.29)

oder . n
ke =ky = ky = = ky — . (3.30)

C1 no

Im Gebiet 1 iiberlagern sich die elektrischen Felder zu E. + E, sowie die magne-
tischen zu B, 4+ B,.. An der Grenzflache miissen diese dann unter Einhaltung der
Sprungbedingungen (3.21) an die transmittierten Felder E; bzw. B; angeschlos-
sen werden. Es sind die Sprungbedingungen die an dieser Stelle den wesentlichen
Input der MG liefern.

Bei den Sprungbedingungen handelt es sich um lineare Beziehungen zwischen
den Komponenten E, + E, und E; sowie B, + B, und B;. Deren analytische
Abhingigkeit von (¢, x) ist ausschlieBlich in den Exponentialfunktionen enthalten,
so dass sie folgende Struktur besitzen:

X expi(ke x—wet)| +Y exp|i(ky-x—wyt)| = Z expli(ky-x—wyt)] . (3.31)

Hier sind X, Y und Z irgendwelche von x und ¢ unabhingigen (also konstante)
Vektoren ungleich dem Nullvektor, die aus den Eemt und Be,r,t und den Kon-
stanten €1 2 und p1 o gebildet sind. Man beachte, dass wir hier explizit zugelassen
haben, dass die Frequenzen des einlaufenden, des reflektierten und des transmit-
tierten Strahls unterschiedlich sind. Die Beziehung (3.31) muss nun fiir alle ¢ und
alle x mit x - n = 0 gelten mit X,Y,Z # 0.
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Daraus flieBen nun eine Reihe von Beziehungen, denn eine Identitit der Form
(3.31) gilt genau dann wenn
X+Y=%7 (3.32)

und
ke x—wet =k, - x —wrt = ki - x — wyt, (3.33)

letztere fiir alle Zeiten ¢ und alle x senkrecht zu n.

Hilt man beispielsweise x fest und ldsst nur ¢ variieren, dann kann die so entste-
hende Identitét nur dann fiir alle ¢ gleichzeitig erfiillt werden, wenn

We =Wr =Wt =1 W (3.34)

was unsere obige Annahme wie versprochen nachtriglich rechtfertigt. Genauso
folgt dann weiter aus (3.33)

(ke)j = (kp)) = (k) - (3.35)

Dabei bezeichnet || die Projektion parallel zur Grenzebene, die hier am Beispiel
von etwa k. folgende Form hat:

(ke) :=ke —n(n-k). (3.36)

Formel (3.35) besagt also, dass sich die drei Vektoren k., k, und k,, nur um Viel-
fache des Normalenvektors n zur Grenzflache unterscheiden.

Daraus folgt bereits das Erste Gesetz der Geometrischen Optik: Einfallende, reflek-
tierte und transmittierte Wellenvektoren bilden eine Ebene, die sogenannte Einfall-
sebene, in der auch die Normale zur Grenzfliche enthalten ist.

Die Gleichheit der Betrédge der in (3.35) auftretenden Vektoren lésst sich durch die
oben definierten Winkel 6, 6, und 6; (vgl. Abbildung 3.5) ausdriicken:

ke sin(fe) = k, sin(6,) = k; sin(6;) . (3.37)

Die Dispersionsrelation (3.30) impliziert nun das zweite und dritte Gesetz der geo-
metrischen Optik, nimlich die Gleichheit von Einfalls- und Reflektionswinkel

f. = 0, (3.38)
sowie das Snellius’sche' Brechnungsgesetz :

sin(fy) _ m
sin(6.)  no (3-39)

'Benannt nach dem niederlindischen Mathematiker und Astronom Willebrord van Roijen Snell
(1580-1626), genannt Snellius.

Theoretische Elektrodynamik, SS 2021 47/185
qig.itp.uni-hannover.de/~giulini/



SchlieBlich haben wir noch die Gleichheit (3.32). In dieser Gleichung stehen die
Ausdriicke fiir die parallelen und senkrechten Amplituden der elektrischen und ma-
gnetischen Felder, wie sie in den Bedingungen (3.21) zusammen mit den Faktoren
von €1 2 und 11 o auftreten. Diese sind

e1(Ec+E,) n=eE n, (3.40a)
(B.+B,) - n=B;-n, (3.40b)
(Ee +E,), = (B, (3.40c)

pit (Be +Br) =z (By) - (3.40d)

In jedem dieser Fille gelten die allgemeinen Bedingungen an ebene Wellen, dass
(k,E,B) ein rechtshindiges orthogonales System von Vektoren bildet mit, in un-
serem Fall, B = (1/c)k x E.

Man unterscheidet nun zwei spezielle Fille von Polarisationen, aus denen sich alle
anderen durch Linearkombination zusammensetzen lassen. Im ersten Fall liegt der
elektrische Feldvektor in der Einfallsebene (die ja auch den Normalenvektor n
enthilt), der magnetische also senkrecht dazu und somit parallel zur Trennebene.
Im zweiten Fall ist es umgekehrt.

3.5.1 1. Fall: Elektrisches Feld in der Einfallsebene

Abbildung 3.5 zeigt fiir diesen Fall die elektrischen Amplitudenvektoren E., E,
und E; fiir die einfallende, reflektierte und transmittierte Welle. Ihre gezeichnete
Orientierung ist Willkiirlich; wir folgen hier der Konvention in [?]. Da die Ein-
fallsebene durch die Vektoren t und n aufgespannt wird, konnen wir die Ampli-
tudenvektoren nach diesen entwickeln. Mit Hilfe von Abbildung 3.5 liest man ab:

E. = E, (cos(fe) t —sin(fe) n), (3.41a)
E, = E.(cos(6,)t +sin(6,)n), (3.41b)
E, = E, (cos(6) t —sin(6)n) . (3.41¢)
Und daraus mit
~ 1. ~ ~ 1~ - - 1 - -
B,= —k.xE,, B,=—-k xE,, Bj=—k xE,, (3.42)
c1 c1 C2
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und (3.27):

B, = —“nxt, (3.43a)
C1

B. = ——ZLnxt, (3.43b)
C1

. E

B: = —‘nxt. (3.43¢)
c2

Mit diesen Ausdriicken werten wir nun die vier Sprungbedingungen (3.40) aus. Es
ist sofort ersichtlich, dass wegen der Orthogonalitét aller Magnetfelder zu n Glei-
chung (3.40b) identisch erfiillt ist und nicht weiter beachtet werden muss. Ersetzen
wir gleich 6, durch 6. gemif , dann ist Gleichung (3.40b) dquivalent zu

~ _E_gsint% = Eamy =

E.—EB,=2="""1F="""F,,. (3.44)
€1 sin 6, €1 M2

wobei wir im 2. Schritt (3.39) benutzt haben. Gleichung (3.40c) ist dquivalent zu

B+ B, = 50 5 (3.45)
cos 0,
und Gleichung (3.40d) zu
E.-E =N%F, . (3.46)
H2C2

Die letzte Gleichung (3.46) ist aber dquivalent zu (3.44), denn mit ¢; = 1/ VEili
und n;/ny = ca/cq rechnet man sofort nach, dass die Faktoren auf den rechten
Seiten von (3.44) und (3.46) gleich sind und als Funktion der elektrischen und
magnetischen Konstanten wie folgt geschrieben werden konnen:

gt _ s _ [p1/e1 (3.47)
H2c2  €1M2 p2/e2

Das Verhiltnis Z; := \/p;/¢; hat die Dimension eines Widerstandes und wird fiir
Nicht-Leiter (o = 0) auch als Wellenwiderstand oder Wellen-Impedanz (engl. wave
impedance) bezeichnet. Im Vakuum ist gerundet \/19/e9 ~ 377 Q2. Hier tritt also
das Verhiltnis Z; /Z5 der beiden Wellenwiderstinde in den Medien 1 und 2 auf:

5;@ (3.48)

Theoretische Elektrodynamik, SS 2021 49/185
qig.itp.uni-hannover.de/~giulini/



Den Faktor der rechten Seite von (3.45) kiirzen wir ebenfalls ab mit

_cost _ /T—em?@) _ /1= [(u/n)sin@)]’ (3.49)

"~ cosf.  cos(fe) cos(6e) '

wobei wir (3.39) verwendet haben.

Somit belduft sich der Gehalt von (3.40) auf die beiden Gleichungen (3.44), d.h
auf Ee — ET = ,BEt und Ee + ET = aEt. Aus deren Summe und Differenz folgen
die Fresnelschen Formeln fiir den vorliegenden Fall der linearen Polarisation des
E-Feldes in der Einfallsebene:

~ a—pf =
Er = Ee, 3.50
a+p (3.50a)
~ 2 ~
E; = E,.. 3.50b
Sy ( )

Man beachte, dass E, < 0 genau dann wenn o < f3. In diesem Fall tritt also
bei der Reflexion ein Phasensprung auf. Bei der Transmission ist dies nie der Fall,
da der Faktor auf der rechten Seite von (3.50b) nie negativ wird. Der Grenzfall
« = [ entspricht verschwindender Reflexion, den wir noch ausfiihrlich behandeln
werden.

Fiir 6, = 0 erhilt man den Spezialfall senkrechten Einfalls fiir den (3.5.1) und das
Snellius’sche Brechungsgesetz (3.39) auch 6, = 6; = 0 verlangen. Dann ist & = 1
und (3.50) vereinfachen sich zu

R
—_
|
sy
R

E, = — 3.51
r =150 (3.51a)
- 2 .
Ey, = —F,. 3.51b
t 1 +,8 e ( )
Die reflektierte Amplitude verschwindet fiir § = 1, also gleichen Wellenwi-

derstinden Z; = Z,. Wir werden unten sehen, dass davon auch die Umkehrung
gilt; d.h., bei gleichen Wellenwiderstinden verschwindet die reflektierte Amplitude
genau bei senkrechtem Einfall.

Im allgemeinen Fall verschwindet E,. fiir o« = /3 bei vorgegebenen Materialien,
also fiir den Einfallswinkel 6. der durch folgende Gleichung bestimmt ist:

=B
(n1/n2)? — p%"

sin?(0,) = sinz(Hut;) = (3.52)
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Diesen durch die zweite Gleichheit definierten Winkel OUB nennt man Brewster
Winkel?. Wir haben ihm noch als oberen Index das Symbol || angehiingt um an-
zudeuten, dass es sich hier um den Brewster-Winkel fiir die Polarisation parallel
zur Einfallsebene handelt. Wir werden seine allgemeinen Eigenschaften gemein-
sam mit — und im interessanten direkten Vergleich zu — dem Fall der senkrechten
Polarisation in Abschnitt3.5.3 besprechen.

Wir kommen nun zu den energetischen Aspekten. Die Komponente des Poyting-
Vektors fiir die Amplituden (also unter Weglassung des fiir alle Wellen gleichen
oszillatorischen Faktors) in Richtung der Normale der Grenzfliche ist S = n -
(E x H) ergibt fiir den die einfallende, reflektierte und transmittierte Welle zu

S.=n-S, = ul_lEe x B, = —¢ cos(6.) (3.53)

S, =n-S, = ,ul_lET x B, = — cos(6,) (3.54)

S,=n-S; = py'E; x By = — cos(6;). (3.55)

Da unsere Medien nichtabsorbierend sind, fordert der Energieerhaltungssatz, dass
die einlaufende Energiestromdichte gleich ist der Summe der auslaufenden. In der
Tat ist mit 6, = 6. und den Fresnel’schen Gleichungen (3.50)

S, + 8, = cos(fe) [Eg v E? cos(by) pica ]
Hic1 cos(0e) pace
7
E? a— B\ 2 \? (3.56)
= —° cos( -
prer ) (a+/3> b (a—ﬂ>
EQ

_ e _a
= e cos(fe) = Se

Aus der gleichen Rechnung ergeben sich auch die Verhiltnisse von reflektierter
und transmittierter zu eingestrahlter Energiestromdichte, die man den Reflexions-
bzw. Transmissionskoeffizienten nennt und die wir hier fiir den Fall paralleler (zur

2Benannt nach dem britischen Wissenschaftler und Erfinder Sir David Brewster (1781-1868).
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Einfallsebene) polarisierter Wellen mit R und 7 bezeichnen:

L Sr o CK—,B 2
RH = S'_e = (a—}—ﬂ) ) (3573)
S 2\’
T = é = a/a< +ﬂ) : (3.57b)

Gleichung (3.56) ist dann einfach dquivalent zu

R” + T|| =1. (3.58)

3.5.2 2. Fall: Elektrisches Feld senkrecht zur Einfallsebene

Statt Gleichungen (3.41) haben wir nun fiir die eingezeichneten Orientierungen der
Magnetfelder folgende Entwicklungen nach n und t:

B, = B.(sin(fe)n — cos(6e)t) , (3.59a)
B, = B, (sm(@r)n—i-cos(e )t), (3.59b)
B; = B (sin(f;)n — cos(6;) t) . (3.59¢)

Aus (3.15) erhalten wir fiir die elektrischen Felder
E.=-ckexB., E, =—-ck xB,, E,=—-ckxB;, (3.60)
was sogleich resultiert in
E.=Bnxt, E,=¢Bnxt,, E =cuBnxt. (3.61)

Darauf wenden wir nun erneut die Sprungbedingungen (3.40) an. Da das elektri-
sche Feld tangential an die Grenzfliche liegt, ist (3.40a) identisch erfiillt. Die Ste-
tigkeit der Normalkomponente des Magnetfeldes, (3.40b), ergibt mit (3.59) unter
Verwendung von (3.5.1) (d.h. 6. = 6,) und (3.39) (Snellius’sches Brechnungsge-
setz)

Bo+ B, =B, (3.62)
na
Da aus (3.61) folgt, dass
Ec=c1B., E,=c1B., E =cB, (3.63)

konnen wir (3.62) auch einfacher schreiben als

Ee =+ E,r. = Et . (364)
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Fz

Medium 1

Medium 2 1A<t

Abbildung 3.6: Lichtbrechung an der Grenzfliche zwischen Medium 1 (oben) und Me-
dium 2 (unten, blau), hier gezeigt fiir den Fall, dass der magnetische Feldvektor in der
Einfallsebene liegt und der elektrische entsprechend senkrecht zur Papierebene. Wegen
0. = 6, sind hier Einfalls- und Reflexionswinkel bereits gleich grof gezeichnet, wihrend
der Brechungswinkel 6; hier kleiner als efl, gezeichnet ist, entsprechend dem Fall, dass
Medium 2 optisch dichter als Medium 1 ist. Die Orientierungen der als positiv anzusehen-
den Magnetfeldamplituden ist so gewihlt, dass die Orientierung der als positiv anzuse-
henden elektrischen Amplituden (E = —ck x B), die parallel zur Grenzflache sind, alle
in die gleiche Richtung weisen, ndmlich senkrecht zur Zeicheneben auf den Leser hin.
Ein Phasensprung der reflektierten Welle macht sich somit auch hier durch ein negatives
Vorzeichen von Er bemerkbar.

Dabei haben wir benutzt, dass ¢;n; = ¢, so dass (njc1)/(nacz) = 1. Dies driickt
ja gerade die Stetigkeit der Tangentialkomponen des elektrischen Feldes aus, also
(3.40c), die somit keine neue Bedingung bedeutet.

Somit bleibt als letzte der vier Sprungbedingungen die Gleichungen (3.40d) aus-
zuwerten. Wieder mit(3.59) ergibt sich

L 9 3
B.— B, = cos(6r) B,. (3.65)

cos(0e) pa

Auch diese konnen wir mit (3.63) als Beziehung zwischen den elektrischen Am-
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plituden ausdriicken:

. 9 3 3
B f = ) men g aB E;, (3.66)
cos(0e) pyco

~—

wobei wir wieder die Abkiirzungen (3.49), o := cos(6;)/ cos(fe), und (3.47), 5 :=
(1¢1)/(p2c2), verwendet haben.

Aus (3.64) und (3.66) ergeben sich durch Addition und Subtraktion dann als Ana-
loga zu (3.50) das zweite Paar der Fresnel’schen Formeln:

~ 1-&6 ~
E, = E,., .67
1+ ap (3.672)
- 2 .
E, = E.. 3.67b
¢ 1+ ap ( )

Man beachte, das dieses zweite Paar von Fresnel-Gleichungen aus dem ersten Paar
(3.50) formal einfach durch die Ersetzung (o + ) — (1 + «/3) hervorgeht. Wir
werden im anschlieBenden Kapitel diese Ersetzung eine einfache Interpretation im
Sinne eines Austauschs elektrischer mit magnetischen Eigenschaften geben.

Die reflektierte Welle erleidet nun einen Phasensprung genau dann, wenn o8 >
1. Wieder ist das fiir die transmittierte Wellen nie der Fall. Dazwischen liegt der
Grenzfall a8 = 1 einer verschwindenden Reflexionsamplitude. Auch hier kénnen
wir nach einem Brewster-Winkel fragen, den wir nun entsprechend Gfg nennen.
Existiert er, muss er der Gleichung o> = 372 geniigen, die nach (3.49) #quivalent
ist zu

sin®(0e) ((n1/n2)® — B72) =1— 2. (3.68)
Diese konnen wir wieder nach sin?(6,.) auflsen, sofern der Koeffizient nicht ver-
schwindet. Nun ist gemdB (3.47) 872 = (u2/p1)?(n1/n2)?, also ((n1/n2)? —
5_2) genau dann gleich Null wenn p1 = po. Die Gleichung (3.68) kann dann nur
entweder fiir kein oder fiir alle . bestehen, letzteres genau dann wenn 5 = 1 also
n1 = ne, die beiden Medien also optisch gleich sind. Klarerweise gibt es dann
keine Reflexion! Ist der Koeffizient nun aber nicht Null, bekommen wir analog zu
(??)

1—p72

(n1/ng)? — =2~
Wie man sofort sieht, entsteht dieser Ausdruck aus (3.52) indem man 3 durch 5!
ersetzt und nj/ny ungeédndert ldsst. Wir werden diese Symmetrie im folgenden
Kapitel deuten.

sin?(6,) = sin®(05) := (3.69)

Wie zuvor im Fall paralleler Polarisation konnen wir nun auch hier die Normalen-
komponenten des Poynting-Vektors bestimmen. Die Rechnung brauchen wir nicht
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zu wiederholen, denn die Energiestromdichten héngen ja nicht von der Orientie-
rung der Polarisation ab und sind daher identisch zu den bereits zuvor berechneten
(falls durch die elektrischen Amplituden ausgedriickt):

Se=mn-S. = p'E. x B. = —% cos(f,) (3.70)

S,=n-S, = u'E, x B, = — cos(6,) (3.71)
S’r =n- St = ,Ll,gll:]t X Bt = — COS(et) . (372)

Nun gelten aber die Fresnel’schen Gleichungen in der Form , so dass die Rechnung
der Energieerhaltung statt (3.56) gegeben ist durch

§, + 5 = ) [Ef 4 g2 ) ma ]
picy cos(0e) paco
—— N~
=« :,8
E 1—ap\? 2 \? (3.73)
= e 0s(0e) (14‘045) +a5(1—a6)
E? 8

Reflexions- und Transmissionskoeffizienten sind nun gegeben durch

o & _[(1—ap 2

R, = Se = (1+O¢B) , (3.74a)
5 2 \?

T, = 7 = a6(1+a/3) . (3.74b)

Gleichung (3.73) ist wider dquivalent zu
R +T, =1. (3.75)

Die Ausdriicke (3.74) geben aus den Ausdriicken (3.57) durch die Ersetzung
B — p~! oder die Ersetzung @ — o~ ! hervor. Reflexions- und Transmissions-
Amplituden und -Koeffizienten fiir die Materialpaarung Luft-Quarzglas sind in
Abbildung 3.7 graphisch dargestellt.
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3.5.3 Elektrische und magnetische Brewster-Winkel

In diesem Kapitel wollen wir die Ausdriicke fiir die moglichen Brewster-Winkel
fiir beide Polarisationen gemeinsamer weiterentwickeln, so dass ein direkter Ver-
gleich leicht moglich ist. Wir werden sehen, dass diese formal durch eine Symme-
trie verbunden sind, die man Austausch elektrischer mit magnetischer Relationen
bezeichnen kann.

Zunichst schreiben wir die Ausdriicke (3.52) und (3.52) um, so dass statt des Si-
nus der Tangens des Winkels erscheint. Dazu benutzen wir einfach die Beziehung
tan?(y) = sin?(¢)/(1 — cos?(¢)) und erhalten

1— 2
tanhQ(HL) = (nl/m%, (3763)
tanh?(05) = _1-p7 (3.76b)
B2 (afng)? =1 ‘

Der Grund fiir diese Umschreibung ist u.a. folgender: Wenn wir entscheiden wol-
len, unter welchen Bedingungen die Gleichungen (3.52) und nach 0% bzw. 6% auf-
gelost werden konnen, miissen wir im Falle des Sinus angeben, wann genau die
rechten Seiten im Intervall [0, 1] liegen, wihrend sie im Fall des Tangens nur nicht-
negativ sein miissen. Letzteres fiihrt zu einfachen algebraischen Bedingungen, wie
wir gleich sehen werden.

Nun driicken wir die rechten Seiten durch die elektrischen und magnetischen Para-
meter €; und p; aus. Tatsdchlich hiangen die rechten Seiten nur von deren Verhilt-
nissen ab, die wir wie folgt definieren:
€2 2
€=, =F2
€1 K1

"2 _ e g:\ﬁ, (3.78)
ni 1%

so dass (3.76) doe folgende Form annehmen:

3.77)

Dann ist namlich

€—p
tanh?(6l,) = fo1 (3.79a)
tanh?(05) = p . 3.79
anh®(0) S ( )

Deren rechten Seiten gehen durch Vertauschen von € mit p auseinander hervor.
Dieser Tausch entspricht genau der Ersetzung von 3 durch 3~! bei festem n /no,
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die wir bereits im vorherigen Kapitel als die Symmetrie identifiziert hatten, die 9%
und 91% auseinander hervorgehen lasst.

Wie eben bereits erwihnt, miissen die rechten Seiten der Gleichungen (3.79) nicht-
negativ sein damit iiberhaupt eine Losung fiir die Brewster-Winkel 0% und/oder Gﬁ
existiert. In der Tat ist die Nicht-Negativitit der rechten Seite notwendig und hin-
reichend fiir die Existenz des entsprechenden Brewster-Winkels, da die Funktion
“Tangens-Quadrat” das Intervalls [0, 77/2) bijektiv (ein-eindeutig) auf das Intervall
[0, 00) abbildet. Der Grenzfall des Verschwindens einer der rechten Seiten in (3.79)
tritt nur fiir ¢ = p auf (da € und p als positiv angenommen werden), tritt also stets
nur fiir beide rechten Seiten gleichzeitig auf und entspricht einem senkrechtem
Einfall. Es ist klar, dass in diesem — und nur in diesem — Fall die Polarisation keine
Rolle spielt, denn bei senkrechtem Einfall sind sowohl das elektrische als auch das
magnetische Feld parallel zur Grenzfliche und wegen der angenommenen Isotro-
pie des Materials gilt die Rotationsinvarianz um die Strahlachse.

Sind nun die rechten Seiten nicht Null, dann kann die Bedingung der Positivitit
niemals fiir beide gleichzeitig gelten, denn der Zihler in (3.79a) ist das Negati-
ve des Zihlers in (3.79b), wihrend ihre Nenner iibereinstimmen. Bei der weiteren
Diskussion der Existenz reicht es dann aus, sich auf einen dieser Winkel zu be-
schrianken, etwa 6‘)3, denn die rechten Seiten (3.79) gehen durch Vertauschen von
€ und p auseinander hervor. Die Existenzbedingung fiir Gﬁ erhilt man also aus der

fiir 6% durch Vertauschen von € und p.

Der allgemeine Fall ist nun schnell abgehandelt, denn die Positivitit der rechten
Seite von (3.79a) ist gleichbedeutend damit, dass entweder

(e>p und e>ph) oder (e<p und e<pb). (3.80)
Das kann dquivalent auch so geschrieben werden, dass entweder
e>Sup{u,p '} oder &< Inf{u,pu'}. (3.81)

Man beachte, dass diese durch das logische “oder” verkniipften Bedingungen inva-
riant unter Inversion sind, soll heiien: Ist (&, ;1) ein Paar, dass (3.80) geniigt, dann
trifft dies auch fiir das Paar (¢' := ™!, i/ := mu~") zu. Der Grund ist einfach zu
sehen: Erfiillen ndmlich (e, 1) die erste Ungleichung, dann erfiillen die Inversen
die zweite, und umgekehrt. Der Ubergang zu den Inversen bedeutet aber gemiB
(3.77) die Vertauschung der beiden Medien 1 und 2. Daraus folgern wir, dass ein
Brewster-Winkel fiir den Ubergang von Medium 1 zu Medium 2 genau dann exis-
tiert, wenn das fiir den Ubergang von Medium 2 zu Medium 1 der Fall ist. Man
beachte, dass sich die soeben ausgesprochene Aquivalenz nur auf die Existenz der
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Brewster-Winkel bezieht, nicht auf deren Grof3e, die natiirlich unterschiedlich sein
wird. In der Tat ist der Bruch auf der rechten Seite von (3.79a) invariant unter
Ersetzung von (g, 1) durch (=%, = 1):
e—u e~y
ep—1 e ly=1—1°

(3.82)

Also besteht zwischen dem Brewster-Winkel 093 fiir dem Ubergang von Material 1
zu Material 2, den wir mit 9%(1, 2) bezeichnen, zu dem Brewster-Winkel 9%(2, 1)
die Beziehung
tan(ﬁyg(l, 2))
tan(6)(2,1))
Sei etwa € > 1, das Medium 2 also elektrisch dichter als Medium 1, dann ist der
Brewster Winkel von 1 nach 2 groBer als der von 2 nach 1.

=c. (3.83)

Einfache Fille sind 4 = 1 # € > 0, in dem 9‘)3 immer und 91% nie existiert, sowie
€ =1 # p > 0, in dem es umgekehrt ist. Aus diesem Grund nennt man auch
9!@ den elektrischen und Hﬁ den magnetischen Brewster-Winkel; denn 0% existiert

eben nur bei elektrisch unterschiedlichen, Oyg nur bei magnetisch unterschiedli-
chen Materialien. Mit Ausnahme der Ferromagnetika haben die meisten Stoffe ein
i/ 1o nahe bei 1, leicht unterhalb 1 fiir diamagnetische und leicht oberhalb 1 fiir
paramagnetische Stoffe. Fiir o = 1 ist

tan?(0),(1,2)) = ¢ (3.84a)
und wegen (3.83)
tan?(0,(2,1)) =" (3.84b)
Also
0l.(1,2) + 6l (2,1) = 90°. (3.84¢)

Nehmen wir als Beipiel Luft als Material 1 und Wasser als Material 2. Dann ist
p1/po = 14+4x1077und pa/po = 1—9x 1075, Das Verhiltnis p = ji2/p11 weicht
also von 1 um weniger als 105 ab, wihrend e1/ep = 1,00059 und 9 /g9 = 1,77
(im sichtbaren Frequenzspektrum). Damit ergibt sich, dass fiir die Materialpaarun-
gen (Luft, Wasser) kein magnetischer Brewster-Winkel existiert und zwei elektri-
sche Brewster-Winkel, einer fiir den Ubergang von Luft zu Wasser und einer fiir
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den umgekehrten Ubergang von Wasser zu Luft:

I B ga| 1,77 B o
05 (Luft, Wasser) = arctan [ by arctan [ 100059 | = 53,06°, (3.85a)
1
9!3 (Wasser, Luft) = arctan [ i—l = arctan [ ’(1]070759] = 36,94°. (3.85b)
2 ’

Dass die Summe dieser Winkel gerade 90° ergibt ist Folge der magnetischen Ahn-
lichkeit der Materialien und (3.84c). Eine graphische Darstellung der Brewster-
Winkel 093 fiir die Materialpaarung Luft-Quarzglas sind in Abbildung 3.7 am Ende
dieses Kapitels graphisch dargestellt.

Die magnetische Ahnlichkeit ist nicht nur hinreichend sondern auch notwendig
fiir das Bestehen der Beziehung (3.84c). In der Tat zeigt man leicht, dass diese
Bedingung genau dann erfiillt ist, wenn p = 1; denn die Bedingung, dass der
Ausdruck der rechten Seite von (3.79a) in sein Inverses iibergeht, wenn dort € und
1 durch ihre Inversen ersetzt werden, ist dquivalent zu

-1 _ _
N :6—151—N1:€—15—M
ep—1 e lp=1 -1 ep—1
2
@[5 “] ~1 (3.86)
ep—1

& (ep—1)=*(e—p)

S ex)(pFl)=0.
Also muss entweder 1 = 1 oder € = 1 sein. Die zweite Moglichkeit kommt aber
nicht in Betracht, da fiir ¢ = 1 der Brewster-Winkel 0% tiberhaupt nicht existiert,

wie wir gesehen haben.

Zum Schluss erwidhnen wir noch eine weitere interessante Schreibweise, die
Brewster-Winkel durch Materialkonstanten zu parametrisieren. Diese besteht dar-
in, die rechten Seiten (3.79) statt durch € und p durch den relativen Brechungsindex
n und den relativen Wellenwiderstand Z auszudriicken

ng H2€2 Zy  [p2/e \/ﬁ
n.=—= = /ue, 7 = — = =4/=. (3.87)
ny H1ET a A wi/er €

Dann ist also 4 = nZ und € = n/Z und (3.79) nimmt die Form an

24|l n\21— 22
tanh (QB) = <E) m s (3883)
z? -1
tanh?(A5) = n? - (3.88b)
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Wieder liest man einige Beziehungen sofort ab, so z.B. dass Brewster-Winkel von
0° genau bei Z = 1 moglich sind, und dass bei Ubergang zu einem optisch dich-
teren Medium (n > 1) ein elektrischer oder magnetischer Brewster-Winkel genau
dann existiert, wenn Z < 1 bzw. Z > 1. Findet der Ubergang zu einem optisch
diinneren Medium statt (n < 1) so kehren sich die Ungleichungen fiir Z gerade
um.

n =1 m=15 n =15 m=1
1 2,5 J
08 . |
==
0.6 2,0 /
/
g § VA
2 04 2 s gy
g o2 \ bl L=
e g
g 0 2 10
< <
E-02 2
= > =
(= 205
5-04 g
-06 00
-0,8
-1 T T T T T T T T -0,5 T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Einfallswinkel Einfallswinkel
=1 m=15 n =15 n=1
1 1 \ 1 —_— |\
— = 094 \
50 3 -
5 038 \ 5 081 \
b \ =
:g; 0,7 \ 5 0,7
£ 0,64 \ 0.6
g \
£ 054 05
& \
g 04 \ 0,4+
g \ g
2 0,3 { 03
3 021 \ 2 02
&
0,14 \ 0,14
|
0 T T T F T T T T 0 T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Einfallswinkel Einfallswinkel
Abbildung 3.7: Graphen der Amplitudenkoeffizienten ¢ := E;/FE, und r := E,/FE,

sowie der Energie-Koeffizienten 7" := S’t / .5'5 und R := 5'7, / 5'5 sowohl fiir den 1. Fall par-
alleler (Index p) als auch den 2. Fall senkrechter (Index s) Polarisation. Diese wiederum
sind gezeigt fiir n; = 1 und ny = 1,5 (linke Spalte: Ubergang in ein optisch dichteres
Medium) und fiir n; = 1,5 und ny = 1 (rechte Spalte: Ubergang in ein optisch diinneres
Medium), entprechend den Medien Luft (n = 1) und Quarzglas (n = 1,5). Fiir die paral-
lele Polarisation liegt der Brewster-Winkel bei etwa 56,3° fiir den Ubergang von Luft zu
Wasser (linke Spalte) und bei etwa 33,7° fiir den umgekehrten Ubergang. Er duBert sich in
der Nullstele von R, bzw. dem Wert eins von 7},. Fiir die senkrechte Polarisation besitzt
R, keine Nullstelle und es existiert kein Brewster-Winkel.(Quelle: Wikimedia)
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Kapitel 4

Statische Probleme

4.1 Der Weg zur Poisson-Gleichung

Wir betrachten die Maxwell’schen Gleichungen fiir den Speziallfall verschwinden-
der zeitlicher Ableitungen und homogener Medien (z.B. Vakuum). Dann gelten die
Gleichungen (3.3) mit B =0 = D:
V-B =0, VXE=0. (4.1a)
V- -E =p/e, VxB=uJ. (4.1b)

Es ist also B divergenz- und E rotationsfrei. Aus dem Poincaré’schen Lemma wis-
sen wir, dass dann ein Skalarfeld ¢ und ein Vektorfeld A existiert, so dass

E - -Vo, (4.22)
B=VxA. (4.2b)

AuBerdem wissen wir, dass A divergenzfrei gewihlt werden kann:
V-A=0. (4.2¢)

Durch die Einfiihrung der Potentiale sind die beiden ersten Gleichungen (4.1a)
erfiillt. Die restlichen beiden Gleichungen (4.1b) sind dann dquivalent den Bedin-
gungen, die wir erhalten, wenn wir (4.2a) in die erste und (4.2b) unter Benutzung
von (4.2¢) und (1.27d) in die zweite einsetzen:

A¢ = —pe, 4.3)
AA = —puJ. (4.4)
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Dies sind die Grundgleichnungen der Elektro- bzw. Magnetostatik. Im zweiten Fall
ist noch folgendes zu beachten: Nimmt man von (4.4) die Divergenz und setzt vor-
aus, dass V mit A vertauscht (was der fall ist wenn A dreimal stetig differenzierbar
ist), dann erhélt man wegen (4.2¢) als Integrabilititsbedingung die Divergenzfrei-
heit der Stromdichte:

V.-J=0. 4.5)

Dies ist gerade die Integrabilititsbedingung (3.1) der lokalen Ladungserhaltung im
statischen Fall. In der Magnetostatik sind also als Quellen J in (4.4) nur divergenz-
freie Strome erlaubt.

Man bezeichnet eine Gleichung der Form (4.3) als Poisson-Gleichung. Deren rech-
te Seite bezeichnet man oft als “Quelle”. Bei gegebener Quelle (hier die Ladungs-
dichte p) sollen Losungen ¢ gefunden werden. Ohne weitere einschrinkende Be-
dingungen an die Losung ¢ werden diese natiirlich nicht eindeutige sein. Die Nicht-
Eindeutigkeit besteht dann genau in den Losungen der homogenen Gleichung, also
der Laplace Gleichung

Ap=0. (4.6)

Der Beweis dieser Behauptung ist ziemlich offensichtlich: Ist einerseits ¢; eine
Losung von (4.3) und ¢q eine Losung von (4.6), dann ist ¢o := ¢1 + ¢g wieder
eine Losung von (4.3). Sind andererseits ¢; und ¢2 Losung von (4.3), dann ist
¢ := @2 — ¢ eine Losung von (4.6).

4.2 Randbedingungen, Eindeutigkeit und
Green-Funktionen.

Losungen von (4.6) in ganz R? gibt es massenhaft. Beispiele sind die konstante
Funktionen, die homogen linearen Funktionen ) Cqx4, homogen quadratische
Funktionen ) | ab Caprqxp mit symmetrisch-spurlosen Koeffizienten-Matrizen C,p
(z.B. 22 + 23 — 223) und allgemein homogene Polynom vom Grad n > 2 der
Form Zahm an Caya,%ay -+ Tq, mit vollstindig symmetrischen und spurlosen
Koeffizienten Cy, ...q, . Letzteres heiit, dass Cy,...q, = Caa(l)...%(") fiir alle Per-
mutationen' o der Menge {1,...,n} und dass > b Cobagean = 0.2

'Die Menge aller Permutationen der Menge {1,2, ..., n} ist gleich der Menge der Bijektionen dieser
Menge und heilt die Symmetrische Gruppe S.,.
’Der Vektorraum der symmetrisch-spurlosen Koeffizienten Cl,...., hat daher die Dimension

("07) = (o) = @n+ 1),
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Dariiberhinaus gilt natiirlich wegen der Linearitét der Laplace-Gleichung, dass jede
Linearkombination der bisher genannten Losungen wieder eine Losung ist. Aller-
dings gilt auch, dass aufler den konstanten Losungen keine weitere der genannten
Losungen - sofern sie in ganz R3 betrachtet werden - beschriinkt ist. Dies ist eine
allgemeine Eigenschaft der Laplace-Gleichung, wie wir gleich sehen werden.

Um die Frage zu kldren, unter welchen Bedingungen die Laplace-Gleichung eine
eindeutige Losung hat, betrachten wir zunichst ein Gebiet G C R? mit orientierter
Randfliche OG und wenden den Gauf3’schen Satz (8.36) auf das Vektorfeld V =
#V¢ an. Dann ist V - V = ¢A¢ + ||[V|? und der GauBsche Satz ergibt mit
A¢p =0:

/ ]| V|2 = / df - (6V6). @7
G oG

Daraus lesen wir folgendes ab: Ist auf dem Rand G entweder ¢ = 0 odern-V¢ =
0 dann verschwindet die rechte Seite. Die linke Seite ist aber ein Integral iiber
einen stetigen nicht-negativen Integranden, das genau dann verschwindet wenn der
Integrand selbst die Nullfunktion ist. Die Norm des Gradienten verschwindet aber
nur, falls der Gradient selbst verschwindet, d.h. ¢ konstant ist. Im ersten Fall, wo
dlac = 0, heibt das ¢ = 0, im zweiten Fall, wo n - V¢|se = 0, impliziert dies
¢ = konst..

Ubertragen auf die Poisson-Gleichung haben wir also folgendes Eindeutigkeitsre-
sultat:

Satz 16. Eine Losung der Poisson-Gleichung zur gegebenen Quelle im Gebiet
G C R3 ist — sofern existent — eindeutig, falls die Werte der Funktion ¢ auf
dem Rand OG vorgegeben werden. Man spricht in diesem Fall von Dirichlet-
Randbedingungen?. Sie ist eindeutig bis auf eine additive Konstante, falls die Nor-
malenableitung der Funktion ¢ auf dem Rand G vorgegeben werden. Man spricht
in diesem Fall von Neumann-Randbedingungen®. Ist G = R3 und fillt die Norm
von ¢V ¢ im Unendlichen schneller ab als 72 (so dass das Oberflichenintegral auf
der rechten Seite von (4.7) iiber 2-Sphéren wachsenden Radius’ im Limes unend-
lich groBen Radius’ gegen Null konvergiert), so ist die Losung wieder eindeutig.
g

In diesem Zusammenhang sind die Green’schen Identitdten wichtig, die wir in Ab-
schnitt 8.4.3 diskutieren. In der Tat kommt (4.7) der ersten Grenn’schen Iden-
titdt (8.46) gleich, deren Beweis aber so kurz ist, dass wir ihn oben einfach

3Benannt nach dem Mathematiker Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859).
“Benannt nach dem Mathematiker Carl Neumann (1832-1925).
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nochmal wiederholt haben. Eine wichtige Beziehung ergibt sich aus der zweiten
Green’schen Identitit

/ dv(SAT —TAS) = / df - (SVT —TVS). (4.8)
G oG

die wir aus (8.47) entnehmen, wenn wir in ihr an Stelle von S unser Potential ¢
einsetzen und fiir 7" eine “Funktion” x — G(x,y) (genauer: Distribution), die
folgende Gleichung erfiillt:

AGy(x) = 69 (x). 4.9)

Man nennt ein solches G, eine Green’sche Funktion.

Wir wissen, dass diese Gleichung Losungen - im Distributiven Sinne! - besitzt,
wie in (8.64) gezeigt. Zu jeder Losung konnen wir aber eine Losung der homoge-
nen Gleichung (also der Laplace-Gleichung) addieren und bekommen wieder eine
Losung. Diese Freiheit kann man ausnutzen, um bestimmte Randbedingungen zu
implementieren.

Setzen wir in also S = ¢ und 7' = Gy, so bekommen wie die Identitit.

o(y) = /G dvGyAg + /8 ; df - (pVGy — Gy V) (4.10)

Diese ist der Schliissel zur Lésung des Randwertproblems, denn es zeigt sich, dass
die Green-Funktion Gy so bestimmt werden kann, dass entweder sie oder ihre Nor-
malenableitung auf dem Rand verschwindet und damit nur einer der beiden Terme
im Oberflachenintegral in (4.10) liberlebt. Dieser ist dann aber bestimmt, wenn wir
entsprechend ¢ bzw. die Normalenableitung von ¢ auf dem Rand vorgeben und
statt A¢ die rechte Seite der Poisson-Gleichung einsetzen. Wir wir schon wissen,
ist die so bestimmte Losung dann eindeutig.

Sind keine Rinder vorhanden und fordert man Abfall im Unendlichen, so ist die
zugehorige Green-Funktion gegeben durch

1 1
Gol(x) = — — .~ @.11)
A P
und die Losungen zu (4.3) und (4.4) sind gegeben durch
1 , p(x)
= — —_— 4.12
90) = o foo W= (+12)
J /
Ax) = £ [ gy I 4.13)
A Jrs  ||x — X
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wo wir jetzt das Argument x in x’ und das Argument y in x umbenannt haben und
dv' fiir d3x’ steht. Daraus entstehen durch anwenden des negativen Gradienten
bzw. der Rotation Ausdriicke fiir das elektrische bzw. magnetische Feld:

1 x —x/
E(x) = — 'p(x) ——— 4.14
(x) = /R dv' plx') T (4.14)
H / / x —x/
B(x) = — [ dv'3J L 4.1
*) = /R V)X e @

Wichtige Grenzfille fiir (4.12) und (4.13) bzw. (4.14) und (4.15) entstehen fiir
die Ladungsdichte einer Punktladung und die Stromdichte eines unendlich diinnen
Drahtes.

4.3 Elektrostatik

4.3.1 Konfigurationen von Punktladungen und ihre Energie

Eine punktférmige Ladung am Ort x’ und der Stirke €’ kann man mathematisch
durch die Ladungsdichte

p(x) = ¢ 6% (x — x) (4.16)

reprasentiert werden, die jetzt als Distribution aufzufassen ist. Dann erhalten wir
aus (4.12) ihr Potential und elektrisches Feld zu

¢ 1
4re ||x — x|’
! /

q X—X
Ex) = L X=X 4.17b
) = Jrz Tx =[P (4.170)

b(x) = (4.17a)

Man nennt sie das Coulomb-Potential bzw. Coulomb-Feld zur Ladung ¢’ am Ort x’.
Sie beschreibt das elektrische Feld einer einzelnen Ladung bei Abwesenheit von
Réndern in einem homogen-isotropen Medmium der elektrischen Feldkonstante
€ = €0€r, insbesondere also im Vakuum ¢, = 1. Die Kraft auf eine Probeladung e
am Ort x ist dann nach (1.8) gegeben durch
q¢ x-—-x
F=————. 4.18
yry ST (4.18)
Sie geniigt offensichtlich Newons dritten Axiom “actio = reactio”, den die Kraft
die €’ auf e ausiibt ist offensichtlich das Negative der Kraft, die e auf ¢’ ausiibt
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(Vertauschen von (e, x) mit (¢/,x")). Daraus berechnet man leicht die Arbeit, die
man aufwenden muss, um die Ladung ¢ aus dem Unendlichen an den Punkt x zu
bringen, entgegen der Kraft die Ladung ¢’ am festen Punkt x” auf sie ausiibt. Es
ist aber sogar noch einfacher, diesen Ausdruck allgemein abzuleiten. Da F = ¢E
und es sich bei E um ein Gradientenfeld (4.2a)handelt, d.h. E = —V ¢, ist die
Arbeit unabhingig vom Weg, auf dem die Ladung ¢ bis zum Punkt x gefiihrt wird.
Bezeichnet also K irgend eine Kurve von (idelisiert) co, wo ¢(co) = 0, nach x,
dann ist die Arbeit, die man entgegen der Kraft F aufwenden muss gegeben durch

——/dk-F:q/xdk-V¢>:q¢(X). (4.19)
K e’}

Dies gilt vollig allgemein. In unserem Fall ist dies gleich

/

1
A=— 99
dme ||x — /||

(4.20)

Diese Arbeit entspricht der gesamten elektrostatischen Energie des aus den zwei
Punktteilchen bestehenden Systems wenn man annimmt, das die Energie £ den
Wert Null annimmt, wenn die Teilchen unendlich weit voneinander entfernt sind.
Die Verallgemeinerung auf n Punktteilchen der Ladungen g, und Positionen x,,
wo a € {1,2,---,n}, ist dann, wenn wir die Bezeichnung A (Arbeit) durch E
(Energie) ersetzen

_ Y9a% _ Y9a9
47r6 - ||xa — x| " 8rme ||Xa — x|
'<b 751;

4.21)

a a

Man beachte die Einschrinkung der doppelten Summation auf die Terme in denen
a # b gilt.

Die gesamte Ladungsdichte dieser Konfiguration aus n Teilchen ist
n
= 6P (x—x,), (4.22)

womit man (4.21) fast auch als Doppelintegral iiber den ganzen Raum schreiben

kann: . ,
E=<{— / dv dv’ Lﬂ() . (4.23)
8me Jgrs R3 [ = /|| J 1eq

Hier bedeutet die geschweifte Klammer mit dem Subskript “reg”, dass der Aus-
druck innerhalb der Klammer regularisiert wedren muss, denn er enthilt ja auch
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die n Terme mit a = b, die alle divergieren und deshalb zu verwerfen sind: die
Selbstenergien der einzelnen Teichen sind in dieser Doppelsumme nicht mitzuneh-
men! Dieser unschone mathematische ad hoc Regel ist eine Konsequenz unserer
Verwendung von Punktteilchen, die in der Kontinuumstheorie mathematisch nicht
konsistent eingebaut werden konnen. Zwar kénnen diese in linearen Beziehun-
gen als Distributionen beriicksichtigt werden, wie in (4.22), was aber zu Diver-
genzen fiihrt wenn man Ausdriicke mit Distributionen multipliziert, wie im Term
p(x)p(x’) in (4.21).

Der in geschweiften Klammern stehende Ausdruck in (4.23) gibt fiir regulédre La-
dungsverteilungen die elektrostatische Gesamtenergie des Feldes korrekt wieder.
Das Doppelintegral existiert dann auch an den Stellen an denen x = x’ da bereits
das IntegrationsmaB einer einzelnen Integration, etwa der iiber dv = d3x bei fest-
gehaltenem x/, bei Einfiihrung von Polarkoordinaten um x’ eine r? dr enthilt was
mit dem 1/r durch den Nenner zu einem o< 72 nach dr-Integration fiihrt.

Interessanterweise kann die elektrostatische Feldenergie durch Verwendung von
(4.17a) und nachfolgend (4.3) auch als reines Integral iiber das elektrische Feld
geschrieben werden:

Ey = i / dv/ dv’ M’ (4.24a)
8me Jps R3 lx — /|
= 5 [ dvpx)oc0. (4.24b)
2 Jps
- /R o (A9(x)) 6(0), (4.24c)
- E/ dv [|E(x)]?. (4.24d)
2 Jps

Dabei haben wir im letzten Schritt von (4.24¢) nach (4.3.1) A¢ = V - V¢ und
V¢ = —E benutzt, sowie eine partielle Integration und den Gauf3’schen Satz.
Das Oberflachenintegral verschwindet dabei, weil ¢ gemél (4.12) im Unendlichen
wie 1/r und V¢ wie 1/r? verswinden, ihr Product also wie 1/r3 und somit bei
Integration iiber die 2-Sphire im Unendlichen keinen Beitrag liefern.

Man beachte, dass sich jedes der Integrale in (4.24a) und das Integral in (4.24b)
eigentlich nur iiber den Trédger von p erstecken, wihrend das Integral (4.24c) stets
iiber den ganzen Raum zu nehmen ist, da E ohne Rénder keinen beschrinkten
Tréager besitzen wird. Man kann sich also fragen, was die richtige rdumliche Lo-
kalisation der elektrischen Energie ist. Wir werden in Kapitel 5 noch allgemein,
dass diese durch den Integranden von gegeben ist, die rdumliche Energiedichte des
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elktrischen Feldes in einem homogenen und isotropen Medium durch

W, =:%|E|I>=1E-D. (4.25)

4.3.2 Elektrische Dipole

Als néchstes betrachten wir zwei nahe benachbarte Punktladungen ¢ und —q, die
an den Punkten x’ + d/2, entsprechend einer Lagungsverteilung

p(x) = q6®) (x—(x'+d/2)) - qo® (x—(x'—d/2)). (4.26)

Deren Potential ist gemif (4.12) gegeben durch die Summe der von den einzelnen
Ladungen herriihrenden Potentiale, also

. q 1 1
Plx) = Tm{nx—x' —aj] |rx—x'+d/2u} D

Wir setzen
ri=x—-x, r:=|r||, n:=r/r, (4.28)

betrachten den Fall wo ||d|| < 7, die Ausdehnung des Dipols also klein ist gegen
den Abstand von seinem Mittelpunkt. Dann konnen wir die zwei Terme in der
geschweiften Klammer der rechten Seite von (4.27) nach dem Schema

1
=1— 12+ 322 + Terme x 2° und héher (4.29)
vi+x 2 8

entwickeln. Es ist ndmlich

Ix—x' Fd/2| = r|nFd/2r] = ry/TFn-dfr+ ([d]/2r)2.  430)

Wenden wir nun darauf (4.29) an um bis zur einschlielich quadratischen Ordnung
in ||d|| /7 zu entwickeln, dann erhalten wir

. . 2 _ 2
1 1 (1in d , 3(n-d)*|d|

r 2r 8r2

x—xFd2] r ) +0(1/rY). 431

Also wird aus (4.27), wenn wir wieder zu den urspriinglichen Bezeichnungen iiber-
gehen und Terme der Ordnung O(r~*) weglassen

g n-d 1 x —x -1 1
— L . T, _ 4.32
$(x) dme 12 Ame® lx —x/||3 ne® Ix—x'|| /]’ (432)
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WO
p:=qd (4.33)

das elektrische Dipolmoment bezeichnet. Natiirlich hitten wir statt V||x — x/[|~*
auch —V'’||x —x'|| ~! schreiben kénnen. Diesem Ausdruck konnen wir in der Form
(4.12) schreiben wenn wir setzen

p(x) = —p- Vi (x —x). (4.34)

Lassen wir den Abstand ||d|| des Ladungspaares (¢, —¢) ||d|| gegen Null und den
Betrag der Ladung ¢ gleichzeitig gegen Unendlich gehen, so dass p konstant bleibt,
dann werden im Limes (4.32) und (4.34) exakt. Man spricht dann vom Potential
und der Ladungsverteilung eines Punktdipols am Ort x’ mit Dipolmoment p.

Das elektrische Feld des Dipols ist der negative Gradient von (4.32), also

E(x) = 4—;(p'V)V (m)

-1 x —x'

- V)T (4.35)
e ® V) —xp

_ 1 3nm-p)—p

 4me r3 ’

wobei wir die Bezeichnung (4.28) verwenden.

Die Kraft, die ein elektrisches Feld E auf den Dipol insgesamt ausiibt, ist die Sum-
me der Krifte auf die beiden Ladungen. Im Limes ||d|| — 0 und konstant gehalte-
nem p ist diese gegeben durch

F=g [E(x/ +d/2) - E(x' — d/2)] = (p- V)EX). (4.36)
Das Drehmoment in Bezug auf den Mittelpunkt x ist, wieder im gleichen Limes,

D= q[(d/z) x B(x' +d/2) — (—d/2) x B(x' —d/2)
=px E(X).

(4.37)

Die Krifte die zwei Punktdipole mit Momenten p; und p, an den Orten x; bzw. x2
wechelseitig aufeinander ausiiben bekommen wir aus (4.36) und (4.35) wie folgt:
Sei E, das Feld von Dipol 2. Dann ist die Kraft, die Dipol 2 auf Dipol 1 ausiibt
gegeben durch

Flg = (pl . Vl)EQ(Xl) . (438)
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Hier bezeichnet V; den auf die Ortsvariable x; bezogenen Nabla-Operator. Also
ist

Fio = 4—;(P1 -V1)(psy - V1)V (ﬁ) = Vit @3
wo
Up = _—1(131 -Vi1)(p2 - Vl)é
dme %1 — xa|
- e _3(p1~§2n12)(p2 ). (4.40)

Dabei haben wir wieder die Bezeichnung (4.28) verwenden, jetzt allerdings ange-
passt auf die Unterscheidung der Punkte x; und xa:

rig =X —Xz, ri2:=|ri2|, np:=ria/ra, (4.41)

Die GroBe Uy der Variablen (ri2,p;, po) gibt also die potentielle Energie der
beiden Dipole in der durch die Variablen (ry2, p;, py) gekennzeichneten Konfigu-
ration an. Der negative Gradient beziiglich x; gibt die Kraft auf den ersten, der
negative Gradient beziiglich x5 die Kraft auf den zweiten Dipol an. Beide unter-
scheiden sich nur um das Vorzeichen da Ujy nur von der Differenz (x; — X2)
abhingt. Die Krifte geniigen also Newtons 3. Axiom “actio gleich reactio”, also
dem Impulserhaltungssatz.

Man beachte jedoch, dass die Kraft F'15 nicht notwendig proportional zu n;s, also
i.a. nicht parallel zur Verbindungslinie der beiden Dipolpositionen ist. Das ist nicht
schwer zu sehen: Nimmt man den Gradienten VU152 dann ergeben die Ableitun-
gen Vris Terme proportional zu rio. Der Gradient wirkt aber auch auf die zwei
npo im Nenner, wobei (unter Weglassung der Indizes 1 und 12),

1 1
Vanp = ;(5@ — ngny) = - P (4.42)

wobei P die Projektion auf das orthogonale Komplement zu n ist. Also ergibt
sich fiir die Dipol-Dipol-Kraft

1 3
Fio = Tre (T) [nm (pll Py — QPM) + pllpg + pglpg] J (4.43)
me \ 7y

WO pf := p; —nj2(n;2 - p;) die orthogonalprojektion und pq :=njy-p; den Be-
trag der Parallelkomponente bezeichnet. Der erste Term in der eckigen Klammer
gibt die Komponente der Kraft entlang der Verbindungslinie der Dipolmittelpunkte
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an, wobei zu beachten ist, dass njs vom Dipol 2 zum Dipol 1 weist, ein positiver
Koeffizient vor n;s also eine AbstoBung von Dipol 1 durch Dipol 2 bedeutet. Der
zweite und dritte Term der eckigen enthélt Kraftbeitrdge die nicht parallel zur Ver-

bindunglinie angreifen und entweder in Richting von p;- zeigen falls pg = 0 oder

in Richtung von pQL falls pg # 0. Keine solchen zur Verbindungslinie transversalen

Krifre treten also auf, wenn die Dipolmomente entweder beide keine Parallelkom-
ponenten besitzen oder beide parallel zur Verbindungslinie liegen.

Genauso koénnen wir das Drehmoment ausrechnen, das Dipol 2 auf Dipol 1 ausiibt
(bezogen auf den Mittelpunkt von Dipol 1). Wir verwenden (4.37) und erneut
(4.35):

1 3 X n ‘Ny2) — Pp; X
Dys = p; x Ea(x1) = - (Py 12)(Pi3 12) — P1 X Py .
12

(4.44)

Man beachte, dass dieser Ausdruck nicht antisymmetrisch unter 1 <+ 2 ist. Das
ist kein Widerspruch zum Prinzip “Actio = Reactio” weil die beiden Drehmomente
auf verschiedene Punkte bezogen sind: Dy, auf x; und D2; auf x2 Bezogen x ist
das gesamte auf den ersten Dipol wirkende Drehmoment nicht durch D15 sondern
D2 + ri2 x Fi2 gegeben. Mit Hilfe von (4.43) folgt sofort

D2 +ri2 x Fio = —D2; . (4.45)

Diese Gleichung besagt gerade, dass die Summe aller angreifenden Drehmomente
bezogen auf xg verschwindet also. Durch Umstellen dieser Gleichung und Aus-
nutzen der Antisymmetrie von sowohl ry2 als auch Fi5 unter 1 <+ 2 folgt die ent-
sprechende Aussage fiir die auf x; bezogenen Drehmomente: Do; + ro; X Fop =
—D12.

4.3.3 Das Feld elektrisch polarisierter Korper

Die Ausdriicke (4.32) und (4.35) fiir das Potential und das elektrische Feld eines
einzelnen Dipols lassen sich durch Summation auf die entsprechenden Ausdriicken
einer beliebigen Anzahl von Dipolen verallgemeinern. Ist das Gebiet G C R? im
Raum von einer kontinuierlichen Dipoldichte P erfiillt, so dass die dem infinite-
simalen Raumvolumen dv’ am Punkt x’ das Dipolmoment P (x’)dv zugeordnet
wird, so erhilt man deren Gesamtpotential und gesamtes elektrisches Feld durch
Integration. Aus (4.32) erhilt man so

1 1
= —— d'Px) V[ —m 4.46
009 = - [P v (L (4.46)
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Dabei haben wir im auflerhalb der Dipolverteilung Vakuum angenommen, so dass
g = &p.

Man beachte, dass hier der Nabla-Operator V die Differentiation nach x ausfiihrt.
Diese konnen wir ersetzen durch das Negative der Differntation nach x’, also durch
(—V’), da diese beiden Operatoren zum gleichen Ergebnis fiihren wenn man sie
auf die Funktion 1/[|x — x’|| anwendet (das stimmt fiir jede Funktion, die nur von
der Differenz (x — x’) anhéngt). Dieser Schritt ist sinvoll, weil danach die Inte-
grationsvariable und die Variable der Differentation beide gleich sind, nimlich x/,
und wir so eine partielle Integration ausfiihren und den Gauf3’schen Satz anwenden
konnen. Wir kdnnen also den Ausdruck fiir das Potential wie folgt umformen:

1
’P
47@/ dv (nx x’||>
f/ / )
= Ineo [/aad |x—xf|| / W= x'u]

Der erste Term verschwindet, wenn P auf dem Rand OG und auBlerhalb von G
verschwindet, also - wie man sagt - seinen Trédger in G hat. In diesem Fall konnen
wir diesen Ausdruck mit dem urspriinglichen (4.12), so lesen wir folgendes ab:
Eine Polarisationsdichte P die innerhalb eines Gebiets G C R? konzentriert ist,
deren Tréger also in G liegt, erzeugt aullerhalb GG ein elektrisches Potential das
identisch ist zu dem, das eine im Gebiet G konzentrierte Ladungsverteilung

(4.47)

o= -V -P (4.48)

erzeugt. Aus diesem Grund nennt man (—V - P) auch die Polarisationsladungs-
dichte.

Verschwindet die Polarisierung P auf dem Rand OG nicht, so erzeugt der Rand-
term in (4.47) ein elektrisches Potential gleich dem einer auf G konzentrierten
Flachenladungsdichte

op:=n-P, (4.49)

wo n die nach auflen weisende Normale zu OG ist. Im allgemeinen werden sowohl
der Oberflichen- als auch der Volumenanteil aus (4.47) beitragen und wir kdnne
diese Formel sowohl fiir Punkte x innerhalb G, auf dem Rand OG und auf3erhalb
G anwenden. Ist aber z.B. der Korper in seinem Inneren homogen polarisiert, also
P im Inneren des Korpers konstant, dann verschwindet der Volumenanteil und alle
Beitrdge stammen von der Oberflache.

Ein Material mit einer permanenten elektrischen Polarisierung heilt Elektret. Elek-
trete sind das elektrische Analogon der Magnete, die eine permanente magnetische
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Polarisierung besitzen und den wir uns spiter zuwenden werden. Spezielle Elek-
trete sind die Ferroelektrika, die Analoga der Ferromagnete sind: in beiden gibt es
lokale Bereiche mit nicht verschwindender mittlerer Polarisation, die aber von Be-
reich zu Bereich variieren konnen. Aus dieser Analogie leitet sich auch der Name
her, der insofern irrefiihrend ist, als das Material nicht notwendig Eisen enthalten
muss, um als ferroelektrisch zu gelten. Ein bekanntes Ferroelektrikum ist Barium-
nitrat, BaTiOs, ein aus Barium und Titan gebildetes Mischoxid, was zur Gruppe
der Elektrokeramiken gehort.

Als idealisiertes Beispiel betrachten wir eine homogen polarisierten Kugel mit Ra-
dius R und Mittelpunkt am Ursprung. Fiir diese ist P gegeben durch (wie immer

istr = ||x]|)
Py firr <R,
Px)={ 0 "= (4.50)
0 firr>R.

Der Rand OG ist also eine Sphire vom Radius R und Mittelpunkt am Ursprung,
die wir mit 512% bezeichnen. Das gesamte, im Inneren dieser Sphire enthaltende
Dipolmoment p ist also gegeben durch

p::/ va(x):4—”R3PO. (4.51)
c 3

Das Potential ist also gegeben durch ein Integral iiber diese Kugel:

o(z) Po /S df (4.52)

“ameo Je Ix— x|

Im ndchsten Abschnitt werden wir genauer sehen, wie man das Integral auswertet.
Das Resultat ist

f/ 4 1 fii R
/ L L S 453)
sz, [lx — /|| 3 |R?/r® firr >R,
so dass
Pyp-x |1 firr < R,
x) = 4.54
() 3eo {R3/T3 firr > R. ( )

Daraus erhalten wir schlieBlich das elektrische Feld, das wir statt durch die Dipol-
dichte P durch das gesamte Dipolmoment p gemél (4.51) ausdriicken:

1 —p/R3 firr < R,
E(x) = -V¢(x) = — / A (4.55)
dmeo | [3n(n-p) —p|/r® firr > R,
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Wir erhalten also, nicht ganz unerwartet, ein exaktes Dipolfeld der Form (4.35) fiir
den AuBenbereich » > R, dass innen durch ein konstantes Feld fortgesetzt wird,
das antiparallel zu p (und damit zu Py) liegt. Man sieht ohne Rechnung sofort, dass
bei r = R die zu n senkrechte Komponente, also die Tangentialkomponente des
elektrischen Feldes, beim Ubergang von r > R zu r < R stetig ist, wie in (3.4)
allgemein gefordert. Der Sprung den die Normalenkomponente n - E von Innen
(r < R) nach AuBen (r > R) erleidet ist (1/4meo)(3n-p)/R3 = (n-Pg)/eo, was
mit €9 multipliziert gerade wieder der Oberflachenladungsdichte (4.49) entspricht,
wie es gemil (3.17) sein muss.

Man beachte anhand dieses Beispiels die Relation (1.6a) zwischen D und E: Au-
Berhalb der Sphire S}%, wo die Polarisation P verschwindet und Vakuum herrscht,
gilt die Proportionalitit D = ¢gE und D ist ebenfalls ein reines Dipolfeld. Inner-
halb der Sphire S% ist aber

1 p
D(x) = £0E(x) + Po = —(~p/R’ + 3p/R’) = 5= 4.56)
= 2P0/3 = —2€0E(X) .
Insgesamt ist also
3 ..
D(x) = 1 2p/R firr < R, 457)
dm | [3n(n-p) —p]/r® firr > R,

D innen also nun parallel zu p und vom doppeltem Betrag wie egE.

4.3.4 Mittelwerte elektrischer Felder

Sei G das Innere einer Kugel vom Radius R mit Mittelpunkt am Punkt c. Wir leiten
einfache Ausdriicke fiir das Integral des elektrischen Felds E iiber G ab indem wir
den Gauf}’schen Satz in der Form (8.38) anwenden:

/de E(x) = — /de Vop(x)— = /6G dfp(x) . (4.58)

Verwenden wir nun (4.12) fiir das Potential und vertauschen das Volumenintegral
nach x” und die Oberflichenintegration nach x, dann folgt

1 df
dvE(x) = ——— dv' p(x/ / —— (4.59)
Jy B0 = 5 L4 [
Das zweite hier auftretende Integral, also
df
sz2(r) llx — /||
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in dem iiber die Oberflidche einer Sphére mit Radius R und Mittelpunkt c Integriert
wird, ist so typisch fiir die in der Elektro- und Magnetostatik auftretenden Inte-
grale, dass wir seine Auswertung explizit vorfiihren wollen. Dazu fiihren wir bei ¢
zentrierte sphérische Polarkoordinaten ein und setzen

r=x-c, r=]|r|,

4.61
r=x"—-c, =] (“-el)

Die Polachse wihlen wir so, dass r’ = 7’es. Dann ist
|x — /|| = V/r2 + 172 — 2r1' cos 6. (4.62)

AuBerdem ist das orientierte Flichenmall df = dfn mit der radial nach aullen
zeigenden Normalen in Polarkoordinaten gegeben durch

df = R?(sin 6 cos @, sin § sin o, cos #) sin 0 df d . (4.63)

Fiir jede Komponente des vektorwertigen Integranden haben wir eine Integral aus-
zuwerten, wobei die p-Integration von 0 nach 27 und die von € von 0 nach 7 zu
erstrecken Der Nenner des Integranden in (4.60) hangt nicht von ¢ ab. Im Zahler
ist gemdl (4.63) die erste Komponente proportional zu cos ¢ die zweite zu sin .
Beide implizieren, dass die Integration nach ¢ diese Komponenten zum Verschwin-
den bringt. Also iiberlebt nur die dritte Komponente bei der Integration, deren In-
tegrand von ¢ iiberhaupt nicht abhéngt, so dass lediglich ein Faktor 27 aus der
-Integration resultiert. Also haben wir soweit, wenn wir noch bedenken, dass die
Polachse in Richtung des Normalenvektors es = r’/r’ zeigt und » = R auf der
Randsphére ist:

/ ™
I(¥) =27~ R / a9 sin0—— ,ZOSGQR/ .
T —
0 +r r’ cos 4.64)
ag

I_/ ) 1
=21—R / do .
r! 1 VR2+7r? —2Rrlo

Das Integral formen wir durch partielle Integration wie folgt um:

/1d 7 —_1/1d ¢ R o2Rr
g U\/R2+r’2—27“r’a_R7”' B oo~ r r'o

_ o=1 1
- R—l, {a\/R2 +72 —2Rr'o - / do/R2 + 172 — 2Rr’a} (4.65)
T o=— -1
1 1
=75 {|R—r’| IR+ + s (IR =P - |R+r'|3)} .
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Fiir eine weitere Auswertung unterscheiden wir die Fille R > r’ und R < r/. Im
ersten Fall ist |[R — /| = R —’ und |R — 7|3 = R® — 3R*’ + 3Rr'"3 — r'3,in
zweiten sind die Rollen von R und 7’ vertauscht: |[R—7'| =7’ — Rund |[R—7/|? =
3 — 3r"? R + 3r' R? — R3. Somit folgt

/ld o 2 [+'/R? fiir R >, 4.66)
o == .
~1 VRZ4r2_2Rr'c 3 |R/r"? firr' >R,
oder
4 | ¢/ fir R > 1’
I(X) = — ’ 4.67
) 3 {r’R3/r’3 firr’ > R. (67

Der Zusammenhang zwischen (x,x’) und (r,r’) ist natiirlich durch (4.61) gege-
ben, wobei r = R.

Damit kdonnen wir nun das Integral (4.59) berechnen. Wir betrachten wieder zwei
Fille: Im ersten Fall ist der Tridger von p ganz im inneren der Rand-Sphére 0G =
S2(R) enthalten. Das bedeutet, dass fiir alle x’, an denen der Integrand von Null
verschieden ist, die Ungleichung R > 7/ gilt. Also miissen wir fiir /(x’) die erste
Zeile in (4.67) nehmen und erhalten

1
dvE = —— 4.68
| B =~ (4680
wo
p::/dv’p(x’)r’ (4.68b)
G

das elektrische Dipolmoment der elektrischen Ladungsverteiling p beziiglich des
Mittelpunktes ¢ der Rand-Sphire OG ist. Das Ergebnis ist unabhéngig von Radius
der Sphire solange diese den gesamten Trager von p umschlief3t.

Im zweiten Fall ist nun der Triager der Ladungsverteilung auerhalb des Integra-
tionsgebiets G, also ' > R. Dann verwenden wir die zweite Zeile in (4.67) und
erhalten

/ WE(x) = - 4T / &' p(x) Y = Vol(@) E(c)  (4.69)
G T

WO

-1 r 1 c—x
E = — dv’ N— =" dv’ n— = _ 4.69b
(c) d7e /Rs v px )7"’3 4de /R3 v p(x) lc —x/||? ( )

das von der Ladungsverteilung p erzeugte elektrische Feld am Mittelpunkt ¢ der
Sphire ist und Vol(G) das Volumen der Sphire bedeutet. Man hat also das einfache
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Ergebnis, dass der Volumen-Mittelwert des elektrischen Feldes iiber das Innere
einer Sphire vom Radius R gleich ist dem Wert am Mittelpunkt, sofern der Triger
der Ladungsdichte auBlerhalb der Sphire liegt. Zusammenfassend stellen wir also
fest: Ist also G = B2(R) (Ball vom Radius R um c), dann

1 / IE () E(c) falls supp(p) C R3\G
vE(x) = _
Vol(G) Jga Wﬁc) falls supp(p) C G

(E)q =

(4.70)

4.3.5 Methode der Spiegelladungen fiir ebene Rinder

Zur Bestimmung der Green-Funktion Gy (x) aus (4.9) bei Anwesenheit von
Rindern G auf denen entweder die Green-Funktion selbst (Dirichlet-Bedingung)
oder ihre Normalenableitung (Neumann-Bedingung) verschwindet gelingt oft mit
Hilfe der Methode der Spiegelladungen. Zur Veranschaulichung dieser Methode
machen wir uns klar, dass die Losung ja darin besteht, die Laplace-Gleichung fiir
ein Punktteilchen innerhalb des Gebietes G zu 16sen, so dass bestimmte Bedin-
gungen an das Potential auf dem Rand gestellt werden. Wir diirfen also im Kom-
plement von G, “jenseits” des Randes 0G, weitere imaginidre Punktladungen an-
gebracht denken, denn deren Potential erfiillt ja die Laplace-Gleichung iiberall in
G und nur das ist gefordert. Diese Freiheit in der Superposition von Punktladungs-
potentialen mit Quellpunkt jenseits G konnen wir benutzen, um die Randbedin-
gungen zu erfiillen.

Ein einfaches Beispiel ist gegeben durch den Halbraum G = {z € R? : x-e3 > 0},
also mit kartesischen Koordinaten (x1, z2, x3) fiir die 23 > 0. Der Rand 9G ist
dann durch 0G = {z € R? : x - e, = 0}, also die Ebene x3 = 0 gegeben.
Addieren wir zu der Green-Funktion (4.11), die dem Potential einer Einheitsladung
am Punkt y = (y1,y2,y3) € G entspricht, das Potential einer Punktladung vom
n-Fachen der Einheitsladung am Punkty’ :=y — 2e3(es - y) = (y1, y2, —y3), der
also dem Bild von y unter der Spiegelung an der Ebene OG entspricht, so liegt die
addierte Ladung &” auBerhalb G und die Summe der ist wieder eine Green-Funktion
fiir das Gebiet G und gegeben durch

1 n

Gy(x) = =47 ( + ) . (4.71)
Y [x=yl  lx=yI

Da y’ das Spiegelbild von y ist folgt geometrisch sofort, dass jeder Punkt der Ebe-

ne JG, also des “Spiegels”, gleich weit von y und y’ entfernt ist. Wéhlt man also

n = —1 so erfiillt (4.71) die Dirichlet-Randbedinbung Gy, (x) = 0 fiir alle x € 0G.

Das kann man auch durch Symmetrieargumente einsehen: Da die Funktion Gy (x)
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(im Komplement der Punkte y, y’ handelt es sich ja in der Tat um eine glatte Funk-
tion) fiir » = —1 antisymmetrisch unter der Abbildung der Spiegelungen an der
Ebene x3 = 0 ist, muss die Funktion auf der Fixpunktmenge dieser Abbildung den
Wert Null annehmen. Genauso leicht folgt aus Symmetriegriinden, dass (4.71) fiir
n = 1 den Neumann-Randbedingungen geniigt, denn dann ist die Green-Funktion
symmetrisch unter der Spiegelungsabbildung. Ihr Gradient auf der Fixpunktmenge
muss also tangential zu dieser liegen.

Natiirlich kann dieser Fall auf eine allgemeine Ebene £ mit Normalenvektor n im
Abstand b vom Ursprung verallgemeinert werden:

E={xeR®:n-x-b=0}. 4.72)
Die Spiegelung an der Ebene ist dann durch folgende Abbildung gegeben:
Pg:x+—x = Pg(x) :=x—2n(n-x) + 2bn. (4.73)

Man priift leicht nach, dass PE| E= tdg (d.h. jeder Punkt von FE ist Fixpunkt),
%n - (x + x’) = b (d.h. der Mittelpunkt der Verbindung zwischen z und 2’ liegt
auf F), der Verbindungsvektor (x’ — x) ist parallel zu n (folgt sofort aus (4.73))
und Pr o Pp = idgs (d.h. Pg ist selbstinvers, also eine Involution). Auflerdem
folgt Ox}, /Oxy, = Rap := dap — 2n4np, Was eine orthogonale Matrix ist. Ist ¢ eine
Funktion und ¢’ := ¢o Pg, dann folgt nach der Kettenregel V¢’ = Ry,(Vag)oPp

und somit wegen RgpRep = 0qc
A(po Pr) = (A¢)o Pg. 4.74)

Das bedeutet, dass die Anwendung der Ebenenspiegelung und die Anwendung des
Laplace-Operators auf Funktionen vertauschen. Damit ist klar, dass Pr eine Sym-
metrie der Laplace-Gleichung ist.

4.3.6 Beispiele fiir Losungen mit ebenen Réndern

In einfachen konkreten Anwendungen kann die Losung des Problems oft sofort
- oder zumindest nach wenigen Schritten - einfach hingeschrieben werden. Wir
geben einige solcher einfachen Anwendungen, wobei wir uns immer eine Ladung
der Stirke ¢ am Ort (0,0, @) mit @ > 0 im oberen Halbraum z3 > 0 interessieren.

1. Die Ebene x3 = 0 sei geerdet und auf konstantem Potential ¢ = 0 gehalten.
Letzteres wird durch eine Spiegelladung —g am Punkt (0,0, —a) erreicht,
wie wir bereits oben gesehen haben. Das Potential ist also gegeben durch

o(x) = - (| ! ! ) (4.75)

" 4me \|[x —aes||  |[x + aes]|
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Dieses ist gleichzeitig das (—g/e)-Fache der Green-Funktion zum Dirichlet-
Problem fiir diesen Rand.

Die Normalenkomponente des D-Feldes ist gleich der Fldchenladungsdichte
of.

3
1
of(z1,22) := —ce3 - VP(X)|gy=0 = a4 (—) . (4.76)

21 \ /a1 + a5 + a?
Die gesamte Ladung der geerdeten Fléche ist

/dwdma(az m)——a/ooL—— (4.77)
R2 1 2 f 1,42) — q 0 (’r2—+—a2)3/2 - q .

2. Besteht der Rand z3 = 0 nicht aus einem geerdeten Leiter sondern einen
ungeladenen Isolator, dann ist als Randbedingung nicht das Verschwinden
des Potentials sondern dessen Normalenableitung bei x3 = 0 zu fordern.
Das wird nun erreicht durch eine Spiegelladung +¢ am Punkt (0,0, —a),
wie ebenfalls bereits diskutiert. Das Potential ist also gegeben durch

q 1 1

o) = e <||x—ae3u * |yx+ae3H> ' (478)
das nun das (—¢/e)-Fache des Neumann Problems fiir den gegebenen Rand
ist. Man beachte, dass der Feldlinienverlauf des elektrischen Feldes zum Po-
tential (4.78) nahe dem Rand ganz anders ist als fiir (4.75). Das gleiche Vor-
zeichen der Spiegelladung fiihrt ndmlich nun dazu, dass die Feldlinien in
Gebiet x3 > 0 von Rand x3 = 0 abstoflen werden und nahe zu ihm nahe-
zu parallel verlaufen. Auf den Rand sind die Feldlinien parallel zu ihm, was
klar ist, denn unsere Randbedingung verschwindender Normalkomponente
fordert ja genau das. Da folgende Beispiel wird die ersten beiden Fille als
Grenzsituationen mit enthalten. Aus ihm wird die Frage des Feldlinienver-
laufs noch besser verstidndlich.

3. Dieses Beispiel dient nicht dazu eine Green-Funktion zu bestimmen (wir
kennen sie ja bereits fiir sowohl das Dirichlet als auch das Neumann Pro-
blem), sondern ein physikalisches Problem direkt zu 16sen. Wir betrachten
nun die Ebene x3 = 0 als die Trennfliche zweier Gebiete 1 und 2, an de-
nen zwei homogene und isotrope Medien der Permittivititen £; (Gebiet 1:
x3 > 0) und g2 (Gebiet2: x3 < 0) zusammenstoBen. Die Ladungsdichten
seien liberall Null, insbesondere sind also keine Fldachenladungen auf der
Grenzfliche vorhanden. Im Unterschied zum ersten und zweiten Beispiel
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suchen wir nun eine Losung der Laplace-Gleichung mit der Ladung ¢ am
Punkt x = aes in ganzen Raum, also auch fiir 3 < 0. Im oberen Halbraum
x3 > 0 hat die Losung die Form

$1(x) 1( 1 + 2 ) (x3 >0), (4.79)

 dmey \||x —aes||  ||x + aes|

in der g2 eine fiktive Ladung im Halbraum x3 < 0 ist, also im Gebiet 2 liegt.
Im unteren Halbraum darf die Losung keine in diesem Halbraum gelegene
Punktladung enthalten und hat deshalb die Form

_ R S
des ||x — aes]|’

P2(x) (x3 <0), (4.80)

wo ¢ eine fiktive, nun im Gebiet 1 gelegene Punktladung ist. Wir schreiben
hier €5 statt wie in (4.79) €1 in den Vorfaktor, weil das Feld eben im Gebiet 2
gilt, wo die Permittivitit €5 ist. > Diese Ladung dient wieder nur dazu, die
Erfiillung der Randbedingungen bei gleichzeitiger Erfiillung der Laplace-
Gleichung zu gewihrleisten. Zu beachten ist, dass diese zwar am gleichen
Ort wie die wirkliche Ladung ¢ sitzt, i.a. aber eine von dieser verschiede-
ne Ladung hat. Die zwei Werte fiir die Landungen ¢; im oberen und ¢2 im
unteren Halbraum werden aus den zwei zu stellenden Randbedingungen fol-
gen, die im vorliegenden Fall in (3.21a) zusammengefasst sind. Die erste
Bedingung ist die der Stetigkeit der Tangentialkomponente von E. Wegen
E = —V ¢ bedeutet dies, dass ¢ an der Grenzfliche stetig sein muss; denn
Gradienten der Funktionen ¢; und ¢ miissen an der Grenzfliche x5 = 0
gleiche Tangentialkomponenten ihrer Gradienten besitzen, konnen sich also
auf der Grenzfliche nur um eine Konstante unterscheiden, die wir 0.B.d.A
Null setzen diirfen. Die zweite Bedingung ist die der Stetigkeit der Normal-
komponente von D, also von eV ¢ (und nicht etwa des Gradienten selbst,
dessen Normalkomponente in der Tat unstetig sein werden).

Da jeder Punkt der Grenzfliche von den beiden Orten x = +aes gleich weit
entfernt ist, ergibt die erste Bedingung sofort

q+q2 = q1(e1/e2). (4.81)
Die zweite Bedingung ist dquivalent zu
es - (51V¢1|m3_>0+ - 82V¢2‘I3_>0_> —0, (4.82)

SWir hitten hier auch e, stehen lassen kénnen. Dies tut etwa [?, §19.6], was aber etwas inkonsequent
ist, denn das Feld gilt ja im Gebiet2, wo die Permittivitit 2 ist und wo die Flussdichte Dy =
—e2V ¢ die einer Punkltladung der Stérke ¢; sein soll. Hétten wir €1 stehen lassen, so wire — vom
Gebiet 2. beurteilt — Dy = —e2 V2 der Fluss eine Punktladung der Stirke (2/¢1)qi.
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was mit (4.79) und (4.80) folgende einfache Relation ergibt

49— =q. (4.83)
Zusammen ergeben (4.81) und (4.83) also

_ o 2(e2/ea1)
n=d 1+ (82/81)

Man beachte, dass ¢q; immer das gleiche Vorzeichen wie q besitzt, g2 hinge-
gen fiir e /27 > 1 das entgegengesetzte Vorzeichen hat. Allgemein verlduft
zwischen 0 < e5/¢1 < oo die Ladung ¢; streng monoton steigend® zwischen
0 und 2¢q und ¢o streng monoton fallend zwischen ¢ und —q. Im Extremfall
gg9/e1 — 0ist g1 = 0 und g2 = ¢. Er entspricht unserem obigen 2. Bei-
spiel in dem das Gebiet2 wie ein Isolator wirkt in den die D-Felder nicht
eindringen konnen. Nahe der Grenzfliche verlaufen die D Linien also na-
hezu tangential. Im entgegengesetzte Extremfall e5/21 — o0 ist g1 = 2q
und g2 = —q. Er entspricht im Gebiet 1 unserem ersten Beispiel, in dem wir
die Trennflaiche x3 = 0, oder den ganzen Halbraum z3 < 0, als geerde-
ten Leiter angenommen hatten. Hier wird der gleiche Effekt durch die starke
Polarisation in diesem Gebiet erzielt

1 — (e2/e1)

. 4.84
1+(82/81) ( )

und ¢ =gq

Wir betonen nochmals, dass die Spiegelladungen ¢; im Gebiet1 (x3 > 0)
nur fiir die Losung im Gebiet2 (x3 < 0) und g2 im Gebiet 2 (3 < 0) nur fiir
die Losung im Gebiet 1 (x3 > 0) hinzugedacht werden um dort die Randbe-
dingungen zu erfiillen. Das von ihnen erzeugte Feld fasst die Wirkung Pola-
risation der Dielektrika zusammen, deren Wirkung in den Gebieten 1 und 2
eben gerade so sind, als ob sich die genannten Punktladungen in den jeweils
anderen Gebiet2 bzw. 1 befinden. Keinesfalls darf man auf die Idee kom-
men, die Felder der Ladungen ¢; und ¢ auch in den Gebieten 1 und 2 fiir real
zu halten. Das Feld im Gebiet 1 sieht demnach so aus wie die Superposition
zweier Coulombfelder zu den Ladungen ¢ und ¢2 an den Orten +aes in ei-
nem Raum der iiberall mit einem Medium der Permittivitit £, erfiillt ist. Das
Feld im Gebiet 2 sieht hingegen so aus wie das einer einzelnen Ladung ¢; in
einem Raum der Permittivitit 5. Die Feldlinien im Gebiet 2 sind also immer
gerade, entsprechend einem Coulomb-Feld einer einzigen Ladung, wihrend
die Feldlinien im Gebiet 1 gekriimmt sind entsprechend der Superposition
zweier Coulomb-Felder zu den Ladungen ¢ und ¢o. Nur im entarteten Fall
€1 = &9 verschwindet g2 und die Feldlinien sind gerade. Haben ¢ und ¢ das

“Hitten wir im Ansatz (4.80) fiir das Potential ¢ in Gebiet 2 £, statt 2 geschrieben, so wiirde in der
ersten Gleichung (4.84) g1 = 2q/(1 + (£2/e1)) stehen, was fiir 0 < £2/e1 < oo streng monoton
fallend von 2¢ nach Null fillt.
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gleiche Vorzeichen, ist also €5 < €1, dann werden die Feldlinien in Gebiet 1
von der Grenze weggekriimmt (abgestoen), wihrend bei unterschiedlichem
Vorzeichen, also €5 > €1, sie zur Grenzebene hin gekriimmt (angezogen)
werden.

4.3.7 Methode der Spiegelladungen fiir spharische Rinder

I%
B
R r’ $

Abbildung 4.1: Inversionsabbildung an einer Sphéire vom Radius R mit Mittel-
punkt O. Die Abstinde d der Ladung @ (blau) und d’ der Spiegelladung @’ (rot)
vom Mittelpunkt geniigen der Bedingung des geometrischen Mittels: dd’ = R2.

Wir diskutieren zuerst die geometrische Idee, die an Abbildung 4.1 erldutert sei. Zu
sehen ist eine 2-Sphére mit Radius R und Mittelpunkt O am Ursprung des Koor-
dinatensystems im R3. Eine Ladung @ (blauer Punkt), befindet sich auBerhalb der
Sphiire im Abstand d vom Ursprung. Eine zweite Ladung Q' wird auf der Verbin-
dungslinie OQ im Abstand d’ von O so angebracht, dass das geometrische Mittel
der Abstinde d’ und d gerade der Radius R der Sphire ist, also bei d’ = R?/d.
Die so per ,Inversion an der Sphire gespiegelten Ladungen liegen also immer auf
unterschiedlichen Seiten der Sphére, wenn sie nicht auf der Sphéare selbst liegen.
Fiir jeden Punkt P der Sphire gilt dann, dass das Dreieck PO’ éhnlich ist zum
Dreieck QO P, denn die den Winkel « einschlieBenden Seiten O P und OQ’ bzw.
OQ und OP haben das gleiche Lingenverhiltnis, ndmlich R/d’ = d/R. Dann
ist aber auch das Lingenverhiltniss von OP = R zu PQ’ = 1’ gleich dem von
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OQ = dzu PQ = r. Alsoistdas Verhiltnis ' /r = R/d fiir alle Punkte der Sphire
gleich. Aquivalent ausgedriickt ist (1/7) — (R/d)(1/r") = 0, was folgendes bedeu-
tet: Wenn wir fiir die Ladung Q" das (—R/d)-Fache der Ladung ) wihlen, dann
verschwindet ihr gemeinsames Potentiale auf der Sphire.

Das fassen wir nun analytisch. Weil vieles von dem was nun folgt tatsichlich in
allem Dimensionen n > 2 funktioniert, gonnen wir uns fiir einem Moment diese
Verallgemeinerung. Im Rahmen dieser Vorlesung sind wir letztlich natiirlich nur
am Fall n = 3 interessiert.

Im euklidischen R™ betrachten wir eine (n — 1)-Sphére vom Radius R und mit
Mittelpunkt c. Als “Inversion” an dieser Sphére bezeichnet man die Abbildung

I(re) R"\{c} = R"\{c},

2 4.85
x =X = I(ge)(x) : R (485

:W(X—C)_FC

Aus dieser folgt sofort
Ix = ¢l - [ (re) (%) —¢| = R? (4.86)

die gerade die Tatsache ausdriickt, dass I? das geometrische Mittel ist der Absténde
d:=|x —c| und d" := |[[(gc)(x) — c| der Punkte x und I( ¢)(x) vom Kugel-
mittelpunkt. Daraus folgt auch sofort, dass I( ¢ eine Involution ist, soll heif3en,
das zweimaliges Hintereinanderausfiihren der Abbildung liefert die Identitit; denn

R2
firey©fine () = S =g Uino () =) + e
2 2
R R ote (4.87)

e (%) — <l [Ix — <]

=(x—c)+c=x,

wobei wir beim Ubergang in die letzte Zeile (4.86) verwendet haben.

Die Jacobi-Matrix der Inversionsabbildung ist

ox! R?
J = __ " _(§,—2 4.88

ab(x) oy HX — CH2 ( ab nanb) > ( a)

WO
X —C
= . (4.88b)
[[x —cll
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Das bedeutet, dass die Inversion an Sphéren konforme Transformationen sind, denn
das infinitesimale Abstandsquadrat im euklidischen R transformiert wie folgt

/ /
S dadzy — Oup dsdrh = 0y 272 O 1 iy
d

ab Oz, Ox

4
= (L) o dztdz® .

[x —<|

(4.89)

Das folgt sofort aus der Bemerkung, dass der letzte Faktor in (4.88a), also die
Matrix mit den Komponenten (J,, — 2n4n4), orthogonal ist (Spiegelung an der
Ebene mit Normalen n).

Mit dy bezeichnen wir die nicht-negative Funktion im euklidischen R", die jedem
Punkt x seinen euklidischen Abstand vom fest gewihlten Punkt y zuordnet. Es gilt
also
dy(x) = |x—y|. (4.90)
Daraus folgt sofort
Viy(x) = 4.91)
X) = = n. .
Y Ix =yl
Ebenfalls durch direktes Nachrechnen iiberpriift man, dass sich die Abstandsfunk-
tion dy durch Komposition mit der Inversion — die wir in der folgenden Gleichung
einfach [ statt I ) nennen, um die Gleichung nicht symbolisch zu iiberfrachten
— wie folgt verhilt:
d
dy ol =dy(c) —) (4.92)
de
In dieser Gleichung ist y € R™\{c}. Fir y — c geht auf der rechten Seite
de(y) — 0 und der Abstand dj(y)(x) — oo fiir jedes x. Die fiir y = c giiltige
Formel kennen wir aber schon, denn (4.86) kann ohne Argument x ja dquivalent
geschrieben werden als

R2
Man beachte, dass (4.92) eine Gleichheit zwischen Funktionen ist, wobei auf der
rechten Seite der Quotient der Funktionen d I(y) und d. steht, der selbst wieder eine
Funktion ist, multipliziert mit der Zahl dy (c). Analoges gilt fiir (4.93).

deol (4.93)

Auf der Menge der reellwertigen Funktionen auf R™\{c} (enventuell mit weiteren
isolierten Singularitéten) definieren wir nun folgende Abbildung Ji g ¢

R

(n—2)
Jre)(f) == (d—c) (folre))- (4.94)
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Aus (4.93) und der involutiven Eigenschaft von [ ¢ folgt, dass auch J(g ) eine
Involution ist, denn (wir lassen die Subskripte (R, c) an J und I hier wieder weg)

R (n—2) R (n—2)
=) () e

2 (n—2)
(i) Ueuem =1,

wobei wir im letzten Schritt (4.93) und die Involutivitit von I benutzt haben.

(4.95)

Von dieser Abbildung Jg ) zeigt man durch Rechnung, dass sie beziiglich des
Laplace-Operators A = V,V, folgender Relation geniigt:

4
A(Jre)(f)) = (£> Jre) (AS) . (4.96)

de
Diese Impliziert, dass J( f) die Laplace-Gleichung erfiillt sofern das auf f zutrifft.
Wir erhalten also neue Losungen zur Laplace Gleichung aus bereits bekannten
durch Anwenden von J(g ). Dass dies bei der Freiheit der Wahl der Parameter
(R, c¢) und der Moglichkeit der beliebigen Komposition dieser Abbildungen zu ei-
ner kaum zu iiberblickenden Vielzahl neuer Losungen aus bereits bekannten fiihrt,
iberrascht nicht.

Als Beispiel betrachten wir fiir n > 3 einen “Pol” der Stirke A am Punkt a:

A
P(A7a) = W , (497)
also — nochmals konkret — die Funktion mit den Werten
A
Paa)(x) i= s, (4.98)
A - an?

Dieser Erfiillt die Laplace-Gleichung auflerhalb des Punktes a. (Fiir n = 2 hitte
man eine logarithmische Abhingigkeit vom Abstand; was wir hier nicht eigens
betrachten wollen.) Sie entsteht gemaB (4.94) aus der konstanten Funktion mit dem
Wert Eins durch Anwenden von J(g ) mit R = = und ¢ = a. Wenden wir
darauf erneut J( g ) mit einem anderen Paar (R, c) an, so folgt mit (4.92)

J(R,c) (P(A,a)) = P(A’,a’) s (4993)
mit
: R\ :
A=A (m) und a' = I(R,C) (a) (499b)
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Das Bild unter J(g () eines Pols der Stirke A am Punkt a ist also wieder ein Pol,
nun am Bildpunkt von a unter der Inversion /(, ., mit einer um den Faktor R/[|a—
c|| verénderten Stirke. Dieser Faktor ist < 1 falls der Ausgangspol bei a auferhalb,
und > 1 falls er innerhalb der der Sphire liegt.

Nimmt man die Summe der Pole

¥ = Plaa) + Pava) = Pam + Ty (Plam) (4.100)
so folgt aus der Involutivitét von J( g ) sofort die Invarianz von ¢ unter Jip ¢):
Jre) (V) = 4.101)

Statt mit Polen hitten wir dieses Verfahren des “Mittelns” auf jede jeder Losung
¢ der Laplace Gleichung anwenden konnen, 1) := ¢ + J(p ¢)(¢), und hitten eine
unter .J invariante Losung der Laplace-Gleichung bekommen. Die Invarianz einer
Funktion 1 unter .J bedingt, dass ihre Normalenableitung auf der Sphire S2(R)
verschwindet. In Kontext der Elektrostatik bedeutet das, dass wir durch (4.100) die
Green-Funktion fiir das Neumann-Problem sowohl im Innen- als auch im Auflen-
bereich bekommen.

Tatsdchlich

4.3.8 Beispiele fiir Losungen mit sphérischen Rindern

Wie im Fall ebener Riander kann auch hier die Losung eines Problems oft einfach
erraten werden. Wir geben wider einige solcher einfachen Anwendungen, wobei
wir uns anfangs eine Ladung der Stirke ¢ am Ort des mit d > 0 auBlerhalb der
Sphire qu vom Radius R mit Mittelpunkt im Ursprung denken, wobei d > R, die
Ladung also auBlerhalb der Sphire liegt.

1. Die Sphire sei geerdet, also auf konstantem Potential ¢ = 0 gehalten.
Dann ist nach den geometrischen Erkldrungen im Zusammenhang mit Ab-
bildung 4.1 sofort klar, dass diese Randbedingung erreicht wird durch eine
Spiegelladung der Stirke ¢’ = —(R/d)q am Punkt (R?/d)es. Das den Rand-
bedingungen geniigende Potential ist also

. q 1 B R/d
o) = e (Hx ey Rl <R2/d>e3||> | (4.102)

Dieses ist das (—¢/ec)-Fache der Green-Funktion Gg4e, zum Dirichlet-
Problems fiir den AuBBenraum der Sphére (mit Sphére als Rand) und gleich-
zeitig das (gR/ed)-Fache der Green-Funktion G'(g2/4)e, zum Dirichlet-
Problem fiir den Innenraum (mit Sphire als Rand). Das elektrische Feld zu
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(4.102) ist ausgewertet auf der Sphére ist

E(x)|s: = ~Vo(x)ls:

g ([ x—des R x — (R?/d)es
~ dme \||x —des|]?  d||x — (R%/d)es]?

e (e o x
~ dme \ R2 |x — des]||3

Dabei haben wir bereits ausgenutzt, dass auf der Inversionssphére mit r :=
|x — deg|| und 7’ := ||x — d’es||, wo d' = R?/d, gilt, dass r/r" = d/R,
wie wir bereits in Zusammenhang mit Abbildung4.1 gezeigt haben. Insbe-
sondere sehen wir, dass das elektrische Feld auf der Sphére radial zeigt, was
von vornherein klar ist, da ¢ ja auf der Sphére konstant ist. Die Oberfldchen-
ladungsdichte o ist die Normalenkomponente von D und somit gegeben
durch (n = x/||x]|)

s (4.103)

Sk

of=¢€n E‘ S— (d2 1) I
! S 4w \R? [R? + d? — 2Rd(n - e3)]*

(4.104)

Das Integral dieser Ladungsdichte iiber 512% ist elementar ausfiihrbar wenn

wir sphérische Polarkoordinaten mit Polachse in es-Richtung einfiihren.

Die Integration konnen wir uns aber sparen, denn wir wissen iiber den

Gaul’schen Satz was herauskommen muss (und auch tatsdchlich heraus-

kommt!), ndmlich die von der Fldache 512% eingeschlossene Ladung, und die
ist —qR/d:

dpdfsin @ Rc; = —qR/d. (4.105)

Sk

2. Ist die Sphire im vorherigen Beispiel zwar leitend aber nicht geerdet und
als Ganzes ungeladen, so wird sie sich auch nicht aufladen wenn man die
Ladung ¢ in ihre Nihe bringt. Es muss also weiterhin gelten, dass das elek-
trische Feld normal auf ihrer Oberflache steht (weil sie leitend ist), nur die
Gesamtladung muss verschwinden. Das erreichen wir einfach dadurch, dass
wir eine weitere Punktladung vom Betrag +¢R/d an ihren Mittelpunkt set-
zen. Deren Potential miissen wir dann einfach zu (4.102) addieren und erhal-

ten
q 1 R/d R/d
P(x) = — ( - . (4.106)
dme \ [|x —des|  |lx — (R?*/d)es|| x|
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Der Zusatzterm leistet einen konstanten Beitrag Ladung/Oberfliche =
(qR/d) /(47 R?) zur Oberflichenladung, die nun gegeben ist durch

a (d_2 _ 1) R L
4 \ R2 [R2 +d2 —2Rd(n- 63)]3/2 ArRd’
(4.107)
wobei x = nR Dadurch erhilt die Kugel ein Dipolmoment was man in
der iiblichen Weise berechnen kann, indem man sphirische Polarkoordinaten
mit Polachse in e3 Richtung wéhlt. Die zu ez orthogonalen Komponenten
verschwinden dann (wegen der ¢ Integration) und es bleibt nur eine elemntar
auszufiihrende Integration iiber . Es ergibt sich mit w = cos @,
1
d= / xof(x) R?sin 0 dfdyp = e3R327r/ dwwo(w)
Sk ! (4.108)
B R\ R?
(e

3. Eine interessante Grenzsituation entsteht aus dem vorherigen Fall wenn man
die Ladung g auBlerhalb der Sphire entlang der durch es erzeugten Geraden
ins Unendliche riickt und dabei gleichzeitig die Ladung proportional zum
Quadrat des Abstandes d so anwachsen lisst, dass Fy = q/(4med?) kon-
stant bleibt. Dann geht das Feld der Ladung asymptotisch in ein konstantes
elektrisches Feld E = — Ejejs iiber. Die Spiegelladung ¢ = —qR/d wird
dann zu ¢’ = —4mwe RdE, und das Dipolmoment (4.108) hat den endlichen
Grenzwert

of(x) = -

d = 47eR3E (4.109)

Diesen Wert erhilt man auch fiir ein Thomson’sches Atom in einem kon-
stanten elektrischen Feld.

4.3.9 Das Konzept der Kapazitiit

Wir betrachten eine endliche Menge leitender geladener Korper K,, a €
{1,--- ,n}, die im Raum jeweils die Gebiete G, C R? mit zumindest stiickweise
glatten Rand 0G,, einnehmen. Da die Korper leitend sind, nimmt das Potential ¢
auf und in ihnen einen konstanten Wert ¢, an. Das elektrische Feld verschwindet.
Die Ladungen dieser Korper seien (Q,, wobei die Gesamtladung aller Korper ver-
schwindet: @ := """, Q, = 0. Das bedeutet, dass das Potential der gesamten
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Ladungsverteilung gegeben ist durch

009 = o [ 5L

471re C!x —x/ ||p ( ) 4.110)
_ X=X 3
= e <||x—x'|| Tk oW ’) !

wobei hier x’ ein Punkt bezeichnet, um den herum man die asymptotische Ent-
wicklung formuliert und O(r~3) Terme bezeichnet die wie oder schneller als 73
abfallen (vgl. Abschnitt 8.1). Wichtig fiir uns ist, dass wenn ) = 0 das Potential
asymptotisch wie 72 und das elektrische Feld wie 3 abfllt.

Wir zeige nun, dass das Potential im Bereich
G::R?’—UGG. (4.111)

durch folgende vier Annahmen eindeutig bestimmt ist:

1. Das Potential geniigt der Poisson Gleichung

Ap=—p/e inG; (4.112a)
2. die Ladungen
—s/ df -Vo=0Q, (4.112b)
Gy
sind vorgegeben;
3. die Randwerte
b0 = Py, (4.112¢)

sind konstant (aber nicht vorgegeben) und die Gesamtladung verschwindet:
n

Q=) Qu=0. (4.112d)
a=1

Der Beweis ist ein typischer Widerspruchsbeweis: Angenommen es gibt zwei
Losungen ¢(1) und ¢, die beide den Bedingungen 1.-4. geniigen, bei gegebe-
nen p und @,, aber moglicherweise verschiedenen konstanten Randwerten ¢g1)

und ¢¢(12) . Dann betrachten wir die Differenz ¢ := ¢(1) — $(2), Diese geniigt

Ap®) =0 inG, (4.113a)
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/ df - V3 =0, (4.113b)
0Gq

¢ = ¢, =konst., (4.113c)
und
PP (x) <r ™3 fiir — oco. (4.113d)

Wir betrachten das Vektorfeld ¢(®) V() und integrieren seine Divergenz iiber G
unter Benutzung des Gauf3’schen Satzes

/ dv V (¢ pB)) = / dv || Ve®|? + / dv B Ap®)
G
= —Z/a dfp IVl (4.114)
- Z¢g3> / AtV =0.
a=1

G,

Dabei tritt das Minuszeichen ab der 2. Zeile auf der rechten Seite auf, weil der
Rand OG, mit nach auBlen (also in G hinein) zeigender Normale orientiert ist.
Bei Anwendung des Gauf3’schen Satzes auf die Integration iiber G werden aber die
Randkomponenten mit der aus GG heraus zeigender, also in die G, hinein zeigenden
Normalen genommen. Auflerdem haben wir kein Randintegral “im Unendlichen”
bekommen, weil das Abfallverhalten von ¢®) so ist, dass ¢(3) V$(3) auf jeden Fall
schneller als 72 abfillt wihrend die Oberfliche nur wie 72 zunimmt. Beim vor-
letzte Schritt haben wir ¢(3) wegen (4.113c) aus dem Integral herausziehen konnen
und im letzten Schritt haben wir (4.113b) benutzt. Verwenden wir nun (4.113a),
dann folgt

/ dv ||[Ve®|2=0. (4.115)
G

und da der Integrand nicht negativ und stetig ist: #(3) = konst. Unter den Bedin-
gungen (4.113) ist also ¢ bis auf eine Konstante und das elektrische Feld eindeutig
bestimmt.

Sei nun ¢ eine solche — bis auf eine Konstante — eindeutige Losung die den Bedin-
gungen (4.112) geniigt. Dann existieren 1n(n — 1) Zahlen

Uab:/ dk - Vo =g — ¢yp. 4.116)
Kab

wo Ky, irgend eine Kurve ist die auf auf dem Korper K3 beginnt und auf dem
Korper K, endet. Die Zahlen U, hingen nur von den Ladungen @, der Korper
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und der eventuell vorhandenen Ladungsverteilung p zwischen ihnen ab, nicht aber
davon, welche Kurven K, man wihlt um sie zu verbinden. Die antisymmetische
Matrix U,;, kodiert die Potentialdifferenzen zwischen den Korpern.

Wir spezialisieren nun auf den Fall verschwindender Ladungsdichte p im Auflen-
bereich der Korper. Dann erfiillt ¢ wegen (4.112a) die Laplace-Gleichung A¢ = 0
in G. Wiirde man nur eine Einheitsladung auf den Korper K, bringen und alle
andern ungeladen lassen, so wire das davon erzeugte Potential QASa. Dieses erfiillt

—c df - Vg = Oap - (4.117)
oG}
Eine solche “Einheitsladungslosung” erstellen wir fiir jeden Korper K,, a =
1,--- ,n. Wegen der Linearitdt der Laplace-Gleichung ist dann die allgemeine
Losung, die jedem Korper K, die Ladung @, zuweist, gegeben durch

¢=> Quba- (4.118)
a=1

Denn diese erfiillt wieder die Laplace-Gleichung, gibt wegen (4.117) jedem Korper
K, die Ladung ), und ist auf jedem Korper konstant; letzteres weil dies fiir jede
der “Einheitsladungslosungen” ba gilt. Genauer: Bezeichnen wir mit ¢,;, den Wert,
den <2>b auf K, annimmt, also

bab = Op (4.119)

dann ist der Wert ¢,, den die Superpositionslosung (4.118) auf K, annimmt, ge-
geben durch

0G,’

ba =Y babQs- (4.120)
b=1

Man nennt die n X n Groen ¢y, die Potentialkoeffizienten des Systems der Korper
Ki,---, K,.Dadie Ladungen @), die Losungen eindeutig bestimmen und umge-
kehrt die Ladungen durch die Losung bestimmt ist, ist die Matrix der Kapazitits-
koeffizienten invertierbar. Die Inverse Matrix habe die Eintrige C,;, dann gilt

Qo= _ Capdp. (4.121)

b=1
Die Cy;, heilen Kapazitdtskoeffizienten.

Die Matrizen der Potential- und Kapazititskoeffizienten sind symmetrisch und po-
sitiv definit. Wir beweisen zuerst die Symmetrie ¢, = ¢pq, aus der die Symme-
trie der Inversen, also Cy, = Cp,, dann natiirlich folgt. Dazu benutzen wir die
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2. Green’sche Identitit (8.47) fiir die Funktionen dga und q?)b fiir das Gebiet G:
/G dv(daAy — ppAda) = /8 Lt (6a Vs — BV a) . (4.122)

Die linke Seite verschwindet, da in G beide Funktionen die Laplace-Gleichung
erfiillen. Die rechte Seite zerfillt in die Summe iiber die n Randkomponenten 0G.,
die also Null ergeben muss (keine Summenkonvention hier):

0= Z o df - (6a Vo — opVda)
e=troe (4.123)

1< 1
- Z(‘bacécb - ¢bc50a) = _g(¢ab - ¢b“) )
c=1

Dabei haben wir beim Ubergang von der ersten in die zweite Zeile sowohl (4.117)
als auch (4.119) benutzt. Damit ist die Symmetrie bewiesen. Die Positiv-Definitheit
folgt aus dem Energieausdruck, den wie jetzt ableiten.

Da die Korper K, Leiter sind, verschwindet das elektrische Feld innerhalb jedes
Gebiets. GG, (im stationdren Fall). Die Gesamtenergie des elektrischen Feldes ist
nach (4.25) das Integral von %E - D tiiber den ganzen Raum. Weil aber E innerhalb
der Korper verschwindet, reicht es aus, das Integral iiber das Komplement G der
Korper zu erstrecken (siehe (4.111)). Dortist D = ¢E und E = —V ¢. Also ist
die elektrische Gesamtenergie F, des Systems gegeben durch

g 13 13
EelzE/dews-vgzs:—EéGadf-¢V¢—§/de¢A¢
1 n
:§;¢aQa~

Dabei haben wir im ersten Schritt eine partielle Integration vorgenommen und den
Gaufy’schen Satz angewendet mit den in die Gebiete G, hineinzeigenden Norma-
len von 0G,, (deshalb das erste Minuszeichen). Im Zweiten Schritt haben wir aus-
genutzt, dass ¢ auf G, konstant und gleich ¢, ist, so dass es vor das Integral
gezogen werden kann, dass gemidf3 (4.112b) das verbleibende Oberflachenintegral
gerade die Ladung @), ergibt und letztlich, dass ¢ die Laplace Gleichung erfiillt.
Mit (4.120) und (4.121) wird daraus

(4.124)

1 < 1 <
Ea=75 Y $aQaQy =5 D Carbaty. (4.125)
a,b=1 a,b=1
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Da die Energie gleich ist dem Integral {iber den nicht-negativen Integranden
¢ || E||?/2, kann die Energie nur den Wert Null annehmen wenn der Integrand iden-
tisch Null ist (als mindestens stetige Funktion). Also ist die Energie echt positiv fiir
jedes nicht identisch verschwindende Feld, was immer die beliebig vorgebbaren
Ladungen @), auch sein mogen. Also muss die Bilinearform in (4.125) in den @,
positiv definit sein. Das gleiche folgt dann automatisch fiir die Inverse. Eine jede
Anordnung von n leitenden Korpern definiert somit eine symmetrische, positiv de-
finite Bilinearform auf dem Vektorraum R™ der Ladungs-n-Tupel (Q1, - -, Qp).

4.4 Magnetostatik

Wir idealisieren die Stromdichte J auf einen unendlich diinnen Draht. Die {iber den
Querschnitt integrierte Stromdichte ergibt den Strom, I, also die durch den Draht
pro Zeiteinheit transportierte Ladungsmenge.

Mathematisch repriasentiert man den Draht durch eine einzelne Raumkurve \ —
k(A). So wie man einem einzelnen punktférmigen Teilchen eine “Ladungsdichte”
in Form einer Distribution zuordnet, kann man auch einem fadenférmigen Draht
eine distributive Stromdichte zuordnen. Das ist niitzlich, weil man diese dann in
die allgemeinen Ausdriicke (4.13) und (4.15) einsetzen kann und damit sofort ana-
lytische Ausdriicke fiir das Vektorpotential bzw. Magnetfeld erhilt, ganz analog
zum Vorgehen in der Elektrostatik.

4.4.1 Stromkurven und das Biot-Savartsche Gesetz

Um den distributiven Ausdruck fiir die Stromdichte zu bekommen, denken wir
uns die Kurve in kurze Stiicke zerlegt, in denen jeweils eine Lingenladungsdichte
dq/ds (Ladung/Lénge; hier bezeichnet ds das Langenintervall ) mit der Geschwin-
digkeit ds/dt in Richtung des Einheits-Tangentenvektors k’/||k’|| stromt. Nun ist
die Stromdichte, die von bewegten Ladungen herriihrt (konvektiver Strom), immer
durch das Produkt der Ladungsdichte mit der Stromungsgeschwindigkeit gegeben,
so wie in (2.6b) fiir den Fall einer einzelnen Ladung bereits angegeben. Summiert
(d.h. integriert) man dies fiir alle Ladungsstiicke entlang des Drahtes auf, so erhilt
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man

J(z) = / dg 6 (x — k(\)) v(k(N))

dq (3) ds ¥
_ dq _ ds X 4.12
s G600 =10 G e (4.126)

S
= I/dk5(3> (x — k).

Hier ist der Strom

_dq
=
wegen der Ladungserhaltung entlang der Kurve (also an jede Stelle des Drahtes)
konstant und konnte deshalb vor das Integral geschrieben werden. Auflerdem ha-
ben wir benutzt, dass das Eigenlidngenintervall ds mit dem Parameterintervall dA
verbunden ist durch ds = ||k’(\)|| d\ und am Ende wieder k' d\ = dk geschrie-
ben; siche Abschnitt 8.2.

I: (4.127)

Mit diesem Ausdruck fiir die Stromdichte berechnen wir gemé8 (4.13) und (4.15)
das Vektorpotemntial A und das Magnetfeld B:

Alx) =2 /RB a3

4r lx =]
) (x! —
:N_I/ dk/ dv’u (4.128)
A Jk R3 [[x —x'||
ol dk

dr Ji x = K|

1 x —x/
B(X) = E/l%\; d’l}/J(X/) X m

x —x

= “—I/ dk x [ dv' 6® (X' —k)
4 K R3

_,uI/dkx(x—k)
A ik lx— K[

(4.129)

% —x'[|?

Man bezeichnet (4.129) als das Biot-Savart’sche Gesetz.” Es stellt die Felder
am Punkt x als Integral von Beitrdgen entlang des Drahtes dar, so als ob jedes
Drabhtstiick fiir sich genommen ein Eigenes Magnetfeld erzeugte, vergleichbar dem

"Nach Jean-Baptiste Biot (1774-1862) und Félix Savart (1791-1841).

Theoretische Elektrodynamik, SS 2021 94/185
qig.itp.uni-hannover.de/~giulini/



Coulomb’schen Gesetz (4.17b) fiir mehrere Punkteilchen, das einfach einer Super-
position der einzelnen Coulomb-Felder entspricht. In dieser Analogie ist der vom
Drahtstiick im Intervall [k, k + dk| erzeugte Anteil des Magnetfelds 0B(x) gege-
ben durch

(4.130)

4.4.2 Nochmal Ladungserhaltung

Diese obige Analogie ist allerdings nicht ganz iiberzeugend, weil wir zur Ableitung
des Biot-Savart’schen Gesetzen benutzt haben, dass der Strom dem Erhaltungsglei-
chung V-J = 0 geniigt. Das ist fiir eine Stromdichte der Form (4.126) nur der Fall,
wenn die Kurve K entweder geschlossen ist oder an beiden Enden nach Unendlich
lauft (soll heilen: jedes beschrinkte Gebiet verldsst). Das sieht man so: V - J =0
bedeutet fiir ein distributives J, dass das Integral

X = /dvf(x)V-J(x). (4.131)

fiir jede Testfunktion (kompakter Trager) verschwindet. Mit einem J der Form
(4.126) bekommt man so

X_I/ dv f(x )/dk V) (x — k)
/ dv/ dk - V f(z) 6@ (x — k) (4.132)
R3
1 [ k100 = ~1(1(ke) - Flk).
K

Dabei sind ki und ko der Anfangs- und Endpunkt der Kurve K. Fiir jedes f be-
kommen wir nur dann Null, wenn k; = ks (geschlossene Kurve) oder wenn K
jeden kompakten Trager an beiden Enden verlasst.

In diesem Sinne ist also (4.130) keine lokale Version von (4.129), denn (4.130)
entspricht nicht fiir sich genommen dem B-Feld eines moglichen Stromes (dessen
Divergenzfreiheit ja durch die Maxwell-Gleichungen gefordert ist).

4.4.3 Krafte zwischen Stromen

Wie im Fall der Elektrostatik wollen wir auch die Krifte zwischen den elementaren
Quellen der Magnetfelder berechnen. Das ist hier viel komplizierter, weil diese ele-
mentaren Quellen ausgedehnte Objekte und keine Punkte sind. Trotzdem lésst sich
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eine relativ einfache Formel ableiten. Dazu erinnern wir uns an die Lorentz’sche
Formel fiir die Kraftdichte (2.5) im Fall einers reinen Magnetfeldes:

f(x) =J(x) x B(x). (4.133)

Wir betrachten nun die Situation zweier Strome der Form (4.126): Der eine, 1o,
erzeugt ein Magnetfeld By das auf den anderen, I;, einwirkt und so auf ihn ei-
ne Gesamtkraft F;o ausiibt. Diese konnen wir durch Integration der Kraftdichte
(4.133) ermitteln, wenn wir fiir J die Stromdichte von I; und fiir das Magnetfeld
den Biot-Savart-Ausdruck fiir I5 einsetzen:

LI —k
Fp, = 22 2/ dv/ dk16® (x — ki) x/ dky x ("72)3
R3 K K> [[x — kol

LI Kk, — k
Ml?//dklx(dkzx(l 2)3)
i, K, k1 — ko]

Hier mussten wir die Klammer setzen weil das dreifache vektorielle Produkt nicht
assoziativ ist. Deshalb tauchen die beiden Integrationen iiber die Kurven K; und
K5 auch noch nicht in symmetrischer Form auf, was wir aber jetzt indern. Nach
der a x (b x vecc) = b(xa) — c(a- b) Regel bekommen wir, wenn wir mit dem
zweiten Term zuerst starten

ki — ko
Fio=— / dky - dkg ———F——
A [ Ky K ||k1 — ko]?

(k1 — ko)
dk/ dk .
/KQ I Hk1 sz?’

Betrachten wir das letzte auftretende Integral iiber dk;. Ausgeschrieben in einer
konkreten Parametrisierung A — k() ist dieses wie folgt definiert (siche Mathe-
matischen Anhang)

(k1 k2) / dkq (kl()\)—kg)
dki —=— = d\ — — 7
/ Mk —kaof® /s, 7 dx k() — ko

(4.134)

(4.135)

A2

d 1
—— [ i () (4.136)
M <||k1( A) = kzll)
1 1

T kOn) — kol [ki(A2) — ko

Ist die Kurve K geschlossen, was den meisten physikalischen Anwendungen ent-
sprechen diirfte, dann k; (A1) = ki(\2) und das zweite Integral verschwindet. Ist

Theoretische Elektrodynamik, SS 2021 96/185
qig.itp.uni-hannover.de/~giulini/



die Kurve K nicht geschlossen lauft aber mit beiden Enden ins Unendliche, so
dass fiir A1 2 — oo der Abstand der Punkte ki (A1 2) unbeschrénkt ist, dann ver-
schwinden die inversen Abstinde zu jedem Punkt auf der Kurve K5 und damit
das Integral (4.138). Da bleibt richtig, wenn auch die zweite Kurve nicht geschlos-
sen ist und an beiden Enden ins Unendliche 1duft. Dann kann es (muss aber nicht)
passieren, dass das Integral {iber die Zweite Kurve nicht mehr konvergiert

Fiir geschlossene Leiter, sogenannte Leiterschleifen, oder beidseitig ins Unendliche
sich fortsetzende Leiter gilt also folgende Gleichung fiir die Kraft:

w ki — ko
Fio = ——11]2/ / dky - dkg ——. 4.137)
! 4m P k1 — kof/?

In diese Formel gehen nun beide Strome in symmetrischer Weise ein und man
sieht sofort, dass “Actio = Reactio ” erfiillt ist: 19 = —F9;. AuBBerdem ist sofort
ersichtlich, dass bei parallelen Stromen (dk; - dke > 0) die Kraft auf die erste
Stromschleife in Richtung der zweiten wirkt, also anziehend, bei antiparallelen
Stromen (dk; - dka < 0) hingegen wirkt sie abstoflend.

4.4.4 Beispiel: Kriifte zwischen parallelen Drihten

Als einfaches Beispiel betrachten wir zwei parallele Drahte im Abstand d, die
durch folgende Kurven beschrieben seien:

kl()\l) =\ es3 = dky = e3d)\; R (4.138a)
kg()\z) =de; + \oe3 = dko = e3d)\y. (4.138b)
(4.138¢)

Der erste lauft also genau auf der 3-Achse, der andere dazu parallel im Abstand d
in 1-Richtung verschoben. Eingesetzt in die Kraftgleichung folgt mit dk; - ko =
k) - kb d\id)\y = e3 - €3 dA\1dAo = dA1d)Ao:

o0 o0 _ _
Fo— - 11, / d\ / Ay AT A2)es d‘?/2 . (4.139)
A —oo Jeoo T [(A = Ae)2 + 2]

Wir fiihren zuerst das Integral iiber A2 aus in dem wir setzen die neue Variable
w := (A1 — A\2)/d benutzen. Dann wird daraus
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/OO d>\2 ()‘1 A )e3_de1 _ / wesz —e;
oo (g - 24 a]? d w2+1]3/2

‘ (4.140)
\/ w2 oo

2

= _E el .
Dabei haben wir im ersten Schritt gleich verwendet, dass das erste Integral pro-
portional zu e3 verschwindet, weil der Integrand eine ungerade Funktion von w ist
und das Integrationsgebiet symmetrisch um w = 0 liegt (es wére auch sehr leicht
gewesen, das Integral direkt auszufiihren). Man beachte, dass das Ergebnis von \;
unabhiingig ist. Eingestzt in (4.139) ergibt sich

o
F12 = _——€] d/\l (4141)
™ — 00
Auf jedes Liangenstiick wirkt also die gleiche anziehende Kraft proportional zur
Linge, die natiirlich integriert iliber die gesamte Linge des ersten Drahtes diver-
gieren wiirde. Beachte, das wegen ds = ||k} ()\1)||d\1 = d)\; die Eigenlinge s
entlang der Kurve K proportional zu \; ist. Statt der (unendlichen) Gesamtkraft
konnen wir aber die Kraft pro Eigenldnge berechnen und die ist einfach gegeben
durch den Term vor dem Integral:

dFiy2 I
_kh2, 4.142
ds 21 d ! (4.142)

4.4.5 Die Energie von Stromverteilungen

Einen Ausdruck fiir die im magnetischen Feld gespeicherte Energie haben wir bis-
her nicht abgeleitet. In der Elektrostatik gelang uns dies in Abschnitt4.3.1 mit Hil-
fe mechanischer Argumente, nachdem die Kraftwirkungen auf Punktladungen be-
stimmt wurde. Dieses Vorgehen ist mangels magnetischer Punktladungen in der
Magnetostatik nicht so einfach moglich; allenfalls konnte man daran denken, statt
Punktteilchen Dipole oder einfache Stromsysteme zu nehmen. Das wollen wir hier
aber nicht tun sondern im Vorgriff auf ein spéteres Kapitel gleich den einfachen
Ausdruck angeben, der die Energiedichte des magnetischen Feldes angibt und das
magnetische Analogon zu (4.25) darstellt:

Winag = 3B -H. (4.143)

1
2
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Dieser ist giiltig in linearen und honogenen, nicht aber notwendig isotropen Me-
dien. Die Verbindung zwischen B und H kann also von der allgemein-linearen
Form (1.7b) sein, in der B nicht parallel zu H sein muss. Hier beschrédnken wir uns
allerdings der Einfachheit halber auf das Vakuum, in dem wir (4.143) auf solche
Magnetfelder anwenden wollen, die von rdumlich lokalisierten Stromverteilungen
erzeugt werden. Dann wird

1
Winag = =— || BJ|? 4.144
mag = 5B (4.144)
und die Gesamtenergie erhalten wir durch Integration iiber den ganzen Raum. Es
ist B=V X A und es gilt die Identitét

(VxA) B=A (VxB)+V-(AxB). (4.145)

Fiir Stromverteilungen, die im endlichen konzentriert sind, also kompakten Triger
haben, wissen wir aus (4.13) und (4.15), dass A im Unendlichen wie 1/ und B
wie 1/r? abfillt, ihr Produkt also wie 1/r%. Damit trigt der 2. Term in (4.145)
im Raumintegral nichts bei, denn er kann mit Hilfe des Gaul3’schen Satzes in ein
Oberflachenintegral iiber die Sphire “im Unendlichen” ungewandelt werden, des-
sen Integrand wie 1/r? abfillt, also eine Potenz schneller als die Fliche anwichst.
Im verbleibenden 1. Term ersetzen wir V x B durch poJ und erhalten

Emag:/ dvW,, /dUA (x). (4.146)
R3

Das ist die zu (4.24b) analoge Formel. Wichtig ist hier wie dort, nicht den Fak-
tor 1/2 zu iibersehen, und dass das Integral nur iiber den Triger G der Quelle J
erstreckt zu werden braucht. Genau wie im elektrostatischen Fall konnen wir nun
erneut die Losung Poisson-Gleichung benutzen, hier also (4.13), um das Feld A
zu eliminieren und die Energie als bilineares Funktional der Quellen zu schreiben,

analog zu (4.24a):
J(x) - I
Bag = dv . 4.147
SRIRE == 14

Genau wie im elektrostatischen Fall existieren in dieser Form fiir regulédre Quellen-
dichten keine Divergenzen der Integrale bei x = x’, wie man etwa sieht, wenn man
fiir die x-Integration sphérische Polarkoordinaten um den Punkt x’ verwendet, so
dass dv = r2sin0dr df dyp und ||x — x’|| = 7. Ist dann J eine in G beschrinkte

Funktion, konvergiert das Integral bei x — x’ wie [ drr o r2.

Stellen wir uns n stromfiihrende Drihte vor die, allerdings jeweils einen endlichen
Querschnitt besitzen, so dass deren jeweilige Stromdichte iiberall regulér ist. Die
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gesamte Stromdichte J zerfillt dann in die Summe von n Teilstromen J,, mit a €
{1,---,n}, deren Triger G, := supp(J,) untereinander schnittfremd (disjunkt)
sind und die jede fiir sich die Erhaltungsgleichung erfiillen:

J=>J,, mit GaNGy=10 fira+#b, (4.148)

a=1

und
V-J,=0, firallea (4.149)

Die letzten Gleichungen besagen, dass jeder der Stromdichten J, konstante Strome
in ihren jeweiligen Stromrohren (Trigergebieten) besitzen und man so

Jo =1,j, (keine Summation iiber a). (4.150)

Dabei sind I, die (konstanten!) Fliisse der Vektorfelder J, durch jede die
Flussrohre transversal schneidende 2-dimensionale Flidche. Setzt man dies in den
Ausdruck (4.147) fiir die gesamte magnetische Energie ein, so folgt

1 n
Em =3 > Laplady, (4.151a)
a,b=1
mit . .
L ::@/ dv/ dv’M. (4.151b)
ar Ja, Gy l[x — x|

Die Koefizienten L,;, nennt man Induktionskoeffizienten und die von ihnen gebil-
dete Matrix die Induktionsmatrix. Sie ist, wie man aus (4.151b) sofort sieht, sym-
metrich und tatsdchlich auch positiv definit: denn der in den /,, bilineare Ausdruck
ist ja gemil3 Ableitung gleich dem Integral des nicht negativen Integranden . Also
ist (4.151) fiir jede Wahl der I,, positiv, auller im Fall I, = 0 fiir alle a.

Gleichung (4.151) kann als Analogie zur Gleichung (4.125) fiir E,) gelesen wer-
den, in der die Gesamtenergie als symmetrische, positiv-definite Bilinearfrom in
den Ladungen (), oder den Potentialen ¢, geschrieben werden konnte.

Die Diagonalelemente der Induktionsmatrix heilen Selbstinduktionskoeffizienten,
denn in ihnen werden ja beide Integrale iiber den gleichen Stromkreis ausgefiihrt.
Die Nicht-Diagonalelemente heilen Gegeninduktionskoeffizienten.

Versucht man nun zu unendlich diinnen Stromleitern (Drihten) tiberzugehen, so
wie sie durch (4.126) beschrieben werden, setzt mal also in (4.151b)

Ja(x) :/ dk, 68 (x — k), (4.152)

a
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so fiihren die beiden Integrationen iiber G, und G, wegen der zwei 6(®)-Funktionen
lediglich dazu, x durch ein k, und x’ durch ein k;, zu ersetzen, und man erhélt ein

Kurven-Doppelintegral:
dk, - dk
/ / b (4.153)
a Kb kb H

Dieser Ausdruck fiir die Induktionskoeffizienten nennt man die Neumann’sche For-
melS.

Das elegante und einfache Aussehen der Neumann-Formel ist triigerisch: Selbst
fiir einfache Drahtverldufe ist das Doppelintegral nicht einfach auszurechnen.
Dariiberhinaus ist es iiberhaupt nur fiir die Berechnung der Gegeninduktionsko-
effizienten - also der L,;, mit a # b — geeignet, denn die Doppelintegrale iiber ein
und dieselbe Kurve divergieren an den Nullstellen des Nenners ||k, — kp||. Diese
Divergenz haben wir uns durch die Idealisierung unendlich diinner Dréhte einge-
handelt. Ist J iiberall endlich, wie es in physikalisch realistische Situationen ja auch
sein soll, verschwindet diese Divergenz, wie wir bereits oben diskutiert haben. Die-
se Divergenz ist konzeptuell nicht unihnlich der, die wir in Abschnitt4.3.1 bei der
Berechnung der Energie von Systemen von Punktladungen gefunden haben. Dort
mussten wir in Ausdruck (4.24a) fiir die Gesamtenergie als Funktional der La-
dungsdichte im Falle von Punktladungen eine Regularisierung einfiihren, die darin
besteht, die divergierenden Eigenenergiebetrige der einzelnen Punktladungen ein-
fach wegzulassen. Ubertragen wire dieses Schema auf den magnetischen Fall, so
bekommen wir als regularisierte Energie eines Systems von n disjunkten Strom-
kurven

n
{ mag}reg Z LabI Ib Z LabIaIb (4.154)
a,b=1 a,b=1
a#b a<b

Wie im elektrostatischen Fall wird durch diese Regularisierung die Positiv-
Definitheit zerstort. {Emag }reg kann also durchaus negative Werte annehmen.

Eine solche Regularisierung ist sinnvoll, wenn der angezogene Teil immer der
“Gleiche” ist, bei der Aufstellung von Energie-Differenzen also herausfillt. Hat
man etwa die Energie als Funktion eines am System kontrollierbaren Parameters
(Abstand der Stromschleifen etc.) gegeben, und ist der divergente Anteil von die-
sem Parameter Unabhiéngig, dann kann man “guten Gewissens” den Differential-
quotient nach diesem Parameter, also die verallgemeinerte Kraft ausrechnen indem
man die “divergent konstanten Terme” von der Differentiation einfach wegstreicht

8Nach Franz Ernst Neumann (1798-1895), der diese Formel bereits 1845 fand, also viele Jahre vor
den ersten Arbeiten von Faraday und Maxwell.
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und die so entstehende reguldre Funktion nach dem Parameter differenziert. Inso-
fern sind die regularisierten Ausdriicke durchaus niitzlich.

4.4.6 Das Feld magnetisch polarisierter Korper
am Beispiel des Stabmagneten

Wie im elektrischen Fall kann ein Magnetfeld durch eine Magnetisierung M des
Korpers verursacht werden wobei alle (freien!) Strome verschwinden, also J = 0
zu setzen ist; und analog zum elektrischen Fall ist dann das durch M erzeugte Feld
gleich dem, das durch von gebundenen Strémen erzeugt wird.

Wir betrachten also die statischen MG nun ohne die Annahme der Homogenitt,
so dass also
B = uo(H+ M) (4.155)

mit Ortlich variablen M gilt. Aus den MG (2.2) entnehmen wir fiir den statischen

Fall und J = 0 die sowieso immer giiltige Divergenzfreit von B und die Rotati-
onsfreiheit von H:

V-B =0, (4.156)

VxH =0. 4.157)

Aus der Zweiten folgt die Existenz eines skalaren Potentials ¢ fiir H:
H=-Vy. (4.158)

Damit und mit (4.155) ist die erste Gleichung dann &quivalent zu folgender
Poisson-Gleichung
AYp =V -M. (4.159)

Fordert man wieder ¢» — 0 im Unendlichen, so ist deren Losung

1 , V- -M(x')

vx) = o ] (4.160)

Ist also M bekannt, so kann daraus 1), aus (4.158) H und schlieflich aus (4.155)
B berechnet werden.

Dies wollen wir anhand des Stabmagneten vortiihren, den wir in Abbildung 4.2
schematisch dargestellt haben. Darunter verstehen wir eine im Zylindergebiet

G= {x = (r,y,2) ER®: /22 + 2 <R, —L/2< 2 < L/z} 4.161)
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Abbildung 4.2: Schematische Darstellung eines zylinderférmigen Stabmagneten
der Gesamtlidnge L und kreisscheibenférmigen Querschnitts vom konstanten Radi-
us R. Der Mittelpunkt des Zylinders falle mit den Koordinatenursprung zusammen,
die Zylinderachse mit der z-Achse. Die Magnetisierung innerhalb des Zylinders ist
M = Me, mit konstantem M, und verschwindet aulerhalb. Fiir die Bestimmung
des magnetischen Potentials i) miissen die inversen Abstinde r+ der Punkte des
oberen Deckels D (rot, Nordpol) und unteren Deckels D_ (griin, Siidpol) zum
Aufpunkt x integriert werden.

konstante Magnetisierung M in e, -Richtung, die auflerhalb G identisch verschwin-
det:

M(x) = (4.162)

0 fir x € R3\G.

Dies konnen wir mit Hilde der Heaviside’schen Stufenfunktion © auch so schrei-
ben,:

{Mez firx € G,

M(x) = Me, O(R— /22 +1?) O(L/2—2) O(L/2+z). (4.163)

Daraus konnen wir mit Hilfe von ©’ = § sofort die Divergenz berechnen; denn
da M nur eine z-Komponente besitzt, ist die Divergenz durch die Ableitung dieser
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Komponente nach z gegeben:
V-M(x) = —MO(R— /22 + ¢?) [5(L/2 —2)O(L/2 + 2)
—5(L/2+2)O(L/2 - z)] (4.164)

= ~MO(R— a2+ ) [6(L/2 - 2) - 8(L/2+ )]

Dabei haben wir in der zweiten Gleichheit einfach die ©-Funktionen weggelassen,
weil diese mit J-Funktionen multipliziert werden an deren Nullargument die Argu-
mente der ©-Funktionen positiv sind und die ©-Funktionen somit den Wert Eins
annehmen. Eingesetzt in (4.160) erhalten wir

_ M A
V) = g UD T~ / ||x—x/||]' (4.163)

Hier bezeichnen D und D_ den oberen bzw. unteren kreisscheibenférmigen De-
ckel des Zylinders:

Dy :={x€eR®:\/a2+y> <R, z==+L/2}. (4.166)

Das Integral (4.165) ist nun fiir alle Punkte x innerhalb und auflerhalb des Zylin-
dergebiets auszuwerten. Wie man sieht ist dieses Problem mathematisch dquivalent
der Bestimmung des elektrostatischen Potentials zweier mit konstanten Fldchenla-
dungsdichten oy = +=M¢( belegten Kreisscheiben D..

Wir nehmen an, dass die Lange L des Zylinders gro im Vergleich zu seinem Radi-
us R ist. AuBerdem beschrinken wir uns fiir die Berechnung des Feldes im Auflen-
raum auf Punkte x, deren Abstand r = ||x|| vom Mittelpunkt grof ist im Vergleich
zur Linge L:

R<LLr. (4.167)

In dieser Niherung ist eigentlich aus der elektrostatischen Analogie schon jetzt
klar, dass das H-Feld in fithrender Ordnung ein Dipolfeld mit Dipolmoment L F'M
sein wird, wobei I’ := 7 R? die Fliche der Deckel D. ist. Analytische kann man
anhand einer Taylor-Entwicklung der Abstéiinde ||x — x’|| nach x’ um x’ = 0 argu-

mentieren: 1 1 1
7:_+(—x’-V)—+---. (4.168)
lx—x|| r

Sinddann x/, € Dy und x’_ € D_ die unter der zur z-Achse parallelen Projektion

entsprechenden Punkte auf D bzw, D_, so dass x/, — x_ = Le., dann ist in
fiihrender Ordnung
1 1 1
R = Le. V-4 (4.169)
Ix == flx=x_] r
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Der hier rechts angeschriebene Term ist aber von x’ unabhiingig, so dass die Inte-
gration einfach einen Faktor [ beitrdgt. Also wird aus (4.165)

1 1
P(x) = —E(m- V) (;) (4.170a)
mit
m=LFMe,. (4.170b)

AuBerhalb des Zylinders ist also in dieser Nidherung (mit n := x/r)
_ 4o 3n(n-m)-—m
 4rm r3 '

B also ein reines Dipolfeld mit einem magnetischem Dipolmoment m das durch
(4.170b) gegeben ist. Dies ist das magnetische Analogon zu (4.35).

B(x) = poH(x) = —po V) (x) (4.171)

Innerhalb des Zylinders konnen wir 1) ohne die Annahme (4.167) exakt berechnen,
wenn wir uns auf Punkte x auf der Zylinderachse beschrinken, was wir hier tun
wollen. Dann ist ndmlich

Ix — x4 || = (2 F (L/2))° + p” (4.172)

mit o' := /2’2 + y’2. Die Integration iiber die Deckel D fiihren wir in ebe-
nen Polarkoordinaten (o', ¢') in der x’y’-Ebene durch. Da die der Integranden in
(4.165) von ¢’ unabhingig sind, wie man aus (4.172) sieht, ergibt sich bei der
Integration mit dem MaB df’ = p/ dp’ dy’ ein Faktor 27 durch die triviale ¢'-
Integration und es bleibt

/ /

_% f / p _ P
Y= /0 v !\/(Z—(L/Q))2+P’2 V(z+ (L/2)) + p?

- [\/(z — (L)) + 2 ) (24 (L/2)* + pf2] ::
= %[\/(z—(Lﬂ))?JrRZ— VE+(L/2) + R2 (4.173)

— |z = (L/2)| + |2+ (L/2)}]

= % W(z —(L/2))’ + B2 = (s + (L/2))” + B2+ 2z] .

Dabei haben wir im letzten Schritt —L/2 < z < L/2 benutzt, so dass eimal

|z — (L/2)| = (L/2) — 2, das andere Mal |z + (L/2)| = z + (L/2).

Theoretische Elektrodynamik, SS 2021 105/185
qig.itp.uni-hannover.de/~giulini/



Daraus folgt H = — V1 zu

M 2+ (L)2) R E)

H(x) = —e, -2
VE+LR2)+ R (- (/) + R’

2

4.174)
Dies konnen wir noch etwas tibersichtlicher schreiben wenn wir statt z €
[-L/2, L/2] die dimensionslose Variable

z
¢:= L—/2 € [-1,1] (4.175)
und statt R den dimensionslosen Parameter
R
n = L—/2 4.176)
einfiihren. Dann ist mit
1+¢ 1-¢
f(¢) = 4.177)
© VIA+O2+n2 /(1 =02+
M
H(() = Se:(f(O)-2) (4.178)
M
B(() = —ge. (<) (4.179)

Die Funktion f(() ist achsensymmetrisch, im ganzen Intervall { € [—1, 1] positiv
mit negativer 2. Ableitung (Rechtskurve) und hat ihr Maximum bei ( = 0 mit dem
Wert 2/4/1 +n? < 2. Thren minimalen Werte nimmt sie an den Intervallenden

¢ =41 mit f(+1) = 1/\/T+ (7/2)2 = 1/3/1+ (R/L)? < 1.

Fiir die Felder H und B bedeutet dies, dass diese im Inneren des Magneten antipar-
allel verlaufen, B parallel zu M und H antiparallel dazu. Die Extremwerte ihrer
Betrédge sind

1 M
Hpox =H(=%+1)=M|l- —m—m—xs | > —, (4.180a)
2\/1+ (R/L)? 2
1
Hpyim = H(=0) =M|[l-——| >0 (4.180b)
1+ (R/QL)2
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und

1
Bmax = B((=0) = poM —— < poM, (4.181a)
(¢=0) m NIz 10
M 1 M
Buin = B(¢ = £1) = X2 < Ho2 (4.181b)
2 1+ (R/2L)? 2

Dass H in der Stabmitte seinen kleinsten Betrag hat, der fiir R/L < 1 sogar be-
liebig klein werden kann, bezeichnet man als Entmagnetisierung. Im Gegensatz
dazu hat B in der Stabmitte seinen groiten Wert, der fiir fiir R/L < 1 dem Wert
oM beliebig nahe kommt. An den Grenzflichen D sowie am Zylindermantel
ist gemif (3.17b) und (3.18b) die Normalkomponente von B bzw. die Tangenti-
alkomponente von H stetig, nicht jedoch umgekehrt. Eine graphische Darstellung
der drei Felder B, H und M innerhalb und au3erhalb des Magneten findet man in
Abbildung 4.3. Abbildung 4.4 zeigt die Auflenfelder fiir verschiedene Verhiltnisse
von R zu L.
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Abbildung 4.3: Die drei Bilder zeigen den Verlauf der Felder B, H und M inner-
halb und auBlerhalb des Magneten. Auflerhalb sind B und H proportional und M
verschwindet; innerhalb ist B proportional zur Summe von H und M. Die beiden
Pole (rot und griin) wirken fiir das H-Feld wie magnetische Monopole, d.h. das H
Feld zeigt nach allen Richtungen davon weg (beim roten Nordpol) bzw. darauf hin
(beim griinen Siidpol). Im Gegensatz dazu ist das B wegen der Stetigkeit seiner
Normalkomponente an der Grenzflache gleich gerichtet. Im Inneren des Magneten
sind deshalb B gegenldufig und mir Ausnahme der Mittellinie auch nicht parallel.
[Bild der Wikimedia Commons]
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Abbildung 4.4: AuBenfelder B und H des “Stab”-Magneten bei verschiedenen
Verhiltnissen von Linge L (im Bild die vertikale Hohe) zu Radius R (im Bild die
halbe horizontale Breite). [Bild der Wikimedia Commons]
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4.4.7 Die Ampere’sche Aquivalenz von Kreisstromen mit Dipolvertei-
lungen

Ein magnetisches Dipolfeld zum magnetischen Dipolmoment m kann, wie in
(4.171) geschehen als als Gradient eines skalaren Potentials geschrieben werden.
Da dieses Feld aber nicht nur rotations- sondern auch divergenzfrei ist, kann es
aber ebenso als Rotation eines Vektorpotentials A geschrieben werden: Mit

Ax) = —Z—g m x V (%) (4.182)

ist fiir 7 # 0

B(x) = V x A(x) = —£2(V x (m x V)) <1)

r

47 T

()
_ sodninom) —m.

C Arx r3

wobei wir bei der dritten Gleichheit A(1/r) = 0 fiir 7 # 0 benutzt haben.

= P mA—(m-v)V) (1> (4.183)

Wenn wir uns nun den Ausdruck (4.128) fiir das Vektorpotential einer Stromkurve
k in Erinnerung rufen,

,uol dk
Ax) =202 [ 2% 4.184
&)= /K Tx— K| (4184

und auf diesen den Stokes’schen Satz in der Form (8.45) anwenden, erhalten wir

pol / ! 1
Ax) = HoL [ ap L
00 =" [ ()

M e (L)
A Jp [[x — x|

(4.185)

wobei F' hier irgendeine Fliche sein kann, deren Rand K ist (OF = K). Der
Vergleich mit (4.182) zeigt, dass das so bestimmte A gleich ist dem, das die Ge-
samtheit aller auf F' mit einer Oberflichendichte

wy=Iny (4.186)
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verteilte Dipole hitten, wobei hier ny das Normalenfeld zu F' ist. Einer einzel-
nen Stromschleife kann somit eine flichenhaft verteilte Dipoldichte zugeordnet
werden, die das gleiche magnetische Feld erzeugt. Ist die Stromschleife eben, bei-
spielsweise in der = = 0 Ebne gelegen, dann ist die magnetische Dipolverteilung
in dem durch die Schleife berandetem 2-dimensionalen Gebiet der Ebene einfach
konstant /e,. Das gesamte magnetische Dipolmoment dieser Verteilung betrigt
m = [ Ae,, wobei hier A der Fliacheninhalt der ebenen Fldche F ist.

Statt einer Sromkurve eine Dipolverteilung zuzuordnen kdénnen wir auch umge-
kehrt jeder allgemeinen magnetischen Dipolverteilung eine eine Stromvreteilung
zuordnen, so, dass diese das gleiche Magnetfeld erzeugt wie jene. Dies geschieht
in voller Analogie zum elektrischen Fall, den wir bereits in Abschnitt (4.3.3) be-
sprochen haben und den wir nun auf das Magnetfeld {ibertragen. Hat man also eine
magnetische Dipoldichte M, dann ist das von ihr erzeugte Magnetfeld gegeben
durch das Integral iiber Terme der Form (4.182), wobei man den Sitz des Dipolmo-
ments nun allgemein mit x’ bezeichnet: :

A(x) = — 5—72 /de' M(x') x V (m) (4.187)
Dieser Ausdruck ist das magnetische Analogon zu (4.46) und kann entsprechend
(4.47) umgeformt werden, obwohl hier nun das Vektorprodukt statt das Skalar-
produkt zwischen M und V steht. Dazu tauschen wir zunéchst wie zuvor V ge-
gen (—V' ), was wir diirfen, weil es auf eine Funktion der Variablenkombination
(x — x’) wirkt. Dann benutzen dann die Identitt

M(x') x V' (#) = -V x (’M(X/) ) L ¥ xM(x) (4.188)

[[x = x| [ — x| [l = x|

und ersetzen damit den Integranden in (4.187). Auf der erste der zwei so entste-
henden Integrale wenden wir den Gauf3’schen Satz in der speziellen Form (8.42)
an und bekommen dadurch endlich die zu (4.47) analoge Form

V' X M(X/)] . (4.189)

Ho / M(X,) / /
Ax)=Ho ([ gpx 220 gy Y XX
) 4vr[ U T I S [P

Der Vergleich mit (4.12) zeigt nun wieder, dass ein eine magnetische Dipolvertei-
lung in einem Gebiet GG das gleiche Vektorpotential — und damit auch das gleiche
Magnetfeld — erzeugt wie eine Stromdichte die im Inneren von G und auf dem
Rand 0G gegeben ist durch bzw.

Jy, =V xM (4.190)
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bzw.
Ky:=—-nxM, (4.191)

wobei n der nach Auflen weisende Normalenvektor von OG ist. Diese “gebunde-
nen” Stromdichten sind das magnetische Analogon der “gebundenen” Ladungs-
dichten (4.48) bzw. (4.49).

Zum konkreten Vergleich wollen wir hier auf den Magnetismus iibertragen das
gleiche Beispiel wie im elektrischen Fall behandeln: Eine Kugel vom Radius R
und Mittelpunkt im Ursprung, deren Inneres eine konstante Magnetisierung trigt:
durch (vgl. (4.50))

M, firr < R,
M(x) = ¢ 0 U= (4.192)
0 firr > R.

Die Sphire S%z mit Radius R und Mittelpunkt im Ursprung bildet wieder den Rand
OG unseres Gebiets. Das in ihrem Inneren enthaltende magnetische Dipolmoment
m ist also gegeben durch

4
m::/de(x):?ﬂR?’MO. (4.193)
G

Da im Inneren die Dipoldichte M konstant ist haben wir wieder nur einen Ober-
flaichenterm in der Bestimmung von A durch (4.189):

fl
A(x) = 22 M x / _ar (4.194)
r oG |[x = x'||
Das Integral ist das gleiche wie im elektrischen Fall:
£/ dr |1 fii R
/ Ay dmyt oM<, (4.195)
sz [lx —x'|| 3 |R?/r® firr >R,
so dass
140 1 firr <R,
Ax)==(Mpy xx 4.196
() 3( 0 ){R3/r3 firr > R. ( )

Die Rotation davon berechnet man nach der fiir alle Funktionen f(r) giiltigen Re-
gel: V x (Mg x xf(r)) = Mo(V - (xf(r))) — (My - V)(xf(r)), die fir f =1
das Ergebnis 2Mj und fiir f = 1/73 wegen V - (x/r3) = 0 fiir r # 0 das Ergebnis
—(Mo . V)(X/Tg)) = (3n(n . Mo) — M())/T3 liefert.

2m/R3 firr < R
B(x) = V x A(x) = 10 ] 2m/ TS g97)
4w | [3Bn(n-m) —m]/r® firr >R,
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Vergleicht man dies mit (4.55) so féllt auf, dass hier im Innern das B-Feld gleichge-
richtet ist und von doppelter Dipolstérke, wihrend in (4.55) das E entgegengestzt
gerichtet zu p und einfacher Stirke ist. Der Grund ist, das das rechnerische Ana-
logon zu E nicht B sondern H ist, das im vorliegenden Fall wegen H = p1 'B
auBen und H = p1 'B — M, innen gegeben ist durch:

H(x) =

. 3 fii
1 { m/R irr < R, (4.198)

4z [3n(n-m) —m]/r® firr >R,

was jetzt genau (4.55) entspricht, wihrend B in (4.197) das Analogon zu D in
(4.57) ist.

Die rechnerische Analogie E <+ H und D < B, die hier in der Ergebnis-
Korrespondenz (4.55) <> (4.198) bzw. (4.57) <> (4.197) zum Ausdruck kommt,
soll aber nicht dariiber hinwegtiuschen, dass nach heutiger Auffassung das Paar
(E,B) und nicht (E, H) als fundamentale elektromagnetische Felder aufzufas-
sen ist, wihrend (D, H) als Hilfsfelder anzusehen sind, wie wir ja bereits in Ab-
schnitt 2 diskutiert haben. Die Diskussion dariiber, wie es zu dieser Auffassung
kommt, wollen wir hier nochmals aufgreifen.

Gibe es magnetische Monopole, so wie es einzelne elektrische Ladungen gibt,
dann konnten wir mit deren Hilfe analog zum Vorgehen in Abschnitt4.3.2 elemen-
tare Dipole konstruieren, die Losung der Poisson-Gleichung fiir das magnetische
skalare Potential ) sind. Dessen negativer Gradient ist H, nicht B. In diesem Fall
wire es natiirlich, H als das Analogon zu E aufzufassen. Lange galt dieser Stand-
punkt als moglich oder sogar wahrscheinlich. Bisher zum heutigen tag fehlt aber
jede Evidenz hinsichtlich magnetischer Monopole.

Deshalb kann man auch umgekehrt argumentieren, dass die elementaren Dipole,
die als Ursache des Magnetismus gelten, nicht aus Monopolen aufgebaut sind, son-
dern durch Strome, sogenannte “Apere’sche Kreisstrome”, die im molekularen und
atomeran Dimensionen eine von aulen sich als Polarieriung manifestierende Ma-
gnetisierung erzeugen. Das war der Standpunkt Amperes: Aller Magnetismus be-
ruht letztlich auf Stromen auf kleinen Skalen. Heute ist diese Ansicht “im Grof3en
und Ganzen” richtig, wenn auch nicht wortlich. Das magnetische Moment es Elek-
trons ist sicher nicht aus zwei magnetischen Monopolen gemacht, aber es ist auch
nicht im wortlichen Ampereschen Sinne auf Kreisstrome zuriickfiihrbar, obwohl
das Elektron auch einen Drehimpuls besitzt und man somit eine damit einherge-
hende Drehbewegung vermuten mochte. Es zeigt sich aber, dass diese Vorstellung
im Rahmen der Maxwell-Theorie nicht durchfiihrbar ist.

Unser obiges Beispiel kann in diesem Zusammenhang gedeutet werden: Der Aus-
druck fiir das Vektorpotential (4.194) ist ndamlich mathematisch gleich dem fiir ei-
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ne homogen geladene Sphére vom Radius R und Mittelpunkt am Ursprung, deren
Gesamtladung () betrigt und die mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit w
rotiert. Innerhalb und auBerhalb der Sphire sei Vakuum. Dann ist die Stromdichte
gegeben durch das Produkt aus Ladungsdichte p/(x) = (Q/47R?)6(r — R) und
Geschwindigkeit v(x) = w X x, also wobei

J(x) = #QRz(w X x)d(r—R). (4.199)
Eingesetzt in (4.13) folgt (mit x' df = R df’ auf S%)
po Q df’
Ax)=——"= —_ 4.200
&) = R /512{ x — x| (4-200)
Das ist dquivalent ist zu (4.194) mit einer Magnetisierung von
Q
My=— 4.201
0= 1 R% ( )
bzw. einem gesamten magnetischen Dipolmoment von
2
m— _Qf w (4.202)

Diese Analogie zeigt eindriicklich, wie eine Magnetisierung ohne Strome durch
Kreisstrome ohne Magnetisierung ersetzt werden kann.

Bemerkung 17. So kommen wir am Ende dieses Abschnitts nochmal auf unsere
erste Bemerkung 1 und besonders das am Ende von Abschnitt Gesagte zuriick und
sagen es nochmals mit etwas anderen Worten. Gemif3 dem modernen Standpunkt
gibt es auf fundamentalen Niveau die Felder (E, B) und die Quellen (piot, Jtot)-
Die Felder (P, M) entstehen erst dadurch, dass wir Anteile der wirklich vorhande-
nen Ladungs- und Stromdichten (piot, Jtot) aufteilen in die freien, im Experiment
kontrollierten Anteile und die gebundenen, im Material erst entstehende Anteile:

Ptot = Pf + Pb, (4.203a)
Jiot = Jp+Jp. (4.203b)

Sodann schreiben wir die MG in einer Form, in der ausschliefflich die freien
Ladungs- und Stromdichten (ps,Js) als Quellen sogenannter effektiver Felder
(D, H) auftreten, die aus den fundamentalen Feldern (E, B) durch Hinzunahme
von Anteilen (P, M) gemil

D = ¢E+P, (4.204a)
H = y;'B-M, (4.204b)
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entstehen un die die gebundenen Anteile der Quellen codieren:

ppb = —-V-P, (4.205a)
Jy, = VxM. (4.205b)

Kosmetisch verdeckt wird dieser Prozess dann dadurch, dass man die freien Antei-
le der Quellen dann einfach als die Quellen bezeichnet und ohne Index f als (p, J)
schreibt. Auch ist, wie bereits am Ende von Abschnitt betont, dabei noch keinerlei
mathematischer Input geleistet worden. Der Wert dieses Manovers besteht aber in
einer dadurch nahegelegten Losungsstrategie, die darin besteht, plausible und phy-
sikalisch zu begriindende Annahmen iiber (P, M) und damit (pp, J;) zu machen
die eben nicht - oder nicht an dieser Stelle - grundlegend mit Hilfe der Maxwell-
Gleichung (im Molekularen oder atomistischen Bereich) zu rechtfertigen sind.

Wie ebenfalls bereits erwédhnt wire es in dieser Interpretation natiirlicher, statt g
ihn Inverses als “magnetische Konstante” einzufiihren und das Vorzeichen von M
zu welchseln; was auch hin und wieder vorgeschlagen wurde, z.B. in [?]. Ebenfalls
scheint es unnatiirlich, E und D bzw. B und H verschiedene physikalische Einhei-
ten zuzuweisen, weshalb viele Theoretiker statt der SI-Einheiten die Gauf3’schen
bevorzugen, in denen die Felder gleiche Einheiten besitzen. U

4.5 Multipolentwicklung

Die Multipolentwickung ist ein Nédherungsverfahren, durch das man elektrische
und magnetische Felder kompakter Ladungs- und Stromverteilungen auB3erhalb
derselben bestimmen kann. Mathematisch handelt es sich um eine Potenzreihen-
entwicklung nach einem dimensionslosen positiven Parameter, der - grob gespro-
chen - das Verhiltnis der GroB3e des Korpers zum Abstand des Aufpunktes (an dem
man das Feld berechnen mochte) vom Korper angibt. Die Entwicklung wird also
umso schneller konvergieren, je weiter man vom Korper (gemessen in Einheiten
seiner Ausdehnung) entfernt ist. Diese Idee wollen wir nun prizisieren.

4.5.1 Ausgedehnte Ladungsverteilungen

Dazu betrachten wir ein beschrinktes Gebiet G’ im Raum R3, in dessen Innerem
der Trédger der Quellen p und J enthalten ist. Wir interessieren uns fiir das elek-
trische und magnetischge Feld auflerhalb dieses Gebiets. Abbildung 4.5 gibt einen
Eindruck der geometrischen Verhiltnisse. Wichtig ist, dass wir fiir die Multipolent-
wicklung einen Punkt ¢ wiéhlen, relativ zu dem die ganze Entwicklung iiberhaupt
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Abbildung 4.5: Illustration der Verhiltnisse bei der Multipolentwicklung. Mit dem
“kartoffelformigen” Gebiet ist ist die 3-dimensionale Region im Raum bezeichnet,
in dem die Quellen, also alle Ladungen und Strome, konzentriert sind. Wir spre-
chen auch vom Trégergebiet von (p,J). Das Feld dieser Quellen soll aulerhalb
des Gebiets G berechnet werden, wo Vakuum herrscht. Dabei bezeichnen O den
Koordinatenursprung, x den “Aufpunkt” aulerhalb von G an dem das Feld berech-
net werden soll, x” den “Quellpunkt” innerhalb des Gebiets G und c einen frei zu
wihlenden Punkt, bezogen auf den die Mulipolentwicklung durchgefiihrt wird und
von dessen Wahl die Multipolmomente i.a. auch abhiingen (genauer: alle bis auf
das erste nicht verschwindende).
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erst definiert wird. Dieser Punkt muss so gewihlt sein, dass die Abstinde zwischen
ihm und dem innerhalb G gelegenen Aufpunkt 2’ moglichst klein sind gegen alle
die Abstinde zwischen c¢ un dem auflerhalb GG gelegenen Aufpunkt x, an dem die
Felder bestimmt werden sollen. Dazu ist es natiirlich naheliegend, den Punkt c in
das Innere von c zu verlegen, und zwar moglichst “zentral”, so dass die Abstdnde
||x" — c|| moglichst klein sind. Wir betonen, dass die Wahl von ¢ zur Definition der
Multipolentwicklung gehort und logisch nichts mit der vollig unerheblichen Wahl
des Koordinatenursprungs 0 zu tun hat.’

Wir definieren nun

, (4.206a)
(4.206b)

r
T
r
"

Die im Integrand der Losungen (4.12) und (4.13) der Poisson-Gleichung auftreten-
de Kombination 1/||x — x’|| wird dann

1 1 1 1
_ N , (4.207)
[x=x|  flr—2 7 /1+¢—2¢(n- 1)
mit
q:=1"/r. (4.208)

Sieht man voriibergehend ¢ := (n - n’) als einen Parameter an, dann kann man fiir

jedes t die Funktion
1

q— fi(qg) == m

nach ¢ um den Punkt ¢ = 0 Taylor entwickeln und erhilt eine Potenzreihentwick-
lung mit von ¢ anhidngigen Koeffizienten P, (t). Diese sind nun ihrerseits Polynome
in ¢ und heiBen Legendre-Polynome'”

(4.209)

fila) = Pat)q". 4.210)
n=0

°Das wird in vielen Lehrbiichern leider nicht sauber auseinandergehalten indem dort ¢ mit dem Ur-
sprung des Koordinatensystems identifiziert wird (oft nur implizit). Das ist aber irrefiihrend, weil es
die Wahl des Entwicklungspunktes c ist von der die Multipolentwicklung und die Bestimmung der
Multipole selbst abhéngt, nicht die Wahl eines physikalisch bedeutungslosen Koordinatenursprungs.
"Nach Adrien-Marie Legendre (1752-1833).
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Die ersten fiinf Legendre Polynome lauten

Po(t) =1, (4.211a)
Pit) = t, (4.211b)
Py(t) = 3t22_ L @211¢)
Py(t) = 5t32_ 5 4.211d)
Py(t) = w. 4.211e)

Setzt man die Entwicklung (4.210) in (4.207) ein schreibt wieder r/ /7 fiir ¢ so folgt

1 Ny ,
— = — P, (n- . 4.212
e~ 2 et o) @212

Damit erhilt man beispielsweise fiir das skalare Potential ¢

i o) 1S Mim)
_ dv' - 4.213
9(x) dmeg Jo Y [|x — x/|| 471'6(); ré+l 7’ ( 2)
WO
M;(n) ::/ dv'p(x')r"*Py(n’ - m). (4.213b)
G

Wir nennen My (n) die n-Komponente des /-ten Multipolmoments der Verteilung
p beziiglich c. Die allgemeine Sprechweise ist so, dass das nullte das Monopol-
moment, das erste das Dipolmoment, das zweite das Quadrupolmoment, das dritte
das Oktupolmoment und allgemein das ¢-te das 2/-Moment ist, wobei die hoheren
selten explizit genannt werden.

Wichtig an der Multipolentwickung (4.213) ist, dass Feldbeitrige umso schneller
mit dem Abstand zur Quelle abfallen, je hoher die Ordnung des Multipolmoments
ist von dem der Beitrag herriihrt. Monopolterme fallen wie 1/, Dipolterme wie
1/r2, Quadrupolterme wie 1/r3 und Oktupolterme wie 1/7% ab.

Die Multipolmomente kénnen — und werden héufig - durch eine Entwicklung nach
Kugelflachenfunktionen Yy, ausgedriickt. Der Zusammenhang ergibt sich unmit-
telbar aus (4.213b) und dem sogenannten Additionstheorem fiir Kugelflichenfunk-
tionen (siehe Ubung):

4
4 .
Py(n’ -n) = %_L S Vi, () Yon(n). (4.214)
m=—/
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Damit wird aus (4.213b):

0
M(n) := > Mgy, Yom(n) (4.215a)
m=—/
WO A
— U / AW/ AV ’
My, := Y /de p(x')rY,, (n'). (4.215b)

4.5.2 Spezialfall: Dipolentwicklung des Vektorpotentials

Um auch einmal die Dipolentwicklung eines vektorwertigen Integranden zu be-
trachten, wenden wir uns dem Vektorpotential A zu, dessen Darstellung (4.13)
durch die Stromdichte J hier nochmal wiederholt sei (wir setzen p = pg):

140 , JX)
A = — dv' ———— 4216
(x) A Jgs Y |x —x'||’ ( )
wobei
V.A=0. 4.217)

Wie werden die Divergenzfreiheit im Folgenden bendtigen, das sie uns erst in den
Stand setzt, vermittels der aus ihr abgeleiteten der Laue’schen Idenitéten (siehe
Abschnitt 8.4.4), die passenden Umformungen zu rechtfertigen.

Die zu (4.213) analoge Entwicklung fiir A ist nun

o0

_ Ho p I)  po x—~ Me(n)
A(X) - 471'/de ”X—X/H - 47_‘_% T‘e+1 ’ (42183.)
WO
My(n) := / dv'I(x)r" Py(n’ - m). (4.218b)
G

Man bachte, dass jedes M, nun selbst vektorwertig ist.
Fiir ¢ = 0 erhalten wir
My = / dv'J(x')=0. (4.219)
G
Letzteres wegen der ersten Laue-Identitit (8.50). Der Monopolterm einer zu einer
divergenzreien Vektorquelle ist also stets Null.

Fiir ¢ = 1 erhalten wir

M, = / dv' J(x") 7" (n" - n) (4.220)
G
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Ziehen wir n vor das Integral und schreiben wider x’ = r'n/, so ist die a-te Kom-
ponente dieses Ausdrucks gleich

(My)q = nb/de’ Jo(x' )},

1

= §nb/ dv' (Jo(x) g, — Jp(x)z],) (4.221)
G

= [ln X / dv'J(x') x x’] .
2 Ie “

Dabei haben wir in der zweiten Gleichheit die zweite Laue-Identiét (8.52) benutzt
um den Integranden in (ab) zu antisymmetrisieren (gemif (8.52) verschwindet ja
der symmetrische Anteil). Das Resultat konnen wir somit als doppeltes Vektorpro-
dukt schreiben.

Als Resulta erhalten wir das Vektorpotential A in der Dipolndherung (das ist hier
wegen der Abwesenheit des Monopolterms die fiihrende Ordnung) zu

Ho 1 Mo 1
Adipol = ET—Q X /G"d'l) J(X,) X X/ = —E m x V (;) (4222)
mit )
m = —/ dv'x' x J(x'). (4.223)
2 Ja

Der Vergleich mit (4.182) zeigt uns, dass dieses m tatsdchlich das magnetische
Dipolmoment ist, das wir nun allgemein durch ein Integral iiber die Stromdichte
ausdriicken konnen.

4.5.3 Mutipolmomente als symmetrisch-spurfreie Tensoren

Wenn wir oben von “der n-Komponente” des Multipolmoments gesprochen ha-
ben so war damit nicht gemeint, dass Multipolmomente Vektoren seien; das ist
nur im Fall des Dipolmoments so. Sie sind eigentlich Tensoren, genauer gesagt
symmetrisch-spurfreie Tensoren. Was damit gemeint ist, kann man anhand des
Ausdrucks (4.213b) sehen, wenn man sich dessen Abhéngigkeit von n verge-
genwirtigt, in unserem Fall fiir die ersten vier der fiinf Polynome (4.211). In diesen
représentiert der Parameter ¢ das Skalarprodukt (n - n’) was wir in Komponenten-
schreibweise als n,n,, (Summenkonvention!) schreiben.

e Das Monopolmoment My (n) ist von n unabhéngig und einfach durch die
Gesamtladung gegeben:

My(n) = /G dv'p(x') = Q. (4.224)
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e Das Dipolmoment ist

Mi(n) = / dv'p(x')r'(n-n') = n,D, . (4.225a)
G
wo
D, := / dv’ p(x')r!, . (4.225b)
G
Dies ist eine Linearform in n, also eine lineare Abbildung
M;:R> SR,
(4.225c¢)
v = Mi(v) =1 v,D, .
e Das Quadrupolmoment ist
1
Ms(n) = 3 / dv'p(x)r?(3(n-n')? — 1) =nny Quy,  (4.226a)
G
wo )
Qup = 5/ dv' p(x) (3rhry, — 1*0ap) - (4.226b)
G

Diese definiert eine symmetrische Bilinearform, also eine Abbildung
My, :R¥x R} R,

(4.226¢)
(v, v®) 5 My (v v@) = Ut(ll)vlgz)Qab’

die in jedem der beiden Argumente (v(!), v(?)) linear ist und ihren Wert bei
Austausch der Argumente nicht indert: My(v(D, v?) = My(v®) v(D),
Auf Koeffizientenniveau heiit das Q. = Qp. AuBerdem ist Q) spurlos,
also Quq = dap@ap = 0, wie man an (4.226b) sofort sieht.

e Das Oktupolmoment ist

Ms(n) = 1 /G dv'p(x’)r’3 (5(n . n’)3 —3(n- n’)) = ngnpne Ogpe

2
(4.227a)
WO

1
Ogpe := 5 /G dv' p(x') (5 Tyt =12 (1l Ope + 14 Gca + 7 Sab ] ) . (4.227b)

Diese definiert eine symmetrische Trilinearform, also eine Abbildung
M; :R3xR3xR® - R,

(vD,v® vy s A (vD v®) v®) = v(gl)véz)vf’) Oune. (4.227¢)
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die in jedem der drei Argumente (v(1) v(?) v(®)) linear ist und ih-
ren Wert bei Austausch zweier beliebiger Argumente nicht #dndert:
M3(v(1)’v(2)’ V(3)) = ]\4-3(\/(2)7 V(l)’ V(B))M3(V(3), V(2), V(l)) = .... Auf
Koeffizientenniveau heif3t das Ogpc = Qpac = Oaca = -+ -

e Dies konnen wir systematisch weiterfiihren. Das allgemeine Multipolmo-
ment M}, definiert dann eine k-fach multilineare symmetrische Abbildung

M :R¥x - xR >R,
————
k Faktoren
(v v@ o By s A (v v ()

= 'U((I?’U((é) .o U((IIZ) (Mk)alaz---ak )

(4.228a)

die in jedem der k& Argumente v(¥) linear ist und deren Wert unter Austausch
(Transposition) zweier beliebiger Argumente gleich bleibt.

Allgemein bezeichnet man k-fach lineare — also multilineare — Abbildungen eines
Vektorraums V' (hier R? )in seinen Grundkorper (meist R oder C; hier R) als einen
kovarianten Tensor k-ter Stufe iiber V. Ist der Tensor symmetrisch, wie im Fall
der Multipolentwicklung fiir alle M} mit n > 2, dann ist er durch seine Werte auf
der “Diagonalen” vollstandig festgelegt, also durch die Werte My (v, v, -+ ,v) wo
alle k Eintrdge gleich sind und v alle Elemente des Vektorraums durchlduft. Zum
Beispiel ist

My(v,w) = i(Mg(v +w,v+w)— My(v—w,v— w)) (4.229)
Tatséchlich reicht es wegen der Multilinearitéit sogar aus, die Diagonalkomponen-
ten My (v, v, - -+, v) nur fiir normierte v zu kennen, also v nur iiber die Einheits-2-
Sphére variieren zu lassen. Deshalb definieren unsere Multipolmomente, in denen
ja tatsdchlich nur die “Diagonalkomponenten® M (n, - - - ,n) vorkommen, in der
Tat Tensoren k-ter Stufe.

Neben der Symmetrie haben unsere Tensoren M), noch eine weitere wichtige Ei-
genschaft: Sie sind vollstindig spurfrei. Das bedeutet folgendes: Sei {e, ez, e3}
eine beliebige Orthonormalbasis des R?, dann

3
Z My(eq,eq, v, oo vy =0. (4.230)
a=1
fiir alle weiteren Eintriige (v®, .., v(¥)). In Komponenten bedeutet dies (Sum-
menkonvention):
Maaaz-—a, = abMapaz--a, = 0. (4.231)
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Wegen der Symmetrie ist es gleichgiiltig, iiber welche zwei der Indizes wir in
(4.231) summieren, bzw. welche zwei Eintridge in M}, wir wie in (4.230) mit e,
befiillen und dann summieren, stets wird die Summe Null sein.

Tensoren iiber einem Vektorraum bilden selbst einen Vektorraum, denn man kann
sie addieren und mit Elementen des Grundkorpers multiplizieren. Ist der Vektor-
raum V n-dimensional, dann ist der Raum der allgemeinen Tensoren k-ter Stufe
n*-dimensional. Der Raum der symmetrischen Tensoren bildet darin einen Unter-
raum. Dessen Dimension entspricht der Anzahl der unabhédngigen Komponenten
(M) a;.ay- Jeder dieser Indizes kann n Werte annehmen (bei uns ist n = 3, wir
lassen die Dimension von V' aber zunéchst offen um zu sehen, wie sie in das End-
resultat eingeht). Die Anzahl der unabhéngigen Komponenten ist also gleich der
Anzahl der Moglichkeiten, k& ununterscheidbare Objekte auf n Schubladen zu ver-
teilen, ist also gleich (*77!).!"! In diesem Raum der symmetrischen Tensoren
bilden diejenigen, die spurfrei einen weiteren Unterraum. Um dessen Dimension
anzugeben miissen wir die Anzahl der unabhéngigen Spurbedingungen angeben.
Durch Spurbildung eines symmetrischen Tensors k-ter Stufe entsteht ein symme-
trischer Tensor (k — 2)-ter Stufe. Die Spur iiber die ersten beiden Indizes ist also
eine lineare Abbildung L : SV — Si_oV vom VR aller symmetrischer Tensoren
SV der Stufe k in den VR aller symmetrischer Tensoren Si_oV der Stufe (k —2).
Diese Abbildung geniigt wie jede lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen der
Dimensionsformel dim(S;V) = dim(Bild(L)) + dim(Kern(L)). Aber Kern(L)
ist gerade unser Vektorraum der symmetrisch-spurlosen Tensoren. Man kann zei-
gen, dass L surjekiv ist, also Bild(L) = Sx_oV. Also ist die gesuchte Dimension
des Vektorraums aller symmetrisch Spurlosen Tensoren der Stufe k& iiber einem
Vektorraum V' den Dimension n gleich

k+n-—1 k+n—3 L
( L )—( b2 >—2k+1 firn = 3. (4.232)

Das ist also auch die Anzahl der unabhéngigen Multipolmomente der Stufe k.

!Stellt man die n Schubladen durch (n— 1) vertikale Trennstriche dar und die Objekte durch Punkte,
dann ist jede Verteilung der Punkte auf die Schubladen durch eine lineare Anordnung der Striche
und Punkte gegeben. Beispielweise entsprechen so ...|..|.... drei Objekten in der ersten, zwei in der
mittleren und vier in der rechten Schublade. Die Anzahl solcher Anordnungen bei ununterscheid-
baren Punkten ist (k +n — 1)!/[k!(n — 1)!] = (k"':_l). Die Division durch k! beriicksichtigt
die Ununterscheidbarkeit der Punkte (Objekte) und die Division durch (n — 1)! die Ununterscheid-
barkeit der Striche, die ja die Schubladen bereits durch ihre horizontale Anordnung von links nach
rechts eindeutig charakterisieren (erste Scgublade links vom ersten Strich, zweite rechts vom ersten
Strich, .... (n — 1) Schublade links vom letzten ((n — 1)) Strich, n-te Schublade rechts davon.
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4.5.4 Kurzer Exkurs iiber das gyromagnetische Verhiltnis

An dieser Stell wollen wir eine kurze Betrachtung anschliefen, die den Begriff
des gyromagnetischen Verhdltnisses oder gyromagnetischen Faktors betrifft. Un-
ter Letzterem versteht man eine dimensionslose Grofle, die iiblicherweise mit g
bezeichnet wird, die jedem System zukommt, dem die vier GréBen magnetisches
Moment (m), elektrische Ladung (Q)), Drehimpuls (J) und Masse (M) zugeord-
net werden konnen. Dann gilt (Achtung: hier bezeichnet J den Drehimpulsvektor,
nicht die Stromdichte):
magnetisches Moment / Ladung M ||ml]|

_o. . M |mij 4233
Drehimpuls / Masse QI Il ( )

g=2

Haben wir es beispielsweise mit einer Verteilung von Materie mit der Massendichte
pn und der elektrischen Ladungsdichte pg zu tun, in der die Materie rein konvektiv
mit der Geschwindigkeit v(x) stromt, dann sind die Stromdichten fiir Masse und
elektrische Ladung gegeben durch

Ju(x) = pu(x) v(x), (4.234a)
Jo(x) = po(x)v(x). (4.234b)

Aus diesen ergeben sich magnetisches Moment nach (4.223) und der Drehimpuls
bezogen auf x = 0 durch Integration der Drehimpulsdichte x x pps(x)v(x) zu

1
m = —/ dvx x Jg(x), (4.235a)
2 Ja

J = / dvx x Jpr(x). (4.235b)
G

Wir nehmen nun an, dass die Verteilungen fiir Masse und Ladung proportional
sind, dass also gilt

PM X PQ - (4.236)
so dass wegen
M = / dvpyp(x) und Q= / dvpg(x), (4.237)
G G
auch gilt
pPQ = %pM und Jg = %JM. (4.238)
Dann ist auch 0
=—J 4.23
m= g (4.239)
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oder
g=1. (4.240)

Dies zeigt, dass Ladungsverteilungen, die zur Massenverteilung proportional sind,
stets zu g = 1 fiihren. Viele Systeme in der Physik besitzen ein davon abweichen-
den Wert. So hat das Elektron gemil der Dirac-Gleichung einen Wert g = 2,
der durch sogenannte Stahlungskorrekturen noch etwas verschoben und durch die
QED mit einer Prizision von etwa 10~ vorausgesagt wird. Der Wert der Abwei-
chung von g, = 2 wird dann konsistent mit dem Experiment angegeben in

—2
0= 5~ = 0,00115965218073(28). (4.241)

Das Proton als aus Quarks zusammengesetztes Teilchen hat einen Wert von gp =
5.585694713. Interessanterweise hitten nach der Allgemeinen Relativitétstheorie
geladene rotierende Schwarze Locher einen Wert von exakt gpyg = 2.
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Kapitel 5

Erhaltung von Energie, Impuls
und Drehimpuls

Wenn sich eine Verteilung von Ladungen Unter Einfluss eines elektromagnetischen
Feldes bewegt, wird sich deren Energie und Impuls verdndern. Wir fragen, in wel-
cher Form die Erhaltungssitze gelten und was die Ausdriicke fiir die Dichten und
Stromdichten von Energie, Impuls und Drehimpuls des elektromagnetischen Fel-
des sind.

5.1 Energieerhaltung, Energiedichte und Energiestrom-
dichte

Um die Ausdriicke fiir Dichten und Stromdichten der Energie des elektromagne-
tischen Feldes zu finden, miissen wir nach Erhaltungssétzen suchen, in denen u.a.
der bekannte Ausdruck fiir die mechanische Arbeit steht, die von den Feldern am
System der Ladungen geleistet wird. Die anderen Terme werden dann je nach ihrer
Form als Energiedichte und Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes
interpretiert.

Die Kraftdichte, die auf eine Ladungsverteilung wirkt, ist gegeben durch den Lor-
entz’schen Ausdruck (2.5). Multipliziert man diese mit der Geschwindigkeit der
geladenen Materie, so erhélt man die pro Zeit- und Volumeneinheit auf die Materie
ibertragene Energie, d.h. die zeitliche Zunahme der Materieenergie pro Volumen.
Nun ist die Geschwindigkeit gegeben durch J/p, also die an den Ladungen pro
Zeiteinheit und pro Volumen verrichtete Arbeit gerade durch den letzten Term E-J
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gegeben. Man beachte, dass das magnetische Feld keine Arbeit an den Ladungen
verrichtet, weil die von ihm ausgeiibte Kraft auf die Ladungen immer senkrecht zu
deren Bewegungsrichtungen steht. Die Strategie ist nun, den Term E - J mit Hil-
fe der MG so umzuformen, dass daraus eine Erhaltungsgleichung der folgenden
Struktur entsteht:

E-J=-W-V-S. (5.1)

diese Gleichung kann dann wie folgt interpretiert werden: Die an den Ladungen
pro Zeit- und Volumeneinheit verrichteten Arbeit muss gleich sein der Summe aus
der negativen zeitliche Zuwachsrate der elektromagnetischen Energiedichte und
der negativen zeitlichen Rate der aus dem Einheitsvolumen durch die Oberfliche
herausstromenden elektromagnetischen Energie.

Man beachte, dass man diesen Satz ohne das Wort “negativen” auch so ausspre-
chen kann: Die an den Ladungen pro Zeit- und Volumeneinheit verrichteten Arbeit
muss gleich sein der Summe aus der zeitlichen Rate der Abnahme der elektroma-
gnetischen Energiedichte und der zeitlichen Rate der in das Einheitsvolumen durch
die Oberfliche hineinstromenden elektromagnetischen Energie. In dieser Formu-
lierung wird die Interpretation als Erhaltungssatz der Energie besonders klar.

Mit Hilfe der MG machen wir nun folgende Umformungen:
E-J=E-(VxH-D)
=E-(VxH) -E-D-H-B+H-B
—E- (VxH)-H- (VXxE)-E-D-H-B
~-0[4(E-D+H-B)| - V(ExH).

5.2)

Hier haben wir am ersten Gleichheitszeichen die zweite inhomogene MG (2.2b)
benutzt um J zu ersetzen, am zweiten Gleichheitszeichen den Term H - B addiert
und gleichzeitig subtrahiert und am dritten Gleichheitszeichen im letzten der eben
addierten Terme B gemil der zweiten homogenen MG (2.2a) durch —V x E er-
setzt. Im vierten und letzten Gleichheitszeichen haben wir die ersten beiden Terme
zusammengefasst gemal der Identitét:

E-(VxH) -H- (VXE)=-V.-(ExH), (5.3)

die fiir alle Vektorfelder E und H gilt, wie man leicht nachrechnet (Ubung). AuBer-
dem haben wir die beiden Terme E-D+H-B als zeitliche Ableitung einer Funktion
% (E -D+H- B) zusammengefasst. Dieser Schritt ist nicht trivial, denn er handelt
sich dabei um keine mathematische Identitét, sondern um eine Umformung, die an
das Vorliegen bestimmter Bedingungen gekniipft ist, auf die wir gleich noch niher
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eingehen. Zunichst ergeben sich aber aus dem Vergleich der letzten Zeile von (5.2)
mit (5.1) die Ausdriicke fiir die Energiedichte und die Energiestromdichte des elek-
tromagnetischen Feldes:

W =1Li{E D+H B), (5.4a)
S =ExH. (5.4b)

Bezogen auf die obige Ableitung stellen wir zunéchst allgemein fest, dass wir —
scheinbar — keinerlei Annahmen iiber die Konstitutivrelationen gemacht haben,
die das Paar (E, H) mit dem Paar (D, B) der Flussdichten verbindet. Wir sagen
“scheinbar”, weil die obige Ableitung in der Tat doch eine diesbeziigliche Annah-
me macht, die, wenngleich nicht sehr stark, doch genannt werden muss! Die ge-
machten Annahmen ist so, dass folgende Relationen davon impliziert sein mussten:

E-D = %at(E.D), (5.5a)
H-B = %@(H-B). (5.5b)

Um zu sehen, wann dies tatsidchlich gilt, nehmen wir an an. dass die Beziehungen
zwischen D und E sowie B und H linear ist und nicht von der Zeit, aber mogli-
cherweise vom Ort abhéngt. AuBlerdem nehmen wir an, dass die linearen Abbil-
dungen E — D(E) und H — B(H) selbstadjungiert ist beziiglich des in den
Vektorriumen der Feldwerte (also R3) definierten euklidischen Skalarproduktes.
In Komponenten beziiglich einer orthonormierten Basis muss also gelten

Da(tax) = 8ab(x) Eb(t’x)a (5.6a)
B, (t,x) = pap(x) Ep(t, x). (5.6b)
mit
Eab(x) = gba(x)a (5.7a)
Hap(X) = fa(x) (5.7b)

Unter diesen Voraussetzungen, die weit allgemeiner sind als die eines homogenen
und isotropen Mediums (in dem €, und 4 proportional zu d,p, und unabhingig
von x sind), gilt also der sogenannte Poynting’sche Satz in der Form (5.1), oder

E-J+W+V-S=0. (5.8)
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in der W das Skalarfeld der elektromagnetischen Energiedichte und S das Vek-
torfeld der elektromagnetischen Energiestromdichte gemif (5.4) ist. Im homogen-
isotropen Medien (einschlieBlich Vakuum), wo D = ¢E und B = pH mit kon-
stanten € = €pe, und p = pop, gilt, ist also insbesondere

W = (B + Y IBJ?), (5.92)
S = 'ExB. (5.9b)

5.2 Impulserhaltung, Impulsdichte und
Impulsstromdichte

Hier gehen wir genau analog zur energieerhaltung vor, nur miissen wir beriicksich-
tigen, dass der Impuls eine vektorielle Grofe ist, also drei Komponenten besitzt.
Fiir jede dieser Komponenten erwarten wir also eine Erhaltungsgleichung der Form
(5.1). Wieder ist uns die zeitliche Anderungsrate der Impulsdichte der Ladungen
durch das Lorentz’sche Kraftgesetz (2.5) direkt gegeben. Fiir jede der drei Kompo-
nenten G,, a = 1, 2, 3 der Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes erwarten
wir also eine zu (5.1) analoge Gleichung der Form

fo=-Gy—V -T,. (5.10)

Dabei ist T, die Stromdichte des Impulses in die durch a bezeichnete Richtung.
Eine alternative Weise, dies zu schreiben, ist

fo=—Ga—VyTu. (5.11)

Die Linke Seite, also f,, ist gegeben durch die a-te Komponente der Lorentz-
Kraftdichte (2.5). In dieser ersetzen wir wie zuvor die Quellterme p und J gemaf
den inhomogenen MG. Um die Rechnung an dieser Stelle moglichst einfach zu
halten, beschrinken wir uns auf den Fall homogener und isotroper Medien, also

Eab = €0gp , (5.12a)
Hab = H0ab (5.12b)

mit konstanten € und p. Dann folgt:
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f=pE+JxB
=(V-D)E+(VxH-D)xB
za[E(V-E)—ExB—CQBx(VxB)}
:s[E(V-E)—Ex(VxE)+czB(V-B)—czB><(VxB)]
— ¢ 20(E x H)

5.13
= s[(V-E)E+(E-V)E—%VHEHQ] o1

+47'[(V-B)B+ (B V)B - 1V|B|?]

— ¢ 29,(E x H)

= ~0p|&(~EaBy + $0ullBI) + 17 (~BaBy + $0ulBI?) |ea

—c20(E x H).

Dabei haben wir in den Umformungen (5.13) im 2. Gleichheitszeichen p und und
J mit Hilfe der inhomogenen MG (2.2b) durch die Felder ersetzt, im 3. Gleich-
eitszeichen D durch €E und H durch B/p ersetzt und e = ¢~2 benutzt, im 4.
Gleichheitszeichen den Term CQB(V" B) addiert, der wegen der ersten Gleichung
(2.2b) verschwindet, und auBerdem E x B ersetzt durch 0;(E x B) — E x B =

O (ExB)+E X (V xE). SchlieBlich haben wir im 5. Gleichheitszeichen folgende
Umformung vorgenommen:

E x (V X E) = (capeEpecdeVaFe)ea
= (0addve — OacOpa) EpVaE, €4
= (3Va(ByEy) — EyVyE,)eq
sVIE|? - (E-V)E

(5.14)

und identisch mit B x (V x B).

Wieder durch Vergleich mit (5.11) liest man das Vektorfeld der Impulsdichte G
und das Vektorfeld der Stromdichte der a-ten Impulskomponente ab:

G =c2ExH=8/¢, (5.15a)

To = (~¢BuBy = 17" BuBy + 0w (e BI? + 7' [BJ?) Jey.  (5.15b)

Man beachte, dass der diagonale, zu d,; proportionale Anteil gerade die Energie-
dichte (5.4a) ist.
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Wir kénnen die Impulsstromdichten aller Impulskomponenten in Matrixform auf-
listen. Die ab-Komponente ist dann gegeben durch

Ty :=Tq €, = —cE.Ey — i ' BaBy + 30as (€| E|I* + 7 'B|?) . (5.16)

Dies sind die (kartesischen) Komponenten eines Tensors, der die Impulsstromdich-
te repréasentiert. Man sieht sofort, dass dieser im vorliegenden Fall isotroper Medi-
en symmetrisch ist: Ty, = Ty, Die zwei Indizes sind leicht verstindlich: Ein Index
gibt die Komponente des Impulses an, dessen Stromdichte man betrachtet, der an-
dere den Vektorcharakter seiner Stromungsrichtung. Die Komponenten —7;, sind
gerade gleich Komponenten des sogenannten Maxwell’schen Spannungstensors.

Im statischen Fall, in dem alle Zeitableitungen verschwinden, also auch G=0 ist,
kann somit gemif (5.10) jede Komponenten a der Kraftdichte als Divergenz eines
Vektorfeldes (—T,) geschrieben werden:

fo=-V-T,  (statischer Fall) (5.17)

Haben wir nun eine Ladungs- und Stromverteilung, die in einem Gebiet G C R?
konzentriert ist, d.h. die Trager der Ladungsdichte p und der Stromdichte J sind
in G enthalten, dann ist die a-te Komponente F,, der Gesamtkraft F = F,e, auf
dieses System gegeben durch

Faz/dvfa:—/de-Taz—/ df - T, . (5.18)
G G oG

Dabei haben wir den Gaul}’schen Satz (8.36) benutzt. Das Interessante daran
ist, dass sich die gesamte, auf alle im Volumen G befindlichen Ladungen und
Strome ausgeiibte Kraft als Integral nur iiber die Oberfliche 0G von G schreiben
lasst. Das interpretiert man iiblicherweise als Ausdruck der Giiltigkeit des Prin-
zips von “Actio = Reactio”, gemif} dem sich die im Inneren wirkenden Kréfte aller
Ladungs- und Strombestandteile paarweise gegeneinander aufheben, bis eben auf
die an der Oberfliche, deren Summe dann die Gesamtkraft ausmacht. Hat man es
beispielsweise nur mit einem elektrischen Feld zu tun, so wird aus (5.18) mit (5.17)
und df = df n, wo n jetzt die nach auBen weisende Normale auf der Randfléche
0G ist:

F = 5/ df(E(n E) - %n||E||2) . (5.19)
oG
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5.3 Drehimpulserhaltung, Drehimpulsdichte
und Drehimpulsstromdichte

Im Gegensatz zum linearen (translatorischen) Impuls ist der Drehimpuls eine
GroBe, die von der Wahl eines Bezugspunktes ¢ abhéngt. Das ist ja schon in der
Machanik so, wo der momentane Bahndrehimpuls bezogen auf c eines Punktteil-
chens, das sich am Ort x befindet und dort den Impuls p besitzt, gegeben ist durch

Je=(x—c¢c)xp. (5.20)

Meist wird diese Formel ohne das ¢ geschrieben und der Drehimpuls somit auf den
Koordinatenursprung bezogen. Wie schon im Zusammenhang mit den Multipol-
momenten diskutiert, wo in dhnlicher Weise eine Abhédngigkeit vom Bezugspunkt
vorlag, wollen wir aber diese Identifikation nicht automatisch durchfiihren, da die
Wahl eines Koordinatenursprungs logisch vollig unabhdngig ist von der Wahl ei-
nes Bezugspunktes fiir den Drehimpuls. Erst nach der Wahl eines Bezugspunktes
ist der physikalische Begriff “Drehimpuls” iiberhaupt erst definiert und kann dann
—und erst dann! — in jedem beliebigen Koordinatensystem représentiert werden.

Genauso wie der Drehimpuls ist auch das Drehmoment abhingig vom Bezugs-
punkt. Hat man wie wir eine auf die im Raum verteilten Ladungen wirkende Kraft-
dichte f(x) am Ort x (Lorentzkraft), so korrespondiert dieser nach Wahl von c eine
Drehmomentdichte am Ort x von

de(x) = (x —¢) x f(x). (5.21)

Ebenso korrespondiert einer im Raum lokal verteilten Impulsdichte G des elektro-
magnetischen Feldes eine lokale Drehimpulsdichte:

D¢(x) = (x—c¢) x G(x). (5.22)
Im Folgenden schreiben wir wie iiblich
r'=X—C, 7Tg:==IT;—Cq (5.23)

und unterlassen den expliziten Hinweis auf c, indem wir die von c abhédngigen
GroBen nicht wie oben noch immer noch eigens mit einem Index “c” versehen.

Fiir jede Komponente des Drehimpulses suchen wir nun eine Erhaltungsgleichung,
analog denen in (5.10) fiir jede Komponente des Impulses. Eine solche Gleichung
miisste also wie folgt aussehen:

dy = 5abc""bfc = _Da -V.U,. (5.24)
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In dieser hitte dann D, die Interpretation der Dichte fiir die a-te Komponente des
Drehimpulses und U, wire das Vektorfeld der zugehdrigen Stromdichte.

Tasdchlich folgt nun ohne weitere groflere Rechnung eine Gleichung der Form
(5.24) aus der entsprechenden Gleichung (5.11) fiir fiir den linearen Impuls. Das ist
nicht selbstverstindlich und im vorliegenden Fall eine Folge der bereits bemerkten
Symmetrie, T, = Tp,, des Maxwell’schen Spannungstensors (5.16). Das rechnet
man ab besten in Komponenten nach. Definiert man wie in (5.22) (ohne Index c)

D, = eqperpGe, (5.25)
und entsprechend fiir die Stromdichte
U, = eaperp T, (5.26)
mit G und T, wie in (5.15), dann ist
V Uy =¢€awe(Vry) - Te + €apers V - T (5.27)
Mit T, = Toqeqund (Vry) - eq = Vg(xp — cp) = dgp ist der erste term gleich
abe(VTp) - Te = abcTeadan = €abeTer = 0. (5.28)

Die Summe tiber b und ¢ verschwindet, weil £, unter Austausch der Indizes anti-
symmetrisch, T, hingegen symmetrisch ist.

Damit ist gezeigt, dass (5.24) aus (5.10) folgt idem man die Kombinationen (5.25)
und (5.26) bildet.

Die Maxwell-Theorie fiihrt also auch auf einen lokalen Erhaltungssatz fiir Dre-
himulse (Plural denn es gibt fiir jeden Bezugspunkt c einen). Deren Dichte und
Stromdichte sind

D =c?rx(ExH)=rx8/c, (5.29a)
U, = 5abcrb(—5EcEd — BBy + 160 (c|E|? + ,u_lHBHz)>ed. (5.29b)
Vollig analog zum Linear-Impuls gilt nun auch hier, dass in statischen Situationen

das auf eine im Gebiet G konzentrierte Ladungs- und Stromverteilung ausgeiibte
gesamte Drehmoment als Oberflichenintegral geschrieben werden kann

Daz/dvdaz—/de-Uaz—/ df - U,. (5.30)
G G oG
Im rein elektrischen Fall wird daraus analog zu (5.19):
D:e/ df((er)(n-E)—%(rxn)HEHz>. (5.31)
oG
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Kapitel 6

Allgemeine Integration der MG
im Vakuum und
homogen-isotropen Medien

6.1 Die Methode der Potentiale

Wir wenden uns wieder den MG in homogenen Medien zu, fiir die sie die Form
(3.3) annehmen. Wir verwenden die sogenannte Methode der Potentiale, deren Vor-
teil darin besteht, dass sie es gestattet, die eine Hilfte der der MG — ndmlich die
homogenen MG — zu eliminieren, soll heilen, tiberfliissig zu machen. Mathema-
tische Grundlage dieser Methode ist das Poincaré’sche Lemma, das wir oben auf
S. 18, als Lemma4 besprochen haben.

Wir fangen mit der ersten Gleichung der homogenen MG (3.3a) an: V - B = 0.
Nach dem Poincaré’schen Lemma existiert (zumindest lokal) immer ein Vektorfeld
A, so dass

B=VxA. (6.1)

Trigt man dies in die zweite Gleichung (3.3a) der homogenen MG ein, so werden
diese dquivalent zu .
Vx(E+A)=0 (6.2)

Nun wenden wir erneut das Poincaré’sche Lemma auf an indem wir auf die Exis-
tenz einer skalaren Funktion ¢ schliefen, so dass das rotationsfreie Vektrorfeld
E + A gleich ist dem negativen Gradienten von ¢. Das negative Vorzeichen ist hier
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konventionell gewihlt. Also hat man E + A = —V ¢, oder
E=-Vé—A. (6.3)

Mit diesen beiden Ansitzen (6.1) und ,(6.1) sind nun die homogenen MG identisch
erfiillt und konnen von nun ab “vergessen” werden. Das schone daren ist, dass diese
Ansitze ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden diirfen, dass
also jede Losung der MG durch diese Ansitze erfasst wird! Gerade das sichert ja
das Poincaré’sche Lemma, auf das wir deshalb hier nochmals besonders hinweisen.
Man nennt A das Vektorpotential und ¢ das Skalarpotential.

Der Plan ist nun, mit diesen Ansétzen in die inhomogenen MG zu gehen und die-
se als Gleichungen fiir die beiden Potentiale A und ¢ aufzufassen. Hat man diese
dann bestimmt, folgen die Felder E und B geméb (6.1) bzw. durch Differentiation.
Bevor wir das tun, ist es aber wichtig zu verstehen, dass die Potentiale nicht ein-
deutig bestimmt sind. Hat man nédmlich bei gegebenem B ein A gefunden das (6.1)
erfiillt (was ja lokal immer moglich ist), dann erhalten wir eine andere Losung A’
durch Addition eines Gradientenfeldes:

A A =ALVy. (6.42)

Da die Rotation eines Gradientenfeldes stets verschwindet erfiillen dann sowohl
A als auch A’ die Gleichung (6.1). AuBerdem erhilt man auf diese Weise nicht
nur manche sondern in der Tat alle Losungen zu (6.1), denn die Differenz zwei-
er beliebiger Losungen A und A’ zu (6.1) mit gleichem B ist ja rotationsfrei,
V x (A’ — A) = 0, muss sich also wieder nach dem Poincaré’schen Lemma als
Gradientenfeld schreiben lassen, so dass (6.4a) in der Tat fiir je zwei Losungen gilt.
Andert man das Vektorpotential A gemif (6.4a) ab so muss man auch das Skalar-
potential ¢ dndern damit E ungeédndert bleibt. Aus (6.3) sieht man sofort, dass dies
nach der Regel

¢ ¢ = —1) (6.4b)

geschehen muss. Mit den beiden Gleichungen (6.4) ist die Willkiir in der Festle-
gung der Potentiale zu festen elektromagnetischen Feldern E und B vollstindig
benannt. Man nennt die Transformationen (6.4) die einen Satz von Potentialen in
einen anderen Satz mit gleichen E und B transformiert Eichtransformationen.

Bemerkung 18. Eichtransformationen definieren eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der Potentiale (¢, A ). Dabei heien zwei Elemente (¢, A) und (¢', A’) die-
ser Menge idquivalent genau dann, wenn ein 1) existiert, so dass ¢’ — ¢ = —1,[} und
A’— A = V4. Wir erinnern daran, dass die drei Bedingungen fiir eine Aquivalenz-

relation die Reflexivitit, die Symmetrie und die Transitivitét sind. Die Reflexivitit
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besagt, dass jedes (¢, A) zu sich selbst dquivalent ist, was mit der Wahl 1) = 0 klar
ist. Die Symmetrie sagt, dass aus Aquivalenz (¢, A) ~ (¢, A’) die umgekehrte
(¢/,A") ~ (¢, A) folgt, was mit der Ersetzung von 1) durch —1) ebenfalls klar
ist. Die dritte Bedingung ist die Transitivitit, die fordert, dass aus den Aquivalen-
zen (¢, A) ~ (¢, A’)und (¢/, A’) ~ (¢, A”) die Aquivalenz (¢, A) ~ (¢", A")
folgt, was mit ¢)” := 1)+1)’ ebenfalls sofort folgt, falls ¢ die erste und ¢/’ die zweite
vermittelt. Ferner erinnern wir daran, dass eine Aquivalenzrelation auf einer Men-
ge gleichbedeutend ist mit einer Partition dieser Menge, also einer Zerlegung der
Menge in die Vereinigung paarweise disjunkter Untermengen. Diese Untermengen
entsprechen gerade den gemil3 der gegebenen Relation untereinander dquivalen-
ten Elementen und heiBen Aquivalenzklassen. Auf unser Beispiel iibertragen sind
Punkte innerhalb einer Aquivalenzklasse alle diejenigen Paare von Potentialen, die
paarweise zueinander gemiB (6.4) Eich-Aquivalent sind. Jedes Paar (¢, A) dieser
Aquivalenzklasse reprisentiert den gleichen physikalischen Zustand. Das bedeu-
tet, dass keine physikalische Observable zwischen verschiedenen Reprisentanten
derselben Aquivalenzklasse unterscheiden kann. Man sagt, die Potentiale reprisen-
tieren die physikalischen Zusténde in redundanter Weise. Das bedeutet, dass jedes
Paar (¢, A) eindeutig einen physikalischen Zustand definiert, aber nicht umge-
kehrt. In nochmals anderen Worten: Die Abbildung von der Menge der Potentia-
le (¢, A) in die Mange der physikalischen Zusténde — also die Menge der Paare
(E, B) die die MG erfiillen — ist surjektiv aber nicht injektiv.

Diese Freiheit in der Wahl der Potentiale kann man ausnutzen, um weitere, von
den MG nicht implizierte aber fiir die analytische Behandlung bequeme Bedin-
gungen an die Potentiale zu stellen. Solche Bedingungen nennt man “Eichungen”,
“Eich-Bedingungen”, oder, wenn dadurch alle Freiheiten in der Wahl der Potentiale
tatsdchlich beseitigt werden (was man beweisen muss!) auch “Eich-Fixierungen”.
Eine wirklich vollstindige Eich-Fixierung wihlt aus jeder Aquivalenzklasse genau
einen Reprisentanten aus. Oft wird in der Praxis diese Eindeutigkeit nicht erreicht
und es werden zwar echte Untermengen der Aquivalenzklassen ausgewihlt, aber
diese nicht nicht einpunktig.

Zum Beispiel kann man fordern, dass A divergenzfrei sein soll. Das nennt man die
Coulomb-Eichung:

V-A=0 (Coulomb-Eichung) . (6.5)

Dass diese stets erreichbar ist folgt so: Angenommen A erfiillt diese Bedingung
nicht, es ist also V - A # (. Dann wollen wir einen anderen Reprisentanten A’ =
AV der gleichen Aquivalenzklasse wihlen der nun V - A’ = 0 erfiillt. Das fiihrt
auf die Poisson-Gleichung Ay = —V - A die wir bei gegebener rechten Seite 16sen
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konnen sofern diese im Unendlichen schneller als 2 abfillt. A im unendlichen
nicht . Diese Losung ist sogar eindeutig falls wir noch fordern, dass auch ¥ im
Unendlichen gegen Null gehen muss. In diesem Fall handelt es sich also wirklich
um eine “Eich-Fixierung”

Eine andere, ebenfalls viel benutzte Bedingung ist die Lorenz-Eichung!:
V- A+ c_2<b =0 (Lorenz-Eichung) . (6.6)

Bemerkung 19. Statt von Eichtransformationen spricht man in der Physik auch
oft von Eichsymmetrien, was aber aus oben genannten Griinden missverstindlich
sein kann, denn der physikalische Zustand, wird durch eine Eichtransformation ja
nicht gedndert, nur seine mathematisch-analytische Reprisentation. Wie schon be-
tont gibt keine physikalische Observable (beobachtbare Grof3e), die eichdquivalen-
te (also durch Eichtransformationen verbundene) Sitze von Potentialen zu unter-
scheiden gestattet; sie sind physikalisch ununterscheidbar!. Also ist eine Eichtrans-
formation keine physikalisch definierbare Operation, denn eine solche muss immer
irgend einen physikalischen Aspekt verindern. Symmetrien sind in der Physik aber
immer physikalisch definierbare (und im Prinzip durch Observable nachweisbare)
Operationen, durch die ein gerade in der Diskussion relevanter Aspekt invariant
gelassen wird, aber eben nicht alle! Das Konstatieren einer Symmetrie, bei der
ausnahmslos alle Aspekte gleich bleiben, wire sinnlos, weil man dann die “Opera-
tion” nicht von der Identitét unterscheiden konnte. U

Wir fahren nun mit dem allgemeinen Strategie fort und setzen (6.1) und (6.1) in
die inhomogenen MG (3.3b) ein. Zunéchst ergibt (6.1) in der ersten Gleichung von
(3.3b) mit (1.27a)

Ap+V - A= —1p. (6.7a)

Einsetzen von (6.1) und (6.1) in die zweite inhomogene MG (3.3b) ergibt mit
(1.274d): .
OA=pJ—-V(V-A+c29). (6.7b)

Dabei haben wir wieder den Wellenoperator (3.7) und die Definition (3.8) von ¢
benutzt.

Bisher haben wir noch keine Eichbedingungen an die Potentiale gestellt. Wir dis-
kutieren sowohl die Coulomb- als auch die Lorenz-Eichung.

"Benannt nach dem dinischen Physiker Ludvig Lorenz (1829-1891), der verschieden ist von dem
Niedeldnder Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928), nach dem die Lorentz-Kraft und die Lorentz-
Transformationen benannt sind.
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6.2 Integration in Coulomb-Eichung

Fordern wir (6.5) dann vereinfacht sich (6.7) zu

A¢p = —p/e, (6.8a)
OA = pJ —Vo/ct = pJ, (6.8b)

Dabei haben wir zur Abkiirzung gesetzt (beachte 1/c? = jue)

J =J—eV¢. (6.8¢)

Damit sind die Gleichungen fiir die Potentiale soweit entkoppelt, dass man sie
bei bekannten Quellen durch sukzessive Integrationen 16sen kann. Zunéchst wird
(6.8a) gelost durch
1 p(t, x’)
t dv' ——1- 6.9

ot = gz [ o L 02
Hat man damit ¢ bestimmt kann man aus J den “transversalen” Strom gemil
(6.8c) bestimmen. Sodann kann man aus (6.8b) das Vektorpotential A bestimmen,
etwa durch die retardierte Green-Funktion:

el X/)
A(t,x) / dv' ¢ . (6.9b)
47r

||X — x|

Das letzte Integral hat eine sehr einfache interpretation: Es ist das Integral der
Funktion J | iiber den Riickwartslichtkegel am Aufpunkt (¢,x). Es ist aber nicht
die einzige Losung: auch avancierte Potentiale sind méglich, oder eine Linearkom-
bination von retardierten und avancierten. Wir werden das ausfiihrlicher weiter un-
ten behandeln.

Man beachte, dass J | divergenzfrei ist (deshalb die Bezeichnung mit 1). Das folgt
sofort aus (6.8¢c), denn wegen (6.8a) istja A¢ = —p /e und somit V-J | = V-J+p,
was wegen der lokalen Ladungserhaltung (3.1) verschwindet.

Bemerkung 20. Man beachte auch, dass wegen p = —V - J die Definition (6.8c)
unter Benutzung von (6.9a) auch so geschrieben werden kann:

v’ J(t,x)

[[x = x|

1
Ji(t,x) :=J(t,x) + 4—V dv’ (6.10)
m
Das macht klar, dass J, eine nichtlokale Funktion von J ist. Dabei ist folgende
Sprechweise iiblich: Gegeben zwei Funktionen F' und F’ mit gleichem Definitions-
bereich. Man sagt F” ist ultralokales Funktional von F, wenn fiir jedes 2 der Wert
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F’(x) durch den Wert F(x) (an der gleichen Stelle) bestimmt ist. Man spricht von
lokalen Funktional, wenn der Wert F”(x) durch die Werte von F' und endlich vieler
Ableitungen von F', wieder an der gleichen Stelle x bestimmt ist. Ist die Funktion
F’ aus F berechenbar aber nicht in diesem Sinne lokal, so heif}t sie nichtlokal. Ist
F’ lokales Funktional von F' so gilt offensichtlich nach dieser Definition Folgen-
des: Verschwindet F' in einem offenen Gebiet G des Definitionsbereichs dann ist
F' in G konstant (klar, denn die Werte von F und allen Ableitungen sind ja Null).
Im Umkehrschluss folgt: Ist F” in einem Gebiet G nicht konstant in dem F' aber
identisch verschwindet, dann kann F” kein lokales Funktional von F sein. genau
das trifft aber fiir die Beziehung (6.10) zwischen J und J; zu. Hat insbesondere
kompakten Triger, so wird dies nicht fiir J; gelten. In diesem Sinne “trigerver-
grofernd” zu sein ist eine charakteristische Eigenschaft nichtlokaler Funktionale.

6.3 Integration in Lorenz-Eichung

Jetzt fordern wir (6.6). Damit verschwindet der zweite Term der linken Seite von
(6.7a) nicht mehr wie bei der Coulomb-Eichung sondern wird zu —c_2<5, wie man
durch Zeitableitung von (6.6) sieht. Beide Terme der linken Seite kombinieren zu-
sammen zu —[J¢, so dass (6.7a) dquivalent ist zu

O¢ = p/e. (6.11a)

Ganz einfach wird es bei (6.7b), wo der zweite Term der rechten Seite der Gradi-
ent der Lorenz-Eichbedingung (6.6) ist und deshalb verschwindet. Man erhilt also
ganz analog zum Skalarpotential die Gleichung

OA=pJ. (6.11b)

In diesem Fall kann man beide Gleichungen durch z.B. retardierte Green-
Funktionen integrieren:

1 p 1 — Xl )
tx) = — [ dv ‘ 12
J< _ Ix=x| X/)
I / c
Alt,x) = 2 [a . 6.12b
02 = 4 | T ] (6120

Man beachte, dass diese Gleichung die Lorenz-Eichbedingung (6.6) eine Folge
der Ladungserhaltung (3.1) erscheinen 143t, die wir natiirlich als von den Quellen
erfiillt annehmen.
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6.4 Allgemeines iiber retardierte und avancierte
Potentiale

Wir wollen zunichst explizit nachweisen, dass die oben angefiihrten retardierten,
aber auch die avancierten Potentiale Losungen der Wellengleichung sind. Dazu
gehen wir nochmals allgemein von der Wellengleichung fiir eine Funktion F' aus
deren Quelle eine weitere Funktion mit f sei:

OF = f. (6.13)

Wir behaupten (und haben oben im Falle des Minuszeichens bereits benutzt), dass
die folgenden beiden Funktionen Losungen dieser Gleichung sind:

1 f(tg, x)

Fo(t,x) = — [ dv/ 2T =7 6.14

00 = g L RS (o149
wobei ,
[x — x'||

te =tx(t,x,x') =t F (6.14b)

c
Das rechnen wir explizit vor. Dazu miissen wir den Integranden der rechten Seite
zweimal nach ¢ und zweimal nach x differenzieren. Wichtig dabei ist, dass der
Integrand von x nicht nur durch den Nenner ||x — x’|| von x abhiingt, sondern
auch durch das retardierte bzw. avancierte Zeitargument ¢ (¢, x, x’). Wir fiihren
folgende abkiirzende Schreibweisen ein:

ri=x-x, r:=|x-x, ni="_. (6.15)
r

Dann gelten die folgenden Relationen:

1 2
Vr=n, V<—>:—32, V.on=2. (6.16)
r r r
Insbesondere gilt:
Vit+ =Fn/c (6.17)
Schreiben wir jetzt einfach f fiir f(¢, x’), dann ist
Vf=Ffn/c, (6.18)

wobei f die partielle Ableitung von f nach dem ersten Argument bezeichnet, wie-
der ausgewertet bei ¢+ (¢, x, x’), Anwenden einer weiteren Ableitung liefert

Af:V~Vf:$<Vf-n/c+(f/c)V-n)
= f/c F 2f/(er).

(6.19)
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Also
A(f/r)=Af/r+2Vf-V(1/r)+ fA(1/r)
= f/(r) F2f/(er®) F2f(m/c) - (—n/r®) + fA(1/r)  (6.20)
= f/(ré®) + fA(1/r)

oder

O(f/r) = F/(r) = A(f/r) = =fA(1/r) = dnf 6P (x = X'),.  (621)
Dabei haben wir im letzten Schritt (8.64) benutzt.

Damit kénnen wir nun (6.14) direkt bestidtigen. Dazu wenden wir den Wellenope-
rator [J auf beide Seiten an und vertauschen ihn auf der rechten Seite mit der Inte-
gration, so erhalten wir, indem wir die Argumente in f im zweiten Schritt wieder
explizit anschreiben

OF¢(t,x) = i/ dv' O (%)
R3
_ / ' f (w == x| X,> 53 (x — x') (6.22)
R3 Cc
= f(t,x).

Damit ist der Beweis erbracht, dass sowohl die retardierten Funktionen F_ als auch
die avancierten Funktionen F'; die Gleichung (6.13) fiir vorgegebene rechte Seite
f erfiillen.

Es ist klar, dass mit den Losungen F_ und F'y auch jede Linearkobination £, der
Form

Fo:=(1—a)F_+aF,=F +a(F, —F.), a€cR (6.23)

die Gleichung (6.13) mit gleichbleibender rechter Seite f erfiillen. In dieser ein-
parametrigen Schar entspricht a = 0 der retardierten und @ = 1 der avancierten
Losung. Wie in der zweiten Gleichheit von (6.23) angedeutet kann man das auch
so ausdriicken, dass man zur einer festen Losung von (6.13) — hier der retardierten
F_ —ein Vielfaches einer Losung der homogenen Gleichung addiert. Man beachte,
dass die homogene Gleichung [JF' = 0 ja in der Tat von Fly — F_ gelost wird.

Viele Lehrbiicher argumentieren, nur die retardierte Losung sein “physikalisch”?
weil nur sie im Einklang mir dem “Kausalitédtsprinzip” sei. Damit ist gemeint, dass

2Als allgemeine Regel gilt, dass man Aussagen, etwas sei aus diesem oder jenem Grund “unphysi-
kalisch”, grindsitzlich skeptisch begegnen sollte. Sehr hdufig erweisen sich solche Argumente bei
genauerer Priifung als nicht stichhaltig.
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das Feld F' zum Zeitpunkt ¢ ja nur von den Quellen zu fritheren — also retardierten
—, nicht aber spéteren — also avancierten — Zeitpunkten abhéngen kann. Dieses Ar-
gument verwechselt aber Determinismus und Kausalitit. Das elektromagnetische
Feld in der Gegenwart kann sehr wohl durch den Zustand der Quellen zu einem
spiteren Zeitpunkt bestimmt und berechenbar sein, etwa durch einen Absorptions-
vorgang, der in der Zukunft angenommen wird. Es ist durchaus sinnvoll, zu fragen,
wie ein gegenwirtiges Feld beschaffen sein muss um in der Zukunft ein bestimm-
tes Antennensignal zu erzeugen. Damit is ja nicht gesagt, dass dieser Vorgang in
der Zukunft das Feld in der Gegenwart irgendwie ursédchlich (kausal) erzeugt hétte!

Allgemein gilt ja, dass jede Losung F' der linear-inhomogenen Differentialglei-
chung (6.13) dargestellt werden kann als Summe einer fest gewihlten partikuldren
Losung und einer Losung der homogenen Gleichung. Wihlt man als partikuldre
Losung die retardierte, so schreibt man

F=F_+ Fpy; (6.24)
wihlt man hingegen die avancierte, so schreibt man
F=F,+ Fyy . (6.25)

Dabei stehen ‘in” und “out” fiir die einlaufenden (englisch: “ingoing”) und auslau-
fenden (englisch: “outgoing”) Felder zu Zeiten t — —oo bzw. t — +00. Die Wahl
der retardierten Losung ist also dann die richtige, wenn man weiss bzw. annimmt,
dass die einlaufender Felder verschwinden, also dass F}, = 0. Alle vorhande-
nen Felder werden dann erst “im Laufe der Zeit”, also in Richtung zunehmender
t, durch die Quellen (bewegte Ladungen) erzeugt. Diese Annahme trifft man bei
der Diskussion von Prozessen der Abstrahlung (Emission), deren Diskussion daher
natiirlicherweise retardierte Felder benutzt. Bei Absorptionsprozessen wére es um-
gekehrt. Grundsitzlich gilt aber weiterhin, dass jede Losung F' sowohl mit Hilfe
des retardierten F_ also auch des avancierten Fy berechnet werden, vorausgesetzt
man kennt die freien Felder Fj, bzw. Fot. Hier liegt der eigentliche Kern der Fra-
ge, welche der beiden Losungen F+- dem Problem angemessen sind. Die zeitliche
Asymmetrie, die dadurch zustande kommt, dass man eine entweder F_ oder F',
wihlt hat also nichts mit den MG zu tun — diese sind ja wie anfangs gezeigt inva-
riant unter Zeitumkehr — sondern damit, an welchem der beiden Enden ¢t — Foo
der Zeitachse wir eine Kenntnis der Felder Voraussetzen, also etwa Fj,, = 0, was
eine Bedingung fiir F' bei {_, — oo entspricht.
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Kapitel 7

Felder bewegter Punktladungen

7.1 Die Liénard-Wiechert Potentiale

Wir schlieen an das Ende von Kapitel 6 an und benutzen die Ausdriicke (6.12) fiir
Skalar- und Vektorpotential in der Lorenzeichung zur Bestimmung des elektroma-
gnetischen Feldes einer Punktladung, die sich entlang einer Bahn

ts z(t) €R3 (7.1)

im Raum bewegt. Die Punktladung denken wir uns im Vakuum, so dass € = &g
und p = po. AuBerdem interessieren wir uns ausschlieBlich fiir die elektromagne-
tischen Felder, die von dieser Ladung in Laufe ihrer Geschichte erzeugt werden.
Es sollen also keine einlaufenden Felder Fj, existieren, so dass wir die Losungen
in retardierter Form schreiben. Fiir die retardierte Zeit schreiben wir von jetzt an
t, statt wie vorher ¢_.

Diese Bahn des Teilchens sei eine weitgehend beliebige, lediglich eingeschrinkt
durch die Bedingungen der mindestens zweimal stetigen Differenzierbarkeit und
zusitzlich durch die Bedingung, dass ihr Geschwindigkeitsfeld z zu jeder Zeit
einen Betrag unterhalb der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum besitzt (die wir hier
mit ¢ bezeichnen):

lz|| < c. (7.2)

Im Folgenden bedienen wir uns auch der iiblichen Schreibweise,

Bt) :==z(t)/c,  B:= Bl (7.3)

Es gilt also () < 1 fiir alle .
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Die Ladungs- und Stromverteilung einer punktférmigen Ladung e auf der Bahn
(7.1) sind gegeben durch

p(t',x) = o (x' —z(t)), (7.42)
J(t',x) = ¢d®(x —z(t')) a(t'). (7.4b)

Dies setzen wir in die Ausdriicke (6.12a) und (6.12b) fiir die Potentiale ein, die wir
nochmals in einer etwas kompakteren Form anschreiben:

. 1 /P(th/)
o(t,x) = ine dv =]’ (7.5a)
H , J(tr,x')
A = — — 7.
(t,x) 47r/dv x—x]’ (7.5b)
wobei ,
[x — x|

tr =t (t,x,x') =t — (7.5¢)

c
die sogenannte ,retardierte Zeit* bezeichnet. Man beachte, dass diese Gleichung
gerade besagt, dass das Ereignis (¢,,x’) auf dem Riickwirtslichtkegel des Auf-
punktes (¢, x) liegt. Hdlt man den Aufpunkt (¢, x) fest so wird ¢, eine Funktion des
Integrationspunktes x’. Das ist fiir das Folgende sehr wichtig!

Setzen wir jetzt die Ladungs- und Stromverteilungen (7.4) fiir das Punktteilchen
ein, so erhalten wir

eq , 53 (X/ - Z(tr))

ot.x) = FEET (7.6a)
_ Mg / ) (XI - Z(tr)) z(tr)
A(t,x) = . dv x| (7.6b)

Die Integration iiber x’ kann nun ausgefiihrt werden, wobei man aber die oben
bereits gemachte Bemerkung beriicksichtigen muss, dass das Argument der §(3)-
Funktion nicht nur in der direkt gezeigten Weise von x’ abhingt, sondern auch
noch iiber das Argument ¢, von z; also in einer - scheinbar - kaum kontrollierten
Weise (wir lassen ja die Funktion ¢ — z(t) offen). Trotzdem wird uns die direkte
Integration gelingen, wenn wie uns einer allgemeinen Formel fiir §-Distributionen
erinnern, die wir uns jetzt in Erinnerung rufen.

Im R" betrachten wir das Integral

/ 56) (y (x')) £ (x') dv’ a.7)
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mit Testfunktion f. Hier ist x’ — y(x’) eine differenzierbare Funktion R — R"
mit nicht entarteten Nullstellen ist. Letzteres bedeutet, dass die (n x n) Jacobi-
Matrix dy/0x’ an den Nullstellen den Hochstang n hat, insbesondere also, dass
an den Nullstellen ihre Determinante nicht verschwindet. Dann diirfen wir in ei-
ner Umgebung der Nullstellen y statt x’ als Koordinaten verwenden und erhalten
nach den Standardregeln fiir den Wechsel von Integrationsvariablen (wir schreiben
jetzt 3z’ statt dv’ um an die iibliche Schreibweise dx’/dy fiir die Jacobi-Matrix
anzukniipfen)

[59660) s = [ 5907 (<)

(7.8)

Hier bezeichnen x, die Nullstellen der Funktion x’ — y(x').
Ubertragen auf unseren Fall ist (fiir n = 3)
y(x) =x"—z(t,(x')) (7.9

mit der Funktion ¢, (x") die aus (7.5¢) ensteht wenn man (¢, x) fest wihlt. Also sind
die Komponenten der Jacobi-Matrix gegeben durch

Ia . ot
. = Sab — Za(tr) pl (7.10)
Gemil (7.5¢) ist aber
i 1 —
ot el By (7.11)

az® ¢ x—x|

Dabei haben wir fiir den Einheitsvektor vom Quell- zum Aufpunkt die Abkiirzung

gesetzt
x —x/

Diese Bezeichnung werden wir im Folgenden beibehalten. Damit ergibt (7.10)

0
agj‘; = Gap — Baltr)nn, (7.13)
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wobei wir auch die Bezeichnungsweise (7.3) verwendet haben. Letzlich folgt!

dy

aox'
Dies miissen wir gemaR (7.8) auswerten an den Nullstellen der Funktion y(x’), al-
so dort, wo x” gemiB (7.9) der impliziten Gleichung x" = z(¢,(x)) geniigt. Dies
Gleichung hat eine eindeutige Losung fiir x’, denn dieses Gleichung verlangt ja,
dass bei gegebenem Aufpunkt (¢, x) der Quellpunkt (¢,., x’) auf dessen Riickwiirts-
lichtkegel liegt. Fiir die Teilchenbahn ¢ — z(t) gibt es aber hochstens eine Zeit ¢,
zu der (7.9) fiir festes (¢, x) erfiillt ist, also ¢(t — t,) = ||x — z(¢,)|| gilt. Denn gibe
es eine zweite Losung ¢(t — t..) = ||x — z(t})]|, dann hitte man durch Abziehen
der zweiten von der ersten Gleichung c(t. — t,) = ||x — z(t,)|| — [|x — z(t.)|| <
|lz(t.) — z(t,)]|| (letzteres nach der Dreiecksungleichung). Diese Ungleichung be-
sagt, dass sich das Teilchen zwischen den Zeitpunkten ¢/, und ¢, mit einer Durch-
schnittsgeschwindigkeit von mindestens der Lichtgeschwindigkeit bewegt haben
muss, was der Ausgangsannahme (7.2) widerspricht. Also gibt es hochstens eine
Losung. Diese existiert auch tatsdchlich, wenn die Teilchenbahn so ist, dass sie den
Riickwirtslichtkegel an (¢, x) schneidet, wenn also das Teilchen von (¢, x) aus zu
irgend einem Raum-Zeit-Punkt seiner “gesehen” werden kann. Man kann zeigen,
dass das nur dann nicht der Fall ist, wenn das Teilchen fiir alle vergangenen Zei-
ten eine endliche untere Schranke an seine Beschleunigung besitzt, also immer mit
einem endlichen Mindestbetrag beschleunigt gewesen wire, was wir hier explizit
ausschliefen wollen.”? Dann konnen wir Als Endergebnis dieser Diskussion fest-
stellen, dass es zu gegebenem (¢, x) genau ein retardierte Zeit ¢, gibt, fiir die (7.5c)
fiir x’ = z(¢,) gilt, wir also eine Losung ¢, der Gleichung

_ lIx=z()|l
C

det =1-p3(t) n. (7.14)

t, =t (7.15)

fiir jedes feste (¢,x) haben. Wenn wir nun diese Gleichung fiir jedes Paar (¢, x)
nach ¢, 16sen, erhalten wir ¢, als Funktion von ¢ und x. Im Folgenden wird al-
so unter ¢, immer diese Funktion ¢, (¢,x) zu verstehen sein. Dieses ¢, tritt auf als

'Die Determinante einer Matrix mit Komponenten 6§ — A% ist immer gegeben durch 1 — A - B, wie
man z.B. durch Drehung der Basis sieht, so dass einer der Basisvektoren, etwa e1, in Richtung eines
der Vektoren, etwa A, zeigt. Dann ist nur A' von Null verschieden und die Determinante offensicht-
lich gleich dem Produkt der Diagonalelemente, also 1 — A*B; = 1 — A - B. Die Determinate ist
aber invariant unter unimodularen Basistransdformationen, insbesondere unter Drehungen.

“Eine in der Vergangenheit unbeschleunigte Bewegung verliuft (in der Vergangenheit) auf einer Ge-
raden, deren Geschwindigkeit kleiner ist als die des Lichts, wird also immer nach einer endlichen
Zeit vom Riickwirtslichtkegel geschnitten. Beschleunigte Bewegungen verlaufen zwar auch immer
mit Unterlichtgeschwindigkeit, konnen sich aber in der Vergangenheit den Lichtkegel asymptotisch
anndhern ohne diesen jemals zu schneiden. Dazu ist allerdings eine - in der Vergangenheit - im-
merwéhrende Beschleunigung notwendig.
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Argument in z(¢,.) und z(¢, ), sowie im Einheitsvektor (7.16) vom Quell- zum Auf-
punkt, der dadurch zu einer Funktion von (¢, x) wird:

x —x  x—az(t(t,x))
I =%l ema,) = 2(t:(t)]

n(t,x) = (7.16)

Damit haben wir nun endlich alles zusammen, um die Integrale (7.6) auszufiihren.
Wir verwenden (7.8) mit (7.14) in und beriicksichtigen die obige Diskussion, wo-
nach ¢,, wo immer es als Argument auftritt, als Funktion von (¢,x) verstanden
wird. Es folgt

1 q 1
X = e 1-BG) w7
_ B qeBty) 1
ALY = o =2 1) ah) (7.170)
= B(t)(1/¢) B(t.) @.170)

wobei wir ab jetzt stets (3 statt z/c schreiben und im letzten Gleichheitszeichen
noch pc = 1/(ce) verwendet haben. Dies sind die beriihmten Liénard-Wiechert-
Potentiale.?

Fiir das Folgende ist es bequemer, die Schreibweise dieser Formeln etwas zu ver-
einfachen in dem wir die beiden Ausdriicke in den Nennern zusammenfassen. Dazu
kiirzen wir ab

R(ta X) =X Z(tr) ) R(t,X) = ||R(ta X)H ) (718)
so dass das Produkt der Nenner geschrieben werden kann als
|x —z(t,)[|(1 = B(tr) - n(t,x)) = R(t,x) — B(t) - R(¢,%) . (7.19)

Dann vereinfacht sich (7.17) zu

_ 1 a
o(tx) = T~ 5= SR (7.20a)
A(t,x) = Z_; : %{, (7.20b)

wo wir jetzt die Argumente nicht mehr mit angeschrieben haben um die wirklich
einfache Bauart der Ausdriicke moglichst klar zur Geltung zu bringen. Natiirlich
muss man sich der Abhéngigkeit aller vorkommenden GroBen von (¢, x) immer be-
wusst sein, insbesondere wenn diese Abhingigkeit implizit durch eine Abhéingig-
keit von ¢, erfolgt.

3Benannt nach dem Franzosen Alfred-Marie Liénard (1869-1958) und Emil Johann Wiechert
(1861-1928).
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7.2 Felder zu den Liénard-Wiechert Potentialen

Zur Berechnung des elektrischen und magnetischen Feldes aus den Potentialen
durch (6.1) bzw. (6.3) benutzen wir nun die einfach strukturierten Ausdriicke
(7.20). Dazu miissen wir Ableitungen nach ¢ und x bilden, was insbesondere dort
zundchst nicht offensichtlich ist, wo die betreffenden GréBen iiber ¢, von diesen
Variablen abhidngen. Insbesondere miissen wir also wissen, die wir die Ableitungen
von t, nach ¢ und x wieder durch die kinematischen Grof3en der Bahn ausdriicken
konnen ohne die Bahn explizit zu kennen — wir wollen unser Problem ja allgemein
I6sen!

Wir beginnen mit Gleichung (7.15) und differenzieren diese nach ¢. Wir schreiben
Ot,./0; = t, und erhalten (auch hier unterdriicken wir das explizite Anschreiben
der Argumente). anzuschreiben):

tr=1+n-pBt,, (7.21)
was aufgelost nach £,

1

ergibt.

Als nichstes differenzieren wir (7.15) nach x, nehmen also den Gradienten. Wir
rechnen zunédchst in Komponenten (ein Strich an z bezeichnet die Ableitung nach
dem Argument; hier ¢,.):

(@ — =)
¢ |x -z

— —ng/c+ (- B)Vat.

L= 20) 5 )

Vatr = e 7
¢ [[x -zl (7.23)

Valzy — 2) =

Wieder konnen wir dies nach 0,t, auflosen und das Ergebnis in Vektornotation als
Vt, schreiben:

n/c
l1-n-8°
Die Ableitungen von R nach ¢ und x erhilt man am besten mit Hilfe der Identitit
(7.15) die mit der Notation (7.18) nun lautet

Vi, = — (7.24)

R=c(t—t,). (7.25)
Partielle Ableitung nach ¢ liefert unter Benutzung von (7.15)

n-3

R:C<1—t7~):_6m

(7.26)
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Und genauso kann der Gradient von R mit Hilfe von (7.25) geschrieben werden:
VR =—-cVt, = ———. (7.27)

SchlieBlich miissen wir noch die partiellen Zeit- und Ortsableitungen der einzelnen
Vektorkomponenten R und 3 ausrechnen. Fiir R sind diese gegeben durch

. . cB
R = —8tZ(tT) = —C,B tr = — m (728)
und
VaRy = Va(zy — 20(t7)) = dap — cBpVaty = ap + % . (7.29)

Fiir 3 erhalten wir (hier bezeichnet ein Strich an 3 wieder die Ableitung nach dem
Argument; hier ¢,.)

2_ i __ /3,
’B_’BtT_il—n-ﬂ (7.30)
und B’
— g _ TPy
Vafp = BpVatr = ) (7.31)

Hier bezeichnet 3’ die Ableitung von 3 nach dem Argument t,., also die Beschleun-
gigung des Teilchens zum retardierten dividiert durch c.

Damit haben wir alles zusammen um die Ableitungen der Ausdriicke (7.20) bilden
zu konnen. Differentiation und Einsetzen der obigen Ausdriicke gibt

-1 . 1 — . _ Q2 .l
Vo= 4reg (R—R-B)3 {(R R-B)B-(1-B8"+R-p /C)R} (7.32a)
1
- 47350 "(R—R-B)® {(R-R-B)(-B+B'R/c)+(1- B>+ -R/c)RB}
(7.32b)
Aus ihrer negativen Summe erhalten wir das elektrische Feld
- 47350 "(R- 3{ (R—R-B)(R/c)B +(1-B*+8  R/c)(R—-RP)}
R ) )
- 47350 "(R—R-37 {-R-(n-p)f/c+(1 -5+ R/c)(n-P)}
R /
- 4:50 "(R—R-B)° {1-8Hn-B)+Rx [(n—pB)xG/c)]} .
(7.33)
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Die beiden Terme des letzten Ausdrucks entsprechen einer Zerlegung nach Be-
schleunigungsunabhiingigen und -abhingigen Teil, die gleichzeitig auch eine Zer-
legung nach dem Abfallverhalten fiir R — oo ist: Der beschleunigungsunabhéngi-
ge Anteil hat ein R~? Verhalten wihrend der beschleunigungsabhiingige Anteil
langsamer, niamlich mit R~! abfillt. Wir werden darauf genauer im Zusammen-
hang mit einer analogen Zerlegung des Magnetfeldes eingehen.

Die Berechnung des Magnetfeldes ist analog der des elektrischen und kann zum
Teil sogar wegen der Beziehung (7.17c) auf diese zuriickgefiihrt werden. Wegen
(7.17¢) gilt ja

V x A=V x(B¢/c)
= Vo xB/c+ (¢/c)V x 3 (7.34)

nx 3
=V — H -
6 X Ble— (/)7
wobei wir (7.31) im letzten Schritt benutzt haben. Setzen wir darin den Ausdruck
(7.20a) fiir ¢ und (7.32a) fiir V ¢ ein, so folgt fiir das Magnetfeld:

:4:80{(R_;.ﬁ)3[—(1—52+R-,6//C)RX,6/C]

1 1 nx 3
_E'R—R.ﬂd—nﬂ}

1
:47?50 . (R_R.5)3{—(1—52+R.5’/C)Rx,8/c

- [Re(n- 9] Rx /2

_ 4 R
~ 4mege (R—R-B

- (R )]

ke {_(1 - B*+R-B'/c)B

ER. {(1 ~ %) (n—B) + (R-B'/c) (n - B)

s {050 - 8) + Rox [0 )< (3]}
(7.35)

Dabei haben wir im ersten Gleichheitszeichen sofort benutz, dass wegen des Vek-
torproduktes mit /3 der zu 3 proportionale Teil von V ¢ herausfillt. Genauso haben
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wir im 4. Gleichheitszeichen benutzt, dass wegen des globalen Vektorproduktes
mit n das freie 3 in der geschweiften Klammer durch —(n — ) ersetzt werden
kann. Ziel dieser Umformung ist, dass nun der in der geschweiften Klammer ste-
hende Term identisch ist zu dem in er geschweiften Klammer von (7.38), woraus
durch Vergleich sofort die wichtige Beziehung folgt:

B:%an. (7.36)
Damit ist klar, dass das magnetische Feld genauso wie das elektrische in zwei
unterschiedlich schnell abfallende Teile zerfillt, wobei das der langsam abfallende
Teil proportional zur Beschleunigung ist. Aulerdem folgt sofort aus (7.36)

B-E=0. (7.37)

7.3 Erster Spezialfall: Momentan ruhende Ladung und
Abstrahlungsleistung bei Beschleunigung

Wir betrachten den Spezialfall, in dem die Ladung zum retardierten Zeitpunkt ¢,
ruht, oder doch zumindest eine gegen die Lichtgeschwindigkeit vernachlissigbare
Geschwindigkeit. Dann setzen wir 3 = 0 und erhalten aus (7.38)

-4 . 1. n+Rnx(nxg/c)
47;50 ff { / }/ (7.38)
it o )

Der zweite in eckigen Klammern stehende Ausdruck ist gerade die zu n orthogo-
nale Komponente der Beschleunigung, so dass die zwei Terme in der geschweiften
Klammer orthogonal sind.

Fiir den Poyinting-Vektor S = E x H = (E x B)/p ergibt (7.36) allgemein

1
S = —(nHE||2—(n-E)E>. (7.39)
HoC
Im speziellen Fall der langsam bewegten Ladung ist der Strahlungsanteil — also der

langsam abfallende Anteil von (7.38) — einfach

—q¢ B -nmn-p)_ —q B

Er = - 3
o= Yreoc R drege R

(7.40)

wo (3’| die zu n senkrechte Komponente von (3’ bezeichnet. Man beachte, dass
der Vektor E in der von n und 3’ aufgespannten Ebene und senkrecht zu n, die
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in Richtung n abgestrahlte Welle also parallel zur Beschleunigung des Teilchens
(zum retardierten Zeitpunkt) polarisiert ist. Nur der Anteil E,.,4 trigt zur Abstrah-
lung bei denn alle anderen Terme fallen schneller ab als R~2. Sein Poynting-Anteil
ist nur durch den 1. Term in (7.39) gegeben da E,,4 orthogonal zu n ist. Also

S - 1 a \* (1Y 18 1% n (7.41)
rad = puoc  \ 4mwege R + ' ’

Ist & der Winkel zwischen 3’ (Beschleunigung/c) und n (Verbindung vom Quell-
zum Aufpunkt) so ist

S - a Y 1 i 18']|* sin? 6 n (7.42)
rad = pwoc  \4mege R m ) )

Die Abstrahlung pro Raumwinkel ist also transversal zur Beschleunigungsrichtung
am grofiten und verschwindet parallel und entgegengesetzt-parallel zur Beschleu-
nigungsrichtung vollstindig.

Integration iiber eine Sphire vom Radius R ergibt einen von R unabhingigen Be-
trag der Abstrahlungsleistung, weil wir uns von vornherein nur auf die 1/R Terme
beschrinkt haben, was natiirlich nur im Limes R — oo korrekt ist. Das Ergebnis
dieser Integration ist, mit (z := cos 6)

™ s 1 4
/ sin? @sin § df = / (1 — cos? ) sinf df = / dz (1 —2%) = 37 (7.43)
0 0 -1

gegeben durch
1 g \? 4 1 2 ¢
P=—. NPor==— 2.2 .|cB8)>. 7.44
L) Py 2L a4

Dies ist die sogenannte Larmor Formel. Man beachte, dass a := ¢3' gerade die
Beschleunigung des Teilchens angibt.

7.4 Zweiter Spezialfall: Gleichformig bewegte Ladung

Zuletzt betrachten wir noch den umgekehrten Spezialfall verschwindender Be-
schleunigung. In diesem Fall bewegt sich das Teilchen aus einer Geraden mit kon-
stanter Geschwindigkeit v = ¢3

z(t) = vt. (7.45)
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mit konstantem v. In disem Fall kénnen wir die Funktion ¢, (¢, x) explizit bestim-
men. Thre Bestimmungsgleichung (7.15) ist

[x —z(tr)]| = c(t = t,) . (7.46)

Quadrieren liefert eine quadratische Gleichung fiir ¢, deren retardierte Losung ge-
geben ist durch

(Pt —x-v) = /[Pt —x - v)2 = (& = 0?)(P —r?)

tr(tv X) = 2

(7.47)

2 —?

Hier sind r := ||x|| und v := ||v||. Die andere Losung hitte ein Pluszeichen vor
der Wurzel gehabt. Im Spezialfall v = 0 ist unsere Losung aber ¢t = t — r/c, also
klar die retardierte Zeit, wihrend die Losung mit dem Pluszeichen zu ¢ + r /¢, also
der avancierten Zeit gefiihrt hétte.

Im Falle verschwindender Beschleunigung zeigt das elektrische Feld (7.38) in
Richtung R(n — 3). Das fiihrt zu einem seltsamen Effekt:

Rm—B)=R—-RB=(x—2z(t)) —c(t—t,)8
= (X —Vt,) —ctB+t,v (7.48)

=x—vVt.

Das heiit, R(n — 3) zeigt in die Richtung des Verbindungsvektors von der mit
dem Beobachtungszeitpunkt gleichzeitigen Position des Teilchens zum Beobach-
tungsort, also nicht parallel der Richtung in der man das Teilchen “sieht” (das ist
entlang der Verbindungslinie zur retardierten Position). Das suggeriert, dass sich
das Coulombfeld instantan, also akausal, ausbreitet, obwohl die Felder E und B
doch kausalen Gleichungen geniigen. Das hat oft zu Verwirrungen und falschen
Aussagen gefiihrt.

Der in den Potentialen und Feldstirken auftretende Term R(1 — n - 3) kann nun
explizit als Funktion von (¢, x) berechnet werden. Mit
R X — vi,
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hat man

R(1-n-B) =c(t—t,) [1—&2‘(%5’“)]
=c(t—t,)—B-x+p2ct,
_ %(Czt_v,x_ (? —v2)tr) (7.50)

= %\/(CZt —x-v)2 — (2 —0v?)(c2t? —r?)
=/(ct—x-B)2 —(1-p2)(2 —r?),

wobei im letzten Schritt £, geméal (7.47) eliminiert wurde.

Daraus ergibt such zunéchst die Potentiale:

1 q

bx) = —- 7.51
ot x) = — N T ek (7.51a)
pe B
A(t,x) = —- 7.51b
(t,%) 4 \/(ct —x-0)2 — (1 —32)(c2t2 —r2) ’ ( )
Fiir das elektrische Feld erhalten wir aus (7.38)
_ 32 _
E(t,x) = (1= F7)(x—vi) (7.52)

e [t —x- B2 — (1 - ) — )

Hier sieht man wieder, dass die Richtung des Feldes proportional zu (x — vt) ist,
also der Verbindungslinie von Aufpunkt und der momentanen (zur Zeit ¢) Position
des Teilchens, und nicht der retardierten Position vt,, das Feld also nicht entlang
der “Sichtlinie” R = x — vt, zeigt.

Fiir das Magnetfeld ergibt sich dann wegen

nx(x—vt):%x(x—vt):ﬁxx (7.53)
einfach
_ B2
B(t,x) = 2 (1-F57)B xx (7.54)

dmege [(ct —x-B)2 — (1 — B2)(c2t2 — 7,2)]3/2

Diesen Formeln kann man noch eine andere Form geben durch Einfiihren des “mo-
mentanen Abstandsvektors”
R,:=x—vt (7.55)
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Mit diesem konnen wir den komplizierten Wurzelausdruck in den Nennern in eine
erstaunlich einfache und geometrisch gut zu interpretierende Form umschreiben.
Dazu ersetzen wir in dem Ausdruck unter der Wurzel x durch R, + vt und nennen
0 den Winkel zwischen R, und v, so dass R, - v = Rv cos 6. Dann kdénnen wir
den den fraglichen Ausdruck nur durch R, und 6 ausdriicken. Das geht wie folgt:
einerseits ist

(ct —x-B)* — (1= B*)(*t* —r?)

— (x . 13)2 + 7.2(1 _ 52) _ 2(X . Vt) + (Vt)2
= (X'B)Q—I-TQ(l —,32) —2x - (X—R*)+(X—R*)2 (7.56)
— (- B) 14 R

wobei wir beim 2. Gleichheitszeichen in den zwei letzten Termen jeweils vt gemél
(7.55) durch x — R, ersetzt haben. Auf der anderen Seite ist, wieder unter elimi-
nation von x gemaB (7.55),

(x-B)* —r?p
= ((Ry+vt)- B)* — (R + vt)*5?

7.57
= (R.fcos O + [%ct)? — (R? + 2R, vt cos O + v2t?) 3> 77
= R?f%(cos®§ — 1) = —R%3%sin? 4.
Insgesamt ergibt sich also
(ct —x-PB)? — (1 - B%)(t* —r*) = RZ (1 — p? sin?0) . (7.58)
Damit erhilt man die alternativen Darstellungen
1-— 32 R.
E(t,x) = L. b ey (7.59)
dmeo [1— 32 sin? §] 3/2 R
1-—p? R,
B(t,x) = 1. p B - (7.59b)
dmeoc | [1 — B2 sin2 0] 3/2 R3
v
=2 x E(t,x) . (7.59¢c)

Dabei durften wir das Vektorprodukt 3 x x, das die Richtung des Magnetfeldes
anzeigt, ersetzen durch 3 x (x — vt) = 3 x Ry, denn 3 x v = 0.

Man beachte den Einfluss des Terms in geschweiften Klammern, der eine von (3
abhiéngige Anisotropie erzeugt, die zwar noch rotationssymmetrisch ist um die Be-
schleunigungsrichtung (die hier als Polsachse fiir den Winkel 6 dient), aber die
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Feldstérken in einer Umgebung um die Pole # = 0,7 abschwicht und in einer
Umgebungen um den Aquator verstirkt. Fiir 3 — 1 geht die Feldstiirke iiberall
gegen Null auBer in der Aquatorialebene, wo sie divergiert.

Natiirlich hitten wir die Ersetzung (7.58) auch in den Ausdriicken fiir die Potentiale
(7.51) eintragen konnen, was aber hier unterbleiben soll.

In der speziell-relativistischen Formulierung der Elektrodynamik kann man sich
das Feld einer mit konstanter Geschwindigkeit bewegten Punktladung viel ein-
facher durch Lorentztransformation des Coulomb-Feldes einer ruhenden Ladung
verschaffen. Die Ausdriicke (7.59) mit R, = x — vt erscheinen dann direkt als Er-
gebnis dieser Transformation ohne Zwischenschritte iiber die retardierte Zeit, die
bei dieser Transformation keine Rolle spielt. Dieses Verfahren funktioniert aber
nur bei gleichformiger Translationsbewegung der Ladung.
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Kapitel 8

Mathematischer Anhang

8.1 Sprechweisen betreffend Funktionen
und ihr Verhalten in der Nihe singularer Punkte und
im Unendlichen

Da wir es in der Feldtheorie mit Funktionen von Raum und Zeit zu tun haben, an
die bestimmte Bedingungen gestellt werden miissen, wollen wir an dieser Stelle
einige praktische Sprechweisen verabreden.

Definition 21. Sei U C R" offen; eine Funktion F' : U — R heifit von der Klasse
C*, oder einfach: ist C* (sprich: “c k) wenn sie k mal stetig differenzierbar ist.
k = oo (sprich: “c unendlich”) ist erlaubt und bedeutet, dass alle Ableitungen der
Funktion existieren. In diesem Fall nennt man die Funktion auch glatt. Stiarker noch
als glatt ist analytisch (durch Potenzreihen darstellbar). Das Zeichen fiir solche
Funktionen ist C* (sprich: “c omega”). Eine vektorwertige Funktion F : U — R3
ist C*/glatt/analytisch wenn jede Komponentenfunktion C*/glatt/analytisch ist. [J.

In der Elektrodynamik sind hiufig Integralen iiber Raumgebiete des R3, oder nie-
derdimensionale Objekte im R3, also Flichen bzw. Kurven zu bilden. R? Damit
die Integrale existieren diirfen die Funktionen im Endlichen nicht zu schnell di-
vergieren und miissen im Unendlichen hinreichend schnell abfallen. Wann aber ist
eine Divergenz “zu” und ein Abfall “hinreichend” schnell? Um das im Einzelfall
einfach mitzuteilen ist folgende Sprechweise niitzlich:

Definition 22. Sei g eine nicht-negative reellwertige Funktion. Eine Funktion
f : R® — R heiBt in einer Umgebung von'y € R® durch ein Vielfaches von g
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beschrdnkt falls es positive reelle Zahlen R und K gibt, so dass
FEI<Kgx)  V¥x:|x—y| <R, (8.1)

Dabei miissen die Funktionen f, g nur in einer beliebig kleinen Umgebung um y
definiert sein und ihr Definitionsbereich muss y nicht selbst enthalten. Analog heif3t
f im Unendlichen durch ein Vielfaches von g beschrinkt falls es wieder positive
reelle Zahlen R und K gibt, so dass

< Kgx)  vx:lx-y|>R, (8.2)

fiir irgend einen Punkt y. Die Wahl dieses Punktes spielt keine Rolle denn mit
Hilfe der Dreiecksungleichung siehr man sofort, dass wenn diese Bedingung fiir
(R, K,y) erfiillt ist dies auch fiir (R, K,y’) gilt, sofern nur R’ > R+ ||y — ¥'||.
In beiden Fillen, (8.1) und (8.2) sagt man auch f € O(g) (“Big-O-Notation™).! [J

Definition 23. Wir betrachten eine Situation wie in der vorherigen Definition. Es
sei r := ||x — y| und n > 0. Wir sagen f divergiert langsamer als 7~" in einer
Umgebung von y falls ein € > 0 existiert, so dass

K

Wir sagen f konvergiert schneller gegen Null als ™ im Unendlichen (in einer
Umgebung von Unendlich), falls ein € > 0 existiert, so dass

K
Ix —yl"*=

|f(x)] < Vx:[x—y[[ >R (8.4)
In beiden Fillen konnen wir dies auch so ausdriicken: Es existiert ein € > 0, so
dass f € O(r—(nte)), O

Soll etwa eine bei y divergierende Funktion in einer beliebig kleinen Umgebung
um y integrierbar sein, so ist hinreichend, dass f langsamer divergiert als r—3.
Das sieht man sofort durch Einfiihren sphirischer Polarkoordinaten (r, 6, ¢) mit
y als Zentrum. Im Integrationsma@ tritt dann neben den Winkeln der Faktor r2dr
auf. Die r-Integration von r—(3=%)y2 = p=1+¢ st dann proportional zu ¢, was
fiir r — 0 gerade noch konvergiert. Genauso verhilt es sich bei Integralen im
Unendlichen. Hinreichende Bedingung fiir das konvergieren der r-Integration fiir
r — oo ist, dass f im unendlichen schneller gegen Null konvregiert als »~3; denn
die r-Integration von r~(3+2)y2 = r~1-¢ jst dann proportional zu <, was fiir
r — oo gerade noch konvergiert.

'Diese Notation geht auf den Mathematiker Edmund Landau (1877-1938) zuriick. Man bezeichnet
O(g) auch als eines der“Landau Symbole™.
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8.2 Kurven

Unter einer Kurve im R3 verstehen wir eine mindestens stiickweise stetig-
differenzierbare Abbildung

k: TR X k() (8.5)

wobei I C R ein Intervall (zusammenhidngende Teilmenge) ist. Hier bezeichnet
A € I den Kurvenparameter dessen Werte iiber das Intervall I laufen. Mit dem
Wort “Kurve” ist also stets die ganze Abbildung bezeichnet, nicht nur ihr Bild:

Bild(k) := {k(\) : A€ I} C R?. (8.6)

Ist p : I’ — I eine Bijektion der Intervalle I’ und I, die in beiden Richtungen
stetig differenzierbar ist, dann kann man statt k auch k, := kop : I' — R3
betrachten. Diese “Kurve” ist von der ersten verschieden, hat aber das gleiche Bild.
Man spricht von einer “Reparametrisierung” der Kurve. Die Geschwindigkeit mit
der die Kurve durchlaufen wird ist gegeben durch

dk
kK = — 8.7
dA @7
und von der Parametrisierung abhingig:
kK, = (k'op)p, (8.8)

wo p’ die Ableitung von p bezeichnet. Genauer gesagt ist an einem festen Bildpunkt
der Betrag, nicht aber die Richtung von der Parametrisierung abhingig:

LA = k)] £"(X) - (8.9)

Die Linge der Kurve zwischen zwei fest gewihlten Bildpunkten x; = k(A1) =
k. (A]) und x2 = k(A2) = ki (N)) ist

A2 bV
Lixixa) = [ dA KOV = / SN L) (8.10)
A Y

also von der Parametrisierung unabhingig.

Ein Parameter s, fiir den der Betrag der Geschwindigkeit an jedem Punkt der Kur-
ve gleich Eins ist, nennt man “Bogenlidnge”. Aus (8.10) folgt sofort, dass dann
L(x1,x2) = so — s falls x; = k(s1) und x3 = k(s2).
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Unter dem Integral eines Vektorfeldes V entlang der Kurve z zwischen den Kur-
venpunkten x; und xo versteht man das Integral

A2
A X (k ) -V(k(A))) . 8.11)

1

Dies ist ebenfalls von der Parametrisierung unabhéngig, also durch das Bild der
Kurve bestimmt. Man kann dem Integral deshalb eine vom verwendeten Parameter
unabhingige Form geben, indem man setzt

dk = k’()\)d)\ (8.12)
und schreibt

/ V. dk. (8.13)
K

wobei K C R3 fiir das Paar bestehend aus Bild(k) und einer Orientierung (Durch-
laufungssinn) der Kurve steht. Fiir konkrete Ausrechnungen dieses Kurvenintegrals
muss man die Kurve aber parametrisieren, so dass ein Integral der Form (8.11) re-
sultiert.

8.3 Flachen

Unter einer Fliche im R3 verstehen wir eine mindestens stiickweise stetig-
differenzierbare Abbildung

f:RECU R, (p1,p2) = f(p1,p2) (8.14)

wobei U eine zusammenhiingende offene Menge in R? ist die durch die beiden
Parameter p; und py parametrisiert sei. Einige Beispiele werden wir unten disku-
tieren.

Mit dem Wort “Fldche” bezeichnen wir wieder die Abbildung, nicht nur ihr Bild:

Bild(f) := {f(p1,p2) : (p1,p2) €U} C R>. (8.15)
Ist p : U’ — U eine Bijektion der Mengen U’ und U, die in beiden Richtungen
stetig differenzierbar ist, dann kann man statt f auch f, := fop : U — R3

betrachten. Diese “Flidche” ist von der ersten verschieden, hat aber das gleiche
Bild. Man spricht dann von einer Reparametrisierung der Fliche.

Hélt man den Parameter po konstant dann ist die Abbildung p; — f(p1,p2) eine
Kurve im obigen Sinne, deren Geschwindigkeitsvektor durch die Partielle Ablei-
tung der Flache nach p; gegeben ist. Dasselbe gilt, wenn wir p; festhalten und die
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Kurve po +— f(p1,p2) betrachten. Auf diese Weise bekommen wir Tangentenvek-
torfelder auf dem Bild von f die tangential an die Linien konstanten ps bzw. po
liegen:

of

fi = — 8.16

1 6])1 ) ( a)

fo = ot (8.16b)
Ip2

Von der Abbildung f fordern wir nun, dass fiir alle (p1,p2) € U diese beiden
Vektoren linear unabhéngig sind. In diesem Fall nennen wir die Abbildung f nicht
entartet. In diesem Fall verschwindet auch das Vektorprodukt der beiden Vektoren
nicht und wir konnen die Normale zur Fliche definieren:

f1 X f2

= — 1
"= x £ (817

An jedem Punkt f(p;,p2) des Bildes der Fliche im R? ist dann eine Basis
{f1,fo,n} des R? definiert, die allerdings nicht orthonormiert ist, da die zwei
f1, f2 im allgemeinen weder normiert noch orthogonal sind. Den 2-dimensionalen
Unterraum Span{f(p1, p2), f2(p1, p2)}, der dem Bildpunkt f(p;, p2) zugeordnet
ist, bezeichnet man als Tangentialraum der Fliche am Punkt f(p;,p2) € R3. Da-
mit dieser eindeutig einem Bildpunkt zugeordnet werden kann, setzen wir weiter
voraus, dass die Abbildung f injektiv ist, d.h. das Bild der Fliche keine Selbstiiber-
schneidungen besitzt.

Die Fliche bekommt eine Orientierung dadurch, dass wir die Basen
{f1(p1,p2),f2(p1,p2) : (p1,p2) € U} als geordnete Paare schreiben. Die Norma-
len (8.17) sind dann proportional zum Vektorprodukt des ersten mit dem zweiten
Basisvektorfeldes - und nicht umgekehrt. Die so definierte Normale verleiht dem
Bild der Fliche eine Orientierung die man oft mit dem Wort “auflen” kennzeichnet.

Geometrisch ist klar, dass der Inhalt dA der Fliche, die von den Bildern der Punkte
im Parametergebiet [p1, p1 + dp1] X [p2, p2 + dp2] C U gebildet werden, gegeben
ist durch den Betrag des Vektors f1(p1, p2) % f2(p1, p2)dpidps; d.h.

dA(p1,p2) = ||f1(p1,p2) x f2(p1,p2)| dp1rdps . (8.18)

Der gesamte Inhalt der durch U parametrisierten Fldche ist dann

AU) = / lf1(p1,p2) x £2(p1,p2)| dp1dp2 . (8.19)
U
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Der Fluss d® des Vektorfeldes V durch das orientierte Flichenelement, das durch
die Bildpunkte von [p1,p1 + dp1] X [p2,p2 + dp2] C U aufgespannt wird, ist ge-
geben durch das Produkt der Betrige von V und dA und dem Cosinus des einge-
schlossenen Winkels zwischen der Flichennormale und der Richtung von V7 also
durch d® = dAn -V = (f; x f3) - V. Fiir den Fluss des Vektorfeldes V durch
die orientierte Fliche F', die gegeben ist durch das Bild von f und die gewihlte
Orientierung, ist dann

(V,U) = /U(f1(p1,p2) x fa(p1,p2)) - V(£(p1,p2)) dprdpa, (8.20)

wofiir wir unter Weglassung der Argumente (p1, p2) auch schreiben

(I)(V, U) = /U(f1 X fQ) . (V o f) dpldpg . (8.21)

Weder der Flacheninhalt (8.19) noch der Fluss (8.20) hangen von der Parametrisie-
rung der Flidche ab, sondern nur von dem Bild der Abbildung f und - im zweiten
Fall - auch von der Orientierung der Fliche. Ist nimlich wie oben p : U’ — U,
(1, 15) — p(p),ph) = (p1(P}, Ph), p2(p}, Ph)), eine in beiden Richtungen stetig
differenzierbare Bijektion und f, = f o p die reparametrisierte Fldche, dann gilt
nach der Kettenregel

af* apl 8]92
f. = = (f — f —_—, 22
8f* 8171 6]92
foo = = (f — f —, 22
also
£ x f.0 = [(f1 x £2) 0 p] det(J,), (8.22¢)

wobei J, : U" — Mat(2 x 2,R) die Jacobi-Matrix der Reparametrisierungsabbil-
dung p ist:

o
Jp(p’l,pé)=<a_§; a£§>. (8.23)
1 Opy

Das Flussintegral (8.20) in der Parametrisierung U’ ist dann

O(V,U') = /,(f*l(p’l,p'z) x faa(pl, ph)) - V(£(p), p2)) dp'dp

= [ [t x 8- (Vi) op det(s,) dpidp (8.24)

_ / (f1 % £2) - (V o £) dprdps
U
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also gleich ®(V,U) gemiB (8.21). Dabei haben wir die allgemeine Substituti-
onsformel fiir mehrdimensionale Integrale benutzt, die in unserem Fall die Form
annimmt:

/ (H o p) | det(J,)| dp)dply = / H dpydps (8.25)
’ U

wobei H : U — R eine beliebige integrierbare Funktion ist. Man beachte, dass die
Determinante der Jacobi-Matrix in (8.24) ohne Betragstriche eingeht, so dass es
zu einem Vorzeichenunterschied zwischen ®(V,U) und ®(V,U’) gefiihrt hiitte,
wenn die Reparametrisierung die Orientierung nicht erhalten hitte, was ja genau
fiir det(.J,) < O der Fall ist. Bezeichnet man das Bild von f versehen mit einer
Orientierung mit F', dann konnen wir den Fluss von V durch F' in einer von der
Parametrisierung unabhéngigen Weise so schreiben:

O(V,F) :/ df - v (8.26a)
F
Hier steht df im Falle einer konkreten Parametrisierung stellvertretend fiir

df = (f1 X fg)dpldpg = ndA; (8.26b)
wobei wir fiir die 2. Gleichheit (8.17) und (8.18) verwendet haben.
8.3.1 1. Beispiel: 2-Sphiire
Unser erstes Beispiel ist die Flidchen einer 2-Sphére von Radius R mit Mittelpunkt

am Ursprung. Als Parameter (p1, p2) wihlen wir sphérische Polarkoordinaten p; =
6 € (0,7) und p2 = ¢ € [0, 27) und erhalten

sin @ cos
f(0,p) =R | sinfsing | . (8.27)
cos 6
Dann ist
cosf cos p —sinfsin
f1(0,0) =R | cosfsing | , f2(0,0) =R sin @ cos ¢ (8.28)
—sinf 0
und
sin 6 cos @
f1 x fo = R?sin@ | sinfsing | = Rsin@f(6,p) = R?sinfn. (8.29)
cos @
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8.3.2 2. Beispiel: Zylinder

Als zweites Beispiel betrachten wir einen Zylindermantel der Lange L und Radius
R des Quesrschnittskreises. Die Symmetrieachse sei die z-Achse und der Mittel-
punkt im Urprung. Als Parameter wihlen wir p; = ¢ € [0, 27) den Drehwinkel
um die z-Achse und p2 = z € (—L/2,1/2). Dann

R cosp
f(o,2) = | Rsingy | . (8.30)
z
Also
—sing 0
fi(p,2) =R | cosp |, f200,0)=10], (8.31)
0 1
so dass
cos ¢
fixfa=R|sing | =Rn. (8.32)
0

8.3.3 3. Beispiel: Torus

Als drittes Beispiel betrachten wir die Torusfliche. Diese stellen wir uns vor als die
Flache eines mit seinem Mittelkreis in der Ebene z = 0 liegenden Fahradschlauchs.
Der Radius des Mittelkreises sei R, der des Schlauches . Der Schlauch darf nicht
dicker sein als das Rad, so dass » < R. Wir parametrisieren den Schlauch durch
den Winkel p; = ¢ € [0, 27), der den Mittelkreis parametrisiert, und den Winkel
p2 = 0 € [0, 27) des Kreises mit Radius r senkrecht dazu. Dann ist

Cos ¢ Cos ¢
f(p,0) =R |sing | +rcosf | sinp | +rsinfe,
0 0
(8.33)
(R + rcosf)cosp
= [ (R+7rcosf)sing
rsin 6
Also ist
—(R+r cosf)sing —r sinf cos ¢
f, = (R+71cosf)cosp | , fo=| —rsinfsing (8.34)
0 r cosf
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so dass,

r(R + rcos @) cos 0 cos p
fi xfo=|r(R+rcosf)cosfsing | =r(R+rcosf)n. (8.35)
r(R+ rcosf)sinf

8.4 Integralsitze

8.4.1 GaubB’scher Satz

Sei V ein Vektorfeld in einem Gebiet G’ C R? mit stiickweise glattem, orientierten
Rand OG. Auf OG sei das Feld der nach “auflen” weisenden Normalen n und das
durch das Lebesgue-MaB dv = d®z auf R? induzierte FlichenmaB df. dann gilt:

/dv(V-V):/ af - V. (8.36)
G oG

Diesen Satz werden wir vielfach anwenden. Zwei Spezialfille davon sind fiir uns
ebenfalls interessant. Im ersten setzen wir V = S K, wo S ein skalares Feld
bezeichnet und K ein konstanten Vektorfeld, dessen Komponenten samtlich ver-
schwindende Ableitungen besitzen: V, K}, = 0, fiiralle a, b € {1, 2, 3}. sind. Dann
wird aus (8.36) wegen V(SK) =K - VS

K-/deS:K- af S. (8.37)
G G

Dabei durfte wir K wegen seiner Konstanz vor das Integral ziehen. Da (8.37) fiir
alle konstanten K gilt, folgt

/ dv VS = af S . (8.38)
G oG

Dabei sind die Integrale Komponentenweise zu bilden.

Der zweite Spezialfall entsteht wieder mit konstantem K wenn man nun setzt V =
U x K. Dann ist der Integrand der linken Seite von (8.36)

V.- V=V . (UxK)=K:-(VxU)-U-(¥VxK) (8.39)
und der der rechten Seite gleich

df -V =df - (UxK)=K- (df x U), (8.40)
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Also ist (8.36) in diesem Fall dquivalent zu
K~/dv(V><U):K- df x U. (8.41)
G oG

Wieder durften wir K wegen seiner Konstanz vor das Integral ziehen und wieder
gilt diese Beziehung fiir alle K. Also folgt

/ dv (V xU) = df x U. (8.42)
a oG

Wieder sind die Integrale komponentenweise zu bilden.

8.4.2 Stokes’scher Satz

Sei wieder V ein stetig differenzierbares Vektorfeld in einem Gebiet G C R? und
F C GDebug eine orientiertes, mindestens stiickweise stetig differenzierbares
Flachenstiick mit Rand OF = ~, dann

/df-(VxV):/dk~V. (8.43)
F v

Man beachte, dass die rechte Seite nur von der Randkurve v und den Werten V auf
dieser abhiingt. Je zwei Flichen F und F’ mit der gleichen Randkurve ~ ergeben
also fiir das Integral auf der linken Seite das gleiche Resultat.

Auch hier konnen wir wieder den Spezialfall V = S K betrachten, wo K konstant
und S eine beliebige skalare Funktion ist. Dann ist der Integrand der linken Seite
gleich df - (V x V) = (df x V)-V =K - (df x VS) und der der rechten Seite
K - dk S. Also ist in diesem Fall (8.43) dquivalent zu

K-/dfoS:K-/dkS. (8.44)
F v

Und wieder, weil das fiir alle K € R3 gilt, konnen wir schlieBen?

/ df x VS = /dkS. (8.45)
F vy

2A(:htung: Die entsprechende Formel in [?, S. 95] hat einen Vorzeichenfehler.
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8.4.3 Die Green’schen Identitiaten

Beide Green’schen Identititen sind Spezialfille des Gaul3’schen Satzes und aus
diesem leicht abzuleiten.

Setzt man im GauB’schen Satz (8.36) V. = SVT, wobei S und T' Skalarfelder
sind, so folgt sofort die sogenannte erste Green’sche idenitit:

/ dv(SAT + VS - VT) = / df - (SVT). (8.46)
G oG

Zieht man von dieser Gleichung diejenige ab, die man durch Vertauschen von S
und 7T erhilt, so bekommt man die sogenannte zweite Green’sche Identitdit:

/ dv(SAT — TAS) = / df - (SVT —TVS). (8.47)
G oG

8.4.4 Die Laue’schen Identititen

Auch die Laue’schen Identititen? sind eine direkte Folge des GauB’schen Satzes.
Zu ihrer Ableitung betrachten wir ein divergenzfreies Vektorfeld V dessen Triger
wir zunichst als Kompakt und im Gebiet G C R? enthalten annehmen wollen. Sei

dann S : R? — R eine einmal stetig differenzierbare aber sonst beliebige Funktion.
Dann folgt aus V - V = 0 und (8.36)

Oz/deS(V-V)

:/de-(SV)—/de-VS
G G

=/ df.(SV)—/duV.vs
oG G

:—/de-VS.
G

In Worten: Das Integral des Skalarproduktes von V mit dem Gradienten einer be-
liebigen (glatten) Funktion verschwindet.

(8.48)

3Nach Max von Laue (1879-1960). Diese Namensgebung ist nicht standard. Ich wihle sie, weil Max
von Laue in seinen Arbeiten Identititen dieser Art wiederholt abgeleitet und benutzt hat.
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Es ist klar, dass die obige Ableitung auch dann noch giiltig bleibt, wenn G = R3
und V keinen kompakten Triger hat, solange das Oberflichenintegral in der Ablei-
tung (8.48) verschwindet. Das ist der Fall, wenn das Produkt SV im Unendlichen
schneller als 72 abfillt.

Als erste Anwendung betrachten die den Fall S(x) = z,. Die Funktion S ist also
so, dass sie dem Punkt x den reellen Wert seiner a-ten kartesischen Koordinate
zuordnet. Dannist V - VS = V.V .2, = Vi0.q = Vy; also

/ oV, = 0. (8.49)
G

Oder, weil a beliebig ist,
/ dvV =0. (8.50)
G

Als nichstes betrachten wir den Fall S(x) = x,2; dem Punkt x wird also das Pro-
dukt seines a-ten mit seinem b-ten (reellen) Koordinatenwerten zugeordnet. Dann
ist V-VS = V.Vi(zexp) = Ve(deap + 0pa) = Vaxp + Vpz, und (8.48)
impliziert
/ dv(Vaxpy + Vyzg) = 0. (8.51)
€]

Dies sind 6 unabhiéngige Gleichungen, fiir jede der symmetrischen Indexpaarungen
(a,b) eine.

Diese Systematik kdnnen wir nun weiter treiben mit dem Ergebnis

/ dvVigyTay =" Tq,) =0, (8.52)
G

was (Zfl)’) unabhingige Gleichungen, eine fiir jede der symmetrischen Kombina-

tionen der Indizes ag - - - a,,, deren Werte aus der drei-elementigen Menge {1, 2, 3}
genommen werden. Identititen dieser Art werden in der Elektrodynamik z.B. bei
der Multipolentwicklung des Vektorpotentials wichtig, wobei dann die elektrische
Stromdichte J an Stelle des diverzenzfreien Vektorfeldes V tritt.

8.4.5 Helmbholtz’scher Satz

Sei V : R? D G — R? ein Vektorfeld das auf einem offenen Gebiet G in R?
erkldrt ist. Wir nehmen an, das Gebiet hat einen glatten orientierten Rand 0G
mit Normalenfeld n. Die partiellen Ableitungen der drei Komponentenfunktion
V = (V1, V5, V3) besitzen zusammen die neun Komponenten V,V}, die man zu
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einer 3 X 3 — Matrix anordnen kann, wie wir bereits in (1.20) gesehen haben. Wie
jede Matrix kann man diese in ihren Spuranteil (eine Komponente), ihren antisym-
metrischen Anteil (3 Komponenten) und ihren symmetrisch-spurfreien Anteil (5
Komponenten) zerlegen:

VaVh =30a V-V (Spur)
+3(VaVh — Vi Va) (antisymmetrisch) (8.53)
—}—% (VQV(, + VbVa) - %5,1(7 V-V (symmetrisch-spurfrei) .

Die Spur entspricht der Divergenz, der antisymmetrische Anteil der Rotation des
Vektorfeldes V. Beide Ableitungskombinationen kommen in den Maxwell’schen
Gleichungen vor. Fiir den symmetrisch-spurfreien Anteil hatten wir bisher kei-
nen Namen vergeben, hatten es auch nicht nétig, denn er kommt ja in den Max-
well’schen Gleichungen gar nicht vor. Er hei3t Scherung des Vektorfeldes V.

Der Helmholtz’sche Satz regelt nun, inwieweit ein Vektorfeld durch Angabe seiner
Divergenz und seiner Rotation bestimmt ist. Diese vereinigen ja zusammen nur 4
der insgesamt 9 Ableitungskomponenten, so dass man vielleicht vermute konnte,
dass dadurch V weitgehend umbestimmt bleibt. Das ist jedoch nicht der Fall, wie
WIr nun zeigen:

Satz 24 (Helmholtz). Sei V : G — R? ein zweimal stetig differenzierbares Vek-
torfeld mit Divergenz D := V - V, Rotation R := V x V und Randwerten
V¢ = V]|g. Dann gilt:

V=-Vd+VxA (8.54a)
mit
1 D(x/ 1 [ df - Vax
o(x) = = [ar 2X)__ —/ df - Volx) (8.54b)
dr Jo o Ix =X Am Joq  x =X
1 R(x/ 1 [ df x V(x
A(x) = —/ av B —/ df x Vo(x) (8.54¢)
A Jo o Ix =X A7 Joe  Ilx =X

Ist V in ganz R3 definiert und fillt im rdumlich Unendlichen schneller ab als 1/r
mit Ableitungen die schneller abfallen als 1/72, dann gelten diese Formeln ohne
Randintegrale mit G = R3. O

Zum Beweis starten wir mit der Beziehung

A (%) — 4r s (x—x). (8.55)

x — x|
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die wir weiter unten in Abschnitt 8.5.3 beweisen werden, und schreiben

V(x) = /G dv' 6B (x —x') V(x') (8.56a)
= 471 / dv' A (%) (8.56b)
= _—/ dv' (VV - =V x Vx) (%) (8.56¢)
I R =)l

+V x [%/de’v X (%"Z“ﬂ (8.56d)
= —V&(x)+ V x A(x). (8.56¢)

Dabei ist haben wir im Schritt von (8.56b) nach (8.56¢) die Identitit AV = V(V -
V) — V x (V x V) verwendet. Die im letzten Schritt definierten Felder ® und A
konnen wir dann wie folgt weiter umformen:

V /
4 (x) = / 'V - <L),) (8.57a)
e [|x — /||
1
:/ dv/V(x') -V (—/) (8.57b)
e [x —x'||
1
- / dv' V(x') -V’ (7/) (8.57¢)
. =]
/ %/ /
d 'L() _/ dv' V' - (L’”/) (8.57d)
||x XH e [x —x'||
f/ . /
/df [ Ve, s
[x — X|| ac |lx —x/||
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und

ArA(x) == /G dv' 'V x (%) (8.58a)
- —/ A V(x') x V (%) (8.58b)
G [x — x|
_ /G A V(x') x V' (ﬁ) (8.58¢)
_ [ ¥ V) —/ v’ V' x (M) (8.584)
G [ — x|| G [ — x|
_ dv/V/ x V(x') _/ df’ x V(x') (8.58¢)
G [[x — x| oc IIx—=x[|

Zusammengenommen ergibt (8.56e) mit (8.57e) und (8.58e) gerade (8.54). Dabei
haben wir in den Schritten von (8.57b) nach (8.57¢) und (8.58b) nach (8.57¢) nur
ausgenutzt, dass fiir Funktionen, die nur von der Differenz x — x’ der Variablen x
und x’ abhiingen die Ableitung V, nach der a-ten Komponente von x gleich dem
Negativen der Ableitung V’, nach der a-ten Komponente von x’ ist. Im Ubergang
von (8.57d) nach (8.57e) haben wir den Gaul3’schen Satz in der Form (8.36) und
im Ubergang von (8.58d) nach (8.58¢) in der Form (8.40) benutzt.

8.5 Distributionen

8.5.1 Allgemeines Konzept

Wir betrachten die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen von R?
nach R und bezeichnen diese mit C°°(R3, R). Diese Menge bildet offensichtlich
eine reellen Vektorraum. Die Summe (f + g) zweier Elemente ist definiert durch
(f +9)(x) := f(x)+ g(x) und die skalare Multiplikation cf, wobei ¢ € R, durch
(cf)(x) := cf(x). Der Nullvektor ist die konstante Funktion mit dem Wert Null.
Die Vektorraumstruktur der Menge aller Funktionen wird somit durch die Vektor-
raumstruktur der Zielmenge (hier R3) zuriickgefiihrt. Der Vektorrraum C*°(R3, R)
ist natiirlich nicht mehr von endlicher Dimension.

Wie in jedem Vektorraum V' kann man den dazu dualen Vektorraum V* betrach-
ten. Dieser ist definiert als die Mange aller linearen Abbildungen des Vektorraums
in den Grundkorper, den wir hier als R annehmen. Hat V' endliche Dimensionen
n dann hat V* ebenfalls die Dimension n. Ist {e1,--- ,e,} eine Basis von V' so
ist eine Basis von V* etwa gegeben durch {6!,--- 6"}, wobei die linearen Ab-
bildungen 6* : V' — R defniert sind durch 6%(e;) = J;. Das heifit: 6 bildet den
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Basisvektor e, auf die Zahl 1 ab und alle anderen auf 0. Man nennt {6!,--- 6"}
die zu {e1, - , ey} duale Basis. Um die Basiseigenschaft zu sehen beachte man,
dass jede lineare Abbildung zwischen Vektorraumen durch ihre Werte auf einer
Basis vollstindig festgelegt ist. Damit ist klar, dass jedes L € V* geschrieben wer-
den kann als L = L(e,)0, denn beide Seiten stimmen auf der Basis {e, - ,e,}
iiberein. Also ist {#,--- 6"} ein Erzeugendensystem. Dieses ist auch linear un-
abhéngig, denn ist ¢,0% = 0 so sieht man durch Anwendung auf ein beliebiges e,
sofort, dass ¢, = 0. Damit ist die Basiseigenschaft gezeigt.

In Vektorrdumen unendlicher Dimension ist der Begriff des Dualraums ebenfalls
definiert, wird allerdings dadurch verkompliziert, dass man zwischen dem alge-
braischen Dualraum aller linearen Abbildungen in den Grundkoérper und dem fopo-
logischen Dualraum aller stetigen Abbildungen in den Grundkorper unterscheiden
muss. In endlichen Dimensionen stimmen diese iiberein, denn alle linearen Funk-
tionale sind automatisch stetig. In unendlichen vielen Dimensionen ist das nicht
der Fall und man muss unterscheiden, wobei so gut wie immer nur die stetigen
Funktionale Anwendung finden (es gibt allerdings auch Ausnahmen). Um zu wis-
sen, welche Funktionen stetig sind, muss man den Vektorraum mit einer Topologie
versehen. Wihrend endlichdimensionale Vektorrdume eine natiirliche Topologie
besitzen, die man in Anwednungen meist nicht diskutiert weil sie als “offensicht-
lich” angenommen wird, ist dies bei unendlichdimensionalen Vektorrdaumen nicht
der Fall. Hier muss man explizit angeben, welche Topologie man wéhlt. Erst da-
nach ist der topologische Dualraum iiberhaupt erst definiert.

Das Wort “Distribution” bezeichnet in der Physik meistens ein Element eines to-
pologischen Dualraumes zu einem geeignet gewihlten Funktionenraum, den man
auch den Raum der Testfunktionen nennt. Letzterer besteht meist aus einer Menge
“netter” Funktionen, z.B. allen unendlich oft differenzierbaren Funktionen die je-
weils nur innerhalb eines (von der Funktion abhéngigen) kompakten Gebiets von
Null verschiedene Werte annehmen Man spricht dann von glatten Funktionen mit
kompakten Tréiger und bezeichnet ihn mit C°(R3, R). Der Raum der Distributio-
nen iiber diesem Testfunktionenraum ist dann der Vektorraum aller stetigen linea-
ren Abbildungen in den Grundkérper.

Allgemein gilt die Faustregel: Je kleiner (eingeschriankter) der Raum der Testfunk-
tionen, desto grofer der zugehorige Raum der Distributionen. Betrachtet man als
Testfunktionen C°(IR3,R) so ist diese in der Menge der Distributionen selbst
enthalten, denn jedes g € C2°(R3,R) definiert eine lineare stetige Abbildung
T, : C(R? R) — R durch

T,: C*(R*R) - R, f = Ty(f) ::/ dv fg. (8.59)
R3
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Auch die Ableitung v - Vg der Funktion g in Richtung v definiert dann eine Distri-
bution 7{.v), so wie in (8.59), wobei wegen des kompakten Tréigers die Ableitung
im Integranden auf die andere Funktion abgewilzt werden kann:

Ty.vy: CX(R%R) = R, f = Towg(f) ::—/Rde(v-Vf)g. (8.60)

Entsprechendes gilt fiir hohere Ableitungen.

8.5.2 Dirac Distribution (‘“‘Funktion’)

Es gibt aber auch Distributionen anderer Art, zum Beispiel die Evaluation an einem
bestimmten Punkt y € R3:

Evy: OX(R*R) =R,  fw Evy(f) = f(y), (8.61)

oder die Evaluation der Ableitung an einer bestimmten Stelle y in einer bestimmten
Richtung v:

EV{yv) : C>*(R3R) > R, [ By, ()= -V)fly). 862
In Analogie zum Verhiltnis zwischen (8.59) und (8.60) nennt man —Ev’(y v) die
Ableitung von Evy in Richtung v. Allgemein kann man so Ableitungen von Dis-
tributionen definieren und Distributionen auch als Losungen von (linearen!) Diffe-
rentialgleichungen zulassen. Viele Losungen zu linearen (partiellen) Differential-
gleichungen der Physik miissen im distributiven Sinne verstanden werden.

Die Evaluations-Distribution (8.61) ist in der Physik unter Dirac’scher §-Funktion
bekannt. Genauer gesagt, weil wir es hier mit R? zu tun haben mit dreidimensiona-
ler Dirac’scher d-Funktion. Man Schreibt dann dafiir auch (5§,3). Das Wort “Funkti-
on” ist hier so zu verstehen, dass man von der Fiktion einer Funktion dy, : R? 5 R
ausgeht, so dass (8.59) und (8.61) zugleich gelten; also fiir alle Testfunktionen f

[, a8, 07x) = £(5) 8.6

Eine solche “Funktion” miisste iiberall verschwinden aufler bei x = y, dort aber
so stark unendlich werden, dass das Integral gerade den Wert der Testfunktion an
der Stelle y herausprojeziert. Insbesondere miisste das Integral iiber dy (x) gleich
Eins sein. Es ist klar, dass dies keine “Funktion’ im {iblichen Sinne sein kann. Man
spricht deshalb oft von “verallgemeinerten Funktionen”.
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Trotzdem hat sich in der Physik die Sprechweise eingebiirgert, Distributionen als
“Funktionen” zu bezeichnen und ihre Auswertung auf Testfunktionen so zu schrei-
ben, als gilte immer (8.59). gerechtfertigt kann diese Sprechweise durch die Be-
merkung, dass Distributionen als Limes einer Folge von Testfunktionen dargestellt
werden konnen, so dass fiir jedes Element der Folge (8.59) gilt. So kann z.B. die
Dirac-Distribution dy, als Folge von Funktionen verstanden werden, die immer en-
ger um den Wert x = y konzentriert sind und dabei so im Wert steigen, dass
ihr Integral den Wert Eins besitzt. Der Grenzwert dieser Folge existiert allerdings
nicht als gewohnliche Funktion, sondern nur als Distribution (der Raum der glatten
Funktionen ist nicht vollstdndig, wie man sich leicht iiberlegt).

8.5.3 Der Laplace-Operator angewandt auf 1/r

Der Vorteil der auf (8.59) fuBBenden Darstellung ist, dass man sich schnell anhand
der Standardregeln fiir die partielle Integration klar macht, wie Ableitungen von
Distributionen zu behandeln sind. Dies wollen wir anhand eines fiir die Elektro-
dynamik sehr wichtigen Beispiels detailliert erldutern indem wir folges Ergebnis
beweisen:

Satz 25. Es gilt folgende Gleichheit von Distributionen

1 3)
A (;) = 47 P(x). (8.64)
Ix =yl Y
Dabei ist A = V - V der auf die Variable x wirkende Laplace-Operator. L.

Zum Beweis miissen wir uns klarmachen, dass (8.64) die Gleichheit zweier Distri-
butionen ausdriickt. Diese Gleichheit wird also durch den Nachweis gezeigt, dass
beide Seiten — aufgefasst als Distributionen! — die gleiche Wirkung auf Testfunk-
tionen haben. Sei also T € C°(R3,R) eine Testfunktion. Die rechte Seite ange-
wandt auf 7" ist einfach die reelle Zahl —47 T'(y). Die linke Seite berechnen wir
durch Multiplikation mit 7'(x) und Integration iiber ganz R3. Dieses Integral zer-
legen wir in sie Summe des Integrals iiber einen Ball B2(y) vom Radius € um
den Punkt y und das Komplement R® — B2(y). Die Funktion x ~ 1/||x — y]|
ist in diesem Komplement glatt und der Laplace-Operator angewandt auf sie ver-
schwindet. Das rechnet man leicht nach wenn man A = V - V verwendet, dann
V|x—y| = —(x—y)/|[x—y|| und letztlich die Divergenzfreiheit des Vektorfeldes
V(x) = (x —y)/||x — y|| fiir alle x # y benutzt (was man einfach nachrechnet).
Also ist das Integral iiber R? gleich dem iiber B3 (y) fiir jedes € > 0. Wir schreiben
nun dieses Integral an, verwenden A = V - V und integrieren zweimal partiell um
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die zwei Ableitungen auf 7" abzuwilzen, wobei wir jeweils ein Oberflachenintegral
bekommen. Im ersten Schritt ist

oo™ % 7 (1) = ey ¥ 170 ()
o™ (1)

Auf das erste Integral wenden wir den Gauf3’schen Satz (8.36) an und erhalten

(8.65)

(x-vy)
- df - —— 2 T(x), 8.66
/szm [x—yl? &) (8:60)

wobei S2(y) = 0B3(y) die 2-Sphére vom Radius ¢ um den Mittelpunkt y ist.
Wahlen wir sphérische Polarkoordinaten um y dannist || x—y|| = r, (x—y)/r = n
und df = nr?sin @ dfdp. Dann kiirzen sich 72 aus df und »~2 vom Nenner des
Integranden und es bleibt nur die integration der Funktion 7" iiber die Polarwinkel
einer Sphire von beliebig kleinen Radius

2m s
—/ d(p/ d0 sinfT(r=¢,0,p) — —47T(y) (8.67)
0 0

e—0

Der néchste und letzte Schritt besteht darin, zu zeigen, dass das zweite Integral der
rechten Seite von (8.65) fiir ¢ — 0 verschwindet. Erneute partielle Integration und
Umwandlung des dabei entstehenden Divergenzintegrals in ein Oberflicheninte-
gral unter Benutzung des Gauf3’schen Satzes liefert

- / at- VT | / 2T ) (8.68)
sz Ix=yll  Jssyy x—¥ll

Wieder unter Einfiihrung von sphérischen Polarkoordinaten um y ist dies gleich

2m ™
—€/ dg@/ do Sinen‘vT(fi,e»(P)
0 0

€ 2T ™
+/ drr/ d(p/ df sin @ AT(r,0, )
0 0 0

wovon der erste Term im Limes € — 0 linear der zweite quadtratisch verschwindet.
Damit ist (8.64) als Gleichheit der Distributionen gezeigt.

(8.69)
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8.6 Fourier’sche Reihen und Integrale

8.6.1 Reihen

Wir betrachten periodische Funktionen auf der reellen Achse mit dem Periodi-
zitdtsintervall 27r. Dabei wird es sich als rechentechnisch bequem erweisen wenn
wir die Funktionen als komplexwertig annehmen, auch wenn wir letztlich an reell-
wertigen Funktionen interessiert sind. Wir haben also

f:R—C, mit f(z+2m) = f(x)VzeR. (8.70)

Wegen der Periodizitit konnen wir die Funktion auf das Intervall [—m, 7] C R
einschrianken. Wir betrachten also von nun an statt (8.70) die folgende Menge von
Funktionen

f:[-mn]—C, mit f(—=n)=f(m), (8.71)

wobei wir an diese, je nach Anwendung, auch gewisse Differenzierbarkeitsbedin-
gungen stellen wollen. Wenn wir dann sagen, die Funktion sei k£ mal stetig diffe-
renzierbar, dann meinen wir damit nicht nur, dass die Funktion diese Bedingung im
offenen Intervall (—, ) erfiillt, sondern auch, dass die rechtsseitigen und links-

seitigen Ableitungen bei x = —7 bzw. x = 7 bis zur k-ten Ordnung existieren
und iibereinstimmen. Die Menge dieser Funktionen nennen wir dann C*(S'), weil
sie als Funktionen auf dem Kreis S' = [—m, 7]/ ~ interpretiert werden kann,

wobei das Symbol ~ hier dafiir steht, dass im Intervall [—7, 7] die beiden Enden
identifiziert werden.

Bemerkung 26. Die Beschrinkung auf periodische Funktionen der Periode 27
und deren Darstellung als im Intervall [—, 7] erfolgt ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit; denn haben wir eine Funktion F' der Periode L, die uns als Funktion
im Intervall [a, a + L] mit F'(a) = F(a+ L) gegeben ist, dann entsteht daraus eine
Funktion der Periode 27, die im Intervall [—m, 7] dargestellt wird, durch Kompo-
sition von F' mit der linear-inhomogenen Abbildung h : R — R, die —m auf a und
maufa+ L4

f=Foh (8.72a)
mit I I
h(z) = —z+ = +a. (8.72b)
27 2
Explizit also
L L
f(a:)—F<%x+5+a> . (8.73)

*Anders ausgedriickt: y = h(x) ist die Gerade durch die beiden Punkte (—7,a) und (7, a + L).
Alsoy =mz +bmitm =L/(2r)und m = L/2 + a.
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Umgekehrt wird aus einer Funktion f mit Periodizitdt 27 im Intervall [—7, 7] eine
Funktion F' mit Periodizitit L im Intervall [a,a + L] durch die Umkehrung von
(8.72a), also F' = f o h™!, oder wieder explizit

Flz) = f (2%(95 _a)— n) . (8.74)

Aus diesem Grund beschrianken wir uns auf die oben gegebene Darstellung von
Funktionen der Periode 27 im Intervall [—7, 7] O

Auf der Menge unserer Funktionen bildet einen unendlich-dimensionalen komple-
xen Vektorraum. Auf diesem fiihren wir ein Hermite’sches Skalarprodukt ein:

(hof) = 5= [ do @) fala). 5.75)

wobei ein Uberstrich die komplexe Konjugation bedeutet. Wie man sofort sieht, ist
dann folgende abzédhlbar unendliche Menge

Bc = {en in € Z} . en = exp(inx) (8.76)

enthalten in C*°(S') und orthonormiert:

(en,em) = % /7T dx exp(i(m — n)x) = Opm - (8.77)

—Tr

Die Idee der Fourier-Entwicklung durch Reihen ist nun, eine (mehr oder weniger)
beliebige periodische Funktion f als Linearkombination der e,, darzustellen:

=Y anen, (8.78)
ne”

mit Entwicklungskoeffizienten a,, € C. Letztere konnen dann sofort aus (8.77)
berechnet werden:
an = (en, f) . (8.79)

f ist genau dann reell wenn
Q_p, = Qp (8.80)

gilt. Statt der komplexen hitten wir auch eine reelle Basismenge mit den orthonor-
mierten Elementen

1
Cp 1= ﬁ(en + e_n) =2 cos(nx),
; (8.81)
Sy 1= E(en - e_n) =2 sin(nx) ,
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wihlen konnen, wobei n € N (positive ganze Zahlen). Aus (8.77) folgt dann ohne
die Notwendigkeit Integrale quadratischer Kombinationen von sin und cos auszu-
werten

(CnyCm) = (Sny Sm) = Onm (Snycem) =0 (n>0). (8.82)

Nimmt man zu den s,, und ¢,, (n > 0 noch die reelle konstante Funktion e hinzu,
so erhilt man die reelle Basis

By :={cn, sn,e0:n € N} . (8.83)

Die Entwicklung einer Funktion f kann dann entweder in B¢ oder By geschehen:

f = Z aAn€n = Z QpCp + Z ﬁnsn + veo (8.84)
neL neN neN
mit (n > 0)
an + G_pn i(an — a—p)

Bn = =ag. (8.85)

REVC R Vi
Reelle Funktionen haben dann reelle Entwicklungskoeffizienten («,, (5, ) dieser,
oder jeder anderen reellen Basis. Aber auch dann, wenn man letztendlich an der
Darstellung reeller Funktionen interessiert ist sind Entwicklungen in der Basis B¢
oft vorzuziehen weil exp-Funktionen analytisch einfachere Eigenschaften haben,
z.B. die, sich bei Ableitungen zu reproduzieren.

Da unsere Funktionenraum eine Vektorraum mit Skalarprodukt ist, hat er auch eine
Norm:

IFIF:= (f5 f)- (8.86)

Mit dieser bekommen wir ein Distanzmalf, also ein MaB fiir den “Unterschied”
zweier Funktionen f1, fo. Dieses ist einfach die Norm ihrer Differenz: || f1 — fal|.
Will man nun eine gegebene Funktion f durch eine endliche Linearkombinati-
on der Funktionen e,, mit n € K C Z endlich, im Sinne dieses Distanzmales
moglichst gut approximieren, dann wird man die Entwicklungskoeffizienten a,, so
wihlen, dass der Abstand von f zur Linearkombination ) | a,e;,, bzw. dessen Qua-
drat

Hf - Z an€n

2

= (f7 f) - Z(an(fa en)+an(en,f)) + GnQp,

nek nek nek (887)
2 2
=417 =D |en O + D |an — (en, )]
nekK nek
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moglichst klein wird. Da die rechte Seite eine Summe von Betragsquadraten ist von
der nur die letzte Gruppe von Termen a,, enthilt, ist unmittelbar klar, dass genau
ein globales Minimum existiert und dieses angenommen wird, falls die a,, durch
(8.79) gegeben sind. AuBlerdem ist klar, das durch Hinzunahme weiterer e,, zu dem
bereits bestehenden Satz {e,, : n € K} die Distanz zwischen f und ) aye,, nur
verringert werden, die Approximation also nur besser werden kann.

An dieser Stell kann auch eine quantitative Aussage dariiber getroffen werden, wie
schnell die Betrige a,, der Koeffizienten mit wachsendem |n| gegen Null streben.
Dies wird um so schneller erfolgen, je “glatter” die Funktion f ist. Um dies einzu-
sehen, bemerken wir dass die Ableitung von e,, einfach durch e/, = ine,, gegeben
ist (hier macht sich der Vorteil der komplexen Basis bemerkbar). Dann gilt auch
én = (i/n) €, so dass wir durch eine partielle Integration im Integralausdruck fiir
a,, folgende alternative Darstellung ableiten konnen

n

o= [ dwen@)f@) == [ dwe,@)f

- e = [ dse@r@ o
T
1 /
= _ﬁ (ena f ) :

Dabei ergeben die Randterme zusammen keinen Beitrag weil sowohl €, als auch f
natiirlich der Bedingung (8.71) geniigen. Auflerdem haben wir bei dieser Ableitung
angenommen, dass f stetig differenzierbar ist.

Ist hingegen f nur stiickweise stetig differenzierbar, springt aber an der Stelle x =
z, um den endlichen Wert A, = lims_,o{f(q:* +e) — flxe — 5)}, wobei f in
[—7, m]\{z.} stetig differenzierbar bleibt, dann miissen wir das Integral in (8.88)
von —m nach 7 ersetzen durch die Summe zweier Integrale von —7 nach x, bzw. x,
nach 7. Die Summe der Randterme verschwindet jetzt nicht mehr, sondern ergibt

i Tx—E

lim {— [én(m) £(2)

e—=0 | n -

)| ]}z—%én(x*m*. (8.89)

Gleichung (8.88) wird also ersetzt durch

1
Gnp, n [en(x*)A*
(8.90)
Ty —E ™
+ lim { / do & (2) () + / dzen(2)f (x) }]
=0 -7 Tyte
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Nach Voraussetzung existierten die Integrale in der geschweiften Klammer und
auch deren Grenzwert fiir ¢ — 0. Unter diesen Voraussetzungen fallen also die
Betrige der a,, mit wachsendem |n| wie 1/|n|.

Dieses Resultat konnen wir sofort in zweifacher Hinsicht verallgemeinern: Erstens
konnen wir statt einer einzigen endlich viele Sprungstellen zulassen. Dann erhalten
wir statt (8.89) eine endliche Summe von Termen die mit 1/n multipliziert wird.
Zweitens - und das ist hier die wesentliche Erweiterung - konnen wir die Rechnung
in (8.88) iterieren im Fall, dass f von der Klasse C**1(S1), also k 4+ 1 > 1 mal
stetig differenzierbar ist. Statt (8.88) erhalten wir dann

i\ kD)
anz(——) (en, f®), (8.91)

n

wo f*+1) die (k + 1)-fache Ableitung von f bezeichnet. Auch hier kénnen wir
dann wieder endlich viele Sprungstellen endlichen Betrags in der k-ten Ableitung
zulassen unter der gleichzeitigen Forderung, dass auflerhalb dieser die Funktion
weiterhin (k + 1)-mal stetig differenzierbar ist. Dann gilt, dass die Betrige der a,,
mit wachsendem |n| wie 1/|n|*+1) fallen. Daraus folgt, dass die Fourier Reihen
fiir £ > 1 absolut konvergieren und schneller als jede Potenz, falls f von der
Klasse C*°(S1), also unendlich oft stetig differenzierbar ist. Fiir k = 0 (stetig bis
auf endlich viele Sprungstellen endlichen Betrags) ist die absolute Konvergenz in
der Regel nicht gegeben und muss im Einzelfall gepriift werden.

Zum Schluss schreiben wir noch eine suggestive Identitit an, die entsteht, wenn
wir die Ausdriicke (8.79) fiir die Entwicklungskoeffizienten zuriick einsetzen in
die Entwicklung (8.78):

F=Y enlen ). (8.92)

nez
In der linearen Algebra nennt man das die Vollstindigkeitsrelation, die besagt, dass
das die Menge der Vektoren e, in der Lage ist, jeden Vektor f darzustellen, also
ein Ergeugendensystem ist. Als Identitit fiir Funktionen ausgedriickt, in der wir
auch die explizite Form (8.77) des Skalarproduktes verwenden, heifit das

f(z) = /_: dy {% %exp(in(ﬂc ~y)) } f() (8.93)

was dann in der Sprache der Distributionen such so lautet:

1
7 Z exp(in(z —y)) =6(z —y). (8.94)
nez
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Die Gleichheit beider Seiten in (8.94) ist also eine von Distributionen, nicht eine
im Sinne von an an Argumentstellen auswertbaren Funktionen.

Aus (8.92) folgt auch sofort, dass
(£, )= anam(en.em) = _ lan/. (8.95)
n€Z meZl n

Das besagt, dass die lineare Abbildung, die jeder Funktion f die geordneten oco-
Tupel ihrer Fourier-Koeffizienten a,, zuordnet, eine Isometrie ist, wenn man auf
dem komplexen Vektorraum der co-Tupel das Hermite’sche innere Produkt

({an}, {bm}) == D anbn (8.96)
neZ

einfiihrt

8.6.2 Integrale

Die heuristische Idee hinter Fourier-Integralen ist, dass man das Periodizititsinter-
vall [—, 7| der Linge 27 auf das Intervall [—L/2, L/2] erweitert und sich dann
den Grenzfall L. — oo ansieht. Definieren wir das innere Produkt in diesem Fall
ganz analog zu (8.77) durch

1 [L/2 2
(En, En) = —/ dx exp (—(m — n)a:) = dpm (8.97)
L) 1y L

wobei wir die Basisvektoren nun E,, genannt haben und analog zu (8.76) definieren
durch

2
Bc = {En 'n € Z} , FE,:=-exp (z %nx) , (8.98)
dann gelten entsprechend wieder die Formeln (8.78) und (8.79)
f=) anBy, (8.99)
nez
mit
an, = (En, f) - (8.100)

Setzen wir (8.100) in und schreiben die das innere Produkt gemé8 (8.97) aus, dann
bekommen wir die zu (8.93) analoge Identitit

L/2 1 or
f(z) = /_L/zdy{ZT%eXp (z fn(w—y))} f), (8.101)
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bzw.
%Zexp (z Q%n(m—y)) =iz —vy). (8.102)
neL

Dieser Formel wollen wir auch einen Sinn verleihen wenn das Intervall zur ganzen
reellen Achse wird. In diesem Fall wiirde die diskrete Folge reeler Zahlen k,, :=
27n/L zum Kontinuum und der Unterschied zweier benachbarter k-Werte zum
Differential dk:

2mn

kp = I — k  kontinuierlich
knt1 — kK —>dk—2—7r oder 1_dk 1
Ean L L 21’
Damit wiirde aus der diskreten Summe (8.101) ein Integral {iber ganz R:
f(x) = o / dy/ dk exp zk (x — )) fly). (8.104)
und analog zu (8.102) bekdmen wir
1
o dk exp(ik (z —y)) =d(z —y). (8.105)
7r

Diese Beziehungen legen nahe, zu jeder Funktion f : R — C eine Fourier-
Transformierte F'[f] : R — C zu definieren durch die Vorschrift

F[f](k) \/ﬂ/dy exp(—iky) f(y), (8.106a)
so dass .
f(z) = T /R dk exp(ikz) F[f](k) . (8.106b)

Die Fourier-Transformierte einer reellwertigen Funktion erfiillt die zu (8.80) vollig
analoge Bedingung

FfI(=k) = F[f[(k). (8.107)
Oft schreibt man statt F'[f] auch f oder f.

Die Theorie der Fourier Integrale untersucht einerseits, unter welchen ein-
schrinkenden Bedingungen an eine ‘“gewohnliche” (stetige, differenzierbare)
Funktion f die Transformierte (8.106a) existiert und welche Eigenschaften die-
se hat. Insbesondere soll ja auch um Riicktransformation (8.106b) existieren und
die urspriingliche Funktion f darstellen.
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Andererseits wird auch untersucht, inwieweit sich das Konzept der Fourier-
Transformation auf “verallgemeinerte Funktionen”, insbesondere Distributionen,
fortsetzen ldsst. Das ist in der Tat moglich fiir sogenannte “temperierte Distribu-
tionen”, das sind Distributionen, deren Testfunktionen zwar C'°° aber nicht von
kompakten Trédger sind, sondern lediglich schneller im Unendlichen abfallen als
jede Potenz. Der Testfunktionenraum ist also echt groB3er als der kompakt getra-
gener Funktionen (den er enthélt), was fiir den Raum der Distributionen bedeutet,
dass dieser echt kleiner ist.

Alles bisher Gesagte kann auf hohere Dimensionen, d.h. Funktionen f : R” — C
mit n > 1 verallgemeinert werden. Statt (8.106a) hat man dann

F[fl(k) := [%] : - d"x exp(—ik-x) f(x), (8.108a)
und
Flx) = [%] ’ /n "k exp(ik - x) F[f](k) . (8.108b)

und das Analogon zu (8.105) ist

1 n
[2—} / d"k exp(ik- (x —y)) =6 (x—y). (8.109)
v n
Hier bezeichnen fett gedruckte Buchstaben wie x = (21, 22, - , z,,) Vektoren im

R™ und ein Punkt zwischen zwei solchen ihr gewohnliches Euklidisches Skalar-
produkt: X -y :=>""_| Ty Yn.

Wir betonen, dass es verschiedene Konventionen dariiber gibt, wie die Potenzen
des Faktors [1/27] auf die Fourier-Transformierte bzw. ihre Riicktransformation zu
verteilen ist. Aus (8.109) folgt, dass die Integraltransformation in (8.108a) gefolgt
von der Integraltransformation in (8.108b) das [27|"-Fache der Ausgangsfunktion
ergeben muss. Das wire auch dann erfiillt, wenn man beispielsweise den Faktor
[1/27]"/? in (8.108a) weglieBe und ihn dafiir in (8.108b) mit doppelter Potenz, al-
so als [1/27]™ hinzufiigte. Das ist ebenfalls eine hiufig getroffene Konvention, die
lediglich darauf hinausliuft, das [1/27]™/2-Fache unseres F[f] als “die Fourier-
Transformierte” von f zu bezeichnen. Unsere Konvention ist in der Physik die ver-
breitetere und hat den offensichtlichen Vorteil, die Faktoren von 27 symmetrisch,
also in beiden Zeilen (8.108) mit jeweils gleicher Potenz zu verteilen. Das ist auch
einfacher zu merken.

Fiihrt man auf dem Raum der Funktionen f : R — C ein Hermite’sches inneres
Produkt ein durch

(s fo) = /]R R0 (8.110)
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dann ergibt sich zunichst per Definition

PO 171" . -
Gy |ge| [ [ x|y explin: (- v) AGIAA).
(8.111)
Fiihrt man darin die k-Integration zuerst aus und benutzt (8.109), dann kann man
wegen der so entstehenden §(™)-Distribution eine weitere Integration, etwa die nach
y sofort ausfiihren und enthilt die rechte Seite von (8.110), also insgesamt.

(f1, f2) = (f1. f2). (8.112)

Diese Relation besagt, dass die Fourier-Transformation eine Isometrie beziiglich
des inneren Produktes (8.110) (das so-genannte L?-Produkt) ist. Dieses Resultat
ist als Plancherel Theorem® bekannt.

Gegeben zwei Funktionen f1 2 mit Fourier-Transformierten fl’g := F[f1 2] dann
gilt gemdl formaler Manipulation

SNach dem Schweizer Mathematiker Michel Plancherel (1885-1967).
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Kapitel 9

Ubungsaufgaben

9.1 Reflexion und Transmission

In dieser Aufgabe beschiftigen wir uns mit der Reflexion und Transmission ebener
Wellen an Grenzflachen zwischen linearen, homogenen und isotropen Materiali-
en unterschiedlicher Permittivititen € und Permeabilititen p. Die Ebene z = 0
trenne die Region 1 mit z < 0 von der Region2 mit z > 0. In diesen seien die
Rermittivititen und Permeabilititen durch (e1, p11) bzw. (€2, u2) gegeben.

Das elektrische Feld denken wir uns aus drei Anteilen zusammengesetzt:

E;(t,z) = Aexpli(wt — k12)] e,

Eg(t,z) = Bexpli(wt + k12)] e,

Er(t,z) = Cexpli(wt — ko2)] e, .
Dabei ist E; = E; + Ep das elektrische Feld in Region 1, gedacht als lineare
Superposition der einfallenden ([ fiir engl. “incident”) und der reflektierten (R fiir

engl. “reflected”) Welle. Eo = Ep, ist das elektrische Feld in Region 2, das hier
nur aus der transmittierten (7" fiir engl. “transmitted””) Welle besteht.

(a) Zeigen Sie, dass die zu den drei Anteilen gehorigen magnetischen Felder
gegeben sind durch

B(t,z) = (A/c1) expli(wt — k12)] ey
Br(t,z) = —(B/c1) expli(wt + k12)] e,
Br(t,z) = (C/ca) expli(wt — ka2)]| ey .
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wobei in Region 1 gilt
a =1/\eipr,
]{71 = w / C1

und entsprechend in Region 2.

(b) Wie setzen voraus, dass an der Grenzfliche keine Ladungsdichten und
Stromdichten existieren. Wenden fiir diesen Fall die Ubergangsbedingungen
fiir die tangentialen Komponenten des elektrischen und magnetischen Feldes
an um folgende Bedningungen an die Amplituden zu erhalten:

A+B=C,
A—B_ C
C11 02,UJ2'

Bestimmen Sie damit die Amplituden B des reflektierten und C' des trans-
mittierten Feldes als Funktion der Amplitude des einlaufenden Feldes. Zei-
gen Sie damit, dass folgendes gilt:

B Ver/u — e/ ue A,
\/61/M1 + \/62/M2
_ 2Em
\/61/M1 + \/62/M2
Beachten Sie, dass B auch negativ werden kann. Wie interpretieren Sie das?

Was sagt Thnen der Ausdruck fiir B dariiber, welche Bedingungen die Be-
schichtung eines Tarnkappenflugzeugs geniigen muss?

(c) Wie in der Vorlesung noch besprochen werden wird, ist die Energiesstrom-
dichte des elektromagnetischen Feldes durch den sogenannten Poynting-
Vektor S := E x H gegeben. Zeigen Sie, dass im vorliegenden Fall zu jedem
Zeitpunkt die auf die Grenzfliche » = 0 auftreffende Energiestromdichte
gleich ist der Summe aus der reflektiierten und der tranmittierten. [Ach-
tung: Wir haben die Amplituden fiir E und B komplex geschrieben, weil
wir, solange nur lineare Operationen im Spiel sind, immer den Real- oder
Imaginirteil getrennt betrachten konnen. Fiir Ausdriicke, die in den Feldern
nicht linear sind, miissen wir aber reelle Felder verwenden. Tipp: Die zu zei-
gende Beziehung folgt sehr schnell aus den oben gegebenen Ausdriicken fiir
A+ Bund A — B.]
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9.2 Wellenleiter

In Verallgemeinerung der ebenen Wellen, die wir in der Vorlesung kennengelernt
haben, betrachten wir nun Wellen, die sich in der festen Richtung k mit der festen
Frequenz w ausbreiten, deren Amplituden auf den zu k senkrechten Ebenen aber
nicht mehr konstant sein miissen. Das eroffnet die Mdoglichkeit, Wellenausbrei-
tung in Hohlleitern zu diskutieren, bei denen transversal zur Ausbreitungsrichtung
Randbedingungen zu erfiillen sind.

Die Maxwell-Gleichungen auflerhalb der Quellen konnen fiir homogene und iso-
trope Medien wie folgt geschrieben werden:

V-E=0, VxE=-B,
V-B=0, VxB=-¢2B,

wobei c? = ep. Wir suchen Losungen der Form

E(t,x) = Eo(x 1) exp(i(wt — k - x))

B(t,x) = Bo(x1) exp(i(wt — k - x))
wo x| die zu k orthogonalen Komponenten von x bezeichnen. Es handelt sich
also um eine monochromatische Welle die sich mit der Phasengeschwindigkeit

w/k in Richtung k ausbreitet, deren Amplitude aber von den zu k orthogonalen
Richtungen abhingt. Hier und im Folgenden ist & := |/ k||.

(a) Indem Sie sowohl die Amplitudenfunktionen als auch den V-Operator in
ihre zu k parallelen (||) und senkrechten (L) Komponenten zerlegen,

E():E“"‘EJ_, B0:B||+BJ_, V:V||+VJ_,

konnen Sie auch die Maxwell-Gleichungen in diese Anteile zerlegen. Zeigen
Sie, dass diese dann in Bezug auf obigen Ansatz dquivalent sind zu

V. -E, =ik E,
V. B, =ik-By,

fiir die zwei Divergenzrelationen (Constraints) und

VJ_XE”—ikXEJ_:—'L.UJBJ_,
VJ_XB||—'ikXBJ_:i(W/C2)EJ_

Theoretische Elektrodynamik, SS 2021 188/185
qig.itp.uni-hannover.de/~giulini/



fiir die 1 Komponenten und

VJ_ XEL:—in”,
VJ_ X BJ_ = i(w/cz)EH

fiir die ||-Komponenten der anderen Maxell-Gleichungen.

(b) Zeigen Sie, dass Sie die beiden | -Komponenten der Maxwell-Gleichungen
beniitzen konnen, um die L-Komponenten der Felder durch die |-
Komponenten wie folgt auszudriicken

—1
E :—[V k-E v XB},
L= Gor— g |V B+ eV x By
—1

BT e

{VL(k . B“) — (w/cQ)VL X E”]
Multiplizieren Sie dazu die beiden Gleichungen vektoriell mit k und nutzen
Sie die so entstehenden Gleichungen, um in der jeweils anderen den Term
kX (---) zu eliminieren. Beachten Sie, dass diese Auflosung nur moglich ist,
falls w? # c2k? vorausgesetzt wird. Trifft dies zu, reduziert sich das Problem
auf die Bestimmung der ||-Komponenten der Felder.

(c) Nehmen Sie V| x der zuletzt erhaltenen Ausdriicke fiir die | -Komponenten
der Felder und setzen Sie dies in die verbleibenden ||-Komponenten der
Maxwell-Gleichungen ein um zu zeigen, dass diese nun dquivalent sind zu
je einer zweidimensionalen Helmholtz-Gleichung fiir die | -Komponenten
beider Felder

[AJ_ + (w/c)2 - k‘Q] {EH , B”} =0.

Hier ist A| := V| - V der Laplace-Operator in der Ebene senkrecht zur
Ausbreitungsrichtung, also etwa 92 /0z% + 9% /0y? wenn die Ausbreitungs-
richtung parallel zur z-Achse erfolgt. Last not least zeigen Sie nun noch,
dass als Folge der Helmholtz-Gleichung nun auch die die Divergenzrelatio-
nen und damit alle Maxwell-Gleichungen erfiillt sind.

(d) Zeigen Sie, dass Losungen mit E; = B = 0 notwendig divergenz- als
auch rotationsfrei sind. Argumetieren Sie nun mit Hilfe des Helmholtz’schen
Satzes (Vorlesung), dass es in diesem Fall keine nicht-trivialen Losungen
gibt, sofern die Felder im Unendlichen oder auf im Endlichen gelegenen
Réndern verschwinden. (Es reicht, dass das fiir das E-Feld gefordert wird.)

(e) Hier konnte man eine Diskussion der Losungen der Helmholtz-Gleichung
im Rechteck durch Produktansatz und Separation der Variablen anschlie3en.
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Losungen konnen natiirlich nur fiir (w/c)? — k? > 0 existieren da alle Ei-
genwerte des 2-d Laplace Operators negativ sind. [Setzt man den Rand als
idealen Leiter voraus, folgt aus dem Ohm’schen Gesetz E = 0 und, wenn
anfinglich B = 0 auch B = 0 im Leiter fiir alle Zeiten. An der Grenzfliache
im Hohlraum aus den in der Vorlesung diskutierten Stetigkeitsbedingungen
dann das Verschwinden der Tangentialkomponente von E und der Normal-
koponente von B.]

9.3 Einfache Modelle atomarer Polarisierung

9.3.1 Das Thomson’sche Atom

Denken Sie sich ein Thomson’sches Atom, in dem eine negativ geladene ,,Elektro-
nenwolke” der Gesamtladung —() einen positiv geladenen punktformigen ,,Kern
der Ladung @ in ihrem Zentrum enthilt. Die , Elektronenwolke*sei eine Kugel vom
Radius R und konstanter Ladungsdichte. Den Mittelpunkt der Kugel legen wir in
den Ursprung unseres Koordinatensystems. Die ganze Anordnung sei im Vakuum
(Permittivitit €q).

(a) Zeigen Sie, dass das von der Elektronenwolke im Inneren der Kugel erzeugte
Potential gegeben ist durch (r = ||x|| und r < R)

-1 Q3 1 r2
)= o R 2 (“5@) :

(b) Das Atom denke man sich in ein konstantes elektrisches Feld E = FE ej
(E = konst.) gebracht. Dadurch werden die Elektronenwolke und der Kern
in unterschiedliche Richtungen gezogen. Wir setzen voraus, dass die Elektro-
nenwolke nicht deformiert wird, also weiterhin als homogen geladene Kugel
angenommen werden darf und das angelegte Feld nicht so gro8 ist, dass es

den Kern aus der Wolke herausreisst. Zeigen Sie, dass er sich unter diesen
Annahmen unter Einfluss des dufleren Feldes um den Vektor

47r60R3Ee
-5 €3
Q

d=

von Zentrum wegbewegt.

(c) Zeigen Sie, dass das Dipolmoment

p= [ dvp(x)x
R3
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der so verschobenen Ladungsverteilung gegeben ist durch
p=4neyR*E.

Zeigen Sie auch, dass dieses Dipolmoment nicht davon abhéngt, welchen
Basispunkt man zu seiner Berechnung wihlt. Oder anders ausgedriickt: dass
es unter Translationen x — x + a invariant ist. Fiir welche Ladungsvertei-
lungen ist das der Fall?

9.3.2 Die leitende Kugel

In der Vorlesung wurde mit Hilfe der Methode der Spiegelladungen das Potential
und elektrische Feld einer Punktladung der Stiarke ¢ am Ort des in Anwesenheit
einer leitenden Sphire vom Radius R < d um den Mittelpunkt berechnet. Im Fall
einer isolierten (nicht geerdeten) Sphéare verschwindender Gesamtladung erhielten
wir die Ladungsdichte auf der Oberfliche zu

o d <d2 1> R + a
fF= =3\ 2 — ’
47 \ R? [RQ +d2 — 2Rd(x - 63)]3/2 47 Rd

(a) Rechnen Sie nach, dass die Gesamtladung verschwindet.

(b) Rechnen Sie nach, dass das Dipolmoment beziiglich des Mittelpunktes ge-

geben ist durch
d= (- R R—2 e
= q d d 3

und zeigen Sie, dass dieses vom Bezugspunkt unabhiingig ist.

(c) Erinnern Sie sich daran, wie die Lésung durch das Hinzudenken zweier Spie-
gelladungen konstruiert wurde und bestimmen deren Dipolmoment (als ob
diese real wiren). Auch dieses ist vom Bezugspunkt unabhingig (warum?).
Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit dem unter (b) berechneten.

9.4 Clausius Mossotti Gleichung

Unter Einfluss eines duBleren elektrischen Feldes E; konnen Atome ohne eigenes
elektrisches Dipolmoment ein solches erhalten. Ein einfaches Modell dafiir haben
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wir gerade gesehen. Fiir zeitlich und rdumlich schwach veridnderliche Felder wird
dies proportional zu E¢y sein, so dass

p:aEext-

Man nennt « die Polarisierbarkeit des Atoms.

Auf der andere Seite haben wir in der Vorlesung den Begriff der Polarisierung ken-
nen gelernt. Diese ist ein Vektorfeld P, das Richtung und Stédrke der Dipoldichte
(Dipolmoment pro Volumen) einer Substanz angibt. Auch fiir diese ist es hiufig
zutreffend, dass sie proportional zum elektrischen Feld ist,

PZE()XeE.

Dabei ist hier E, im Unterschied zu E.; oben, das lokal existente elektrische Feld,
mit Einschluss aller (u.U. gemittelten) Anteile, die von den atomaren Konstituenten
herriihren. Die Proportionalitdtskonstante haben wir als ¢ x. geschrieben, wobei
die GroBe y als ,.elektrische Suszeptibilitidt® des Mediums bezeichnet wird.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe der in der Vorlesung gegebenen Definitionen, dass
Xe=¢6r— 1.

(b) Indem Sie annehmen, dass sich die Felder E und E.y; um die Beitrdge un-
terscheiden, die sich durch Mittelung iiber Kugeln ergeben, die je ein Atom
gerade ganz enthalten, leiten Sie ab, dass

N
E = Eoyg (1—0‘—) .
360

Hier bezeichnet N die Volumendichte der Atome, so dass 1/N das Volu-
men angibt, das ein Atom einnimmt. Benutzen Sie dazu das Ergebnis aus
der Vorlesung betreffend die Mittelung statischer elektrischer Felder iiber
Kugeln, die die Landungsverteilung ganz enthalten, hier also vom Volumen
1/N sind.

(c) Stellt man sich nun vor, dass die Polarisierung P atomistischen Ursprungs
1st, wird man ansetzen

P=Np.
Leiten Sie daraus und dem Vorhergehenden folgende Beziehungen ab:

Xe _ 3co&r—1
1+X N g+2°

o =

=zl&
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(d)

9.5

Das ist die sogenannte Clausius-Mossotti-Formel, deren physikalische Be-
deutung darin besteht, dass eine atomistische Eigenschaft eine Grofle —
niamlich die Polarisierbarkeit o — mit der phanomenologischen Materialkon-
stante ¢, in Beziehung bringt.

Zeigen Sie mit Hilfe des Vorlesungsteils iiber Wellenlosungen der Maxwell-
Gleichungen, dass in einem magnetisch inaktiven Medium (also p = pg) die
Clausius-Mossotti-Formel auch so geschrieben werden kann:

_3eon’ -1
- N n24+2°

Diese wird in der Optik auch Lorenz-Lorentz-Gleichung genannt.

Sphirische Randbedingungen in der Elektrostatik

Gegeben Sei das Potential

P 1
= -Bx-e— L (e-V)[=).
o0 = ~Brx-e— (e v) (1)
Hier sind e ein Einheitsvektor, Fy und p Konstante und r := [|x].

(a)

(b)

(©

Zeigen oder argumentieren Sie, dass dieses Potential die Laplace-Gleichung
im ganzen Raum mit Ausnahme des Ursprungs erfiillt und dass das zugehori-
ge elektrische Feld der Superposition eines konstanten Feldes der Stéirke E
in Richtung von e und eines Dipols mit Dipolmoment p = pe entspricht.

Sei der Wert E'; gegeben und auBerdem ein Radius R. Zeigen Sie, dass Sie
p so bestimmen konnen, dass das elektrische Feld normal auf der Sphire
mit Radius R und Mittelpunkt im Ursprung steht und dass das Potential
auf dieser Sphire verschwindet. Welche Gesamtladung trigt die Sphére und
was ist das Dipolmoment ihrer Ladungsverteilung? Argumentieren Sie, dass
die so erhaltende Losung die Antwort auf die Frage nach dem elektrischen
Feld im AuBlenraum einer leitenden Sphére in einem konstanten elektrischen
Feld enthilt und ebenfalls die Frage beantwortet, welches Dipolmoment die
Sphire durch die Polarisation des duf3eren Feldes erféhrt.

Betrachten Sie nun den Fall, in dem das AuBere und Innere der Sphire mit
nicht leitenden Medien der Permittivititen €1 bzw. o erfiillt ist. Auf der
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Grenzfliche gebe es keine Oberflichenladungen, so dass die Grenzbedin-
gungen die Stetigkeit des Potentials (und damit der Tangentialkomponente
des E-Feldes) und der Normalenkomponente des D-Feldes sind. Im Innern
sei das E-Feld von der Form Fse mit konstantem Fs, im AuBeren wie in
Aufgabenteil (a) nur mit €; statt €. Zeigen Sie, dass bei gegebenem R und F;
die Werte von E» und p durch die Radnbedingungen eindeutig bestimmt sind
und geben sie diese explizit an. Diskutieren Sie die Grenzfille e2 /21 — o0
und e2/e; — 0. Wie Unterscheiden sich die E und D Felder im Inneren der
Sphére in diesen Féllen?

Theoretische Elektrodynamik, SS 2021 194/185
qig.itp.uni-hannover.de/~giulini/



