Differentialgeometrie fiir Physiker

DOMENICO GIULINI

Institut fiir Theoretische Physik
Riemann Center for Geometry and Physics
Leibniz Universitdt Hannover

Dieses Manuskript ist vorlaufig und
wird immer mal wieder aktualisiert
Version vom 10. Juni 2020

Domenico Giulini: Skript zur Differentialgeometrie 1/160
qig.itp.uni-hannover.de/ giulini/



Zusammenfassung

In der modernen theoretischen Physik spielen differentialgeometrische Konzepte
und Methoden eine immer groere Rolle. Wihrend die Allgemeine Relativitits-
theorie als Modell der Raumzeit eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit zu
Grunde legt, steht bei Eichtheorien das Hauptfaserbiindel iiber der Raumzeit mit
seiner Theorie der Zusammenhinge im Mittelpunkt.

Im ersten Teil der Vorlesung beginnen wir mit der Diskussion der Geometrie
von Kurven und Flidchen im Anschauugsraum. Dieser Teil dient vor allem der
Einfiihrung des Begriffs der Kriimmung und des Zusammenhangs an Beispielen
(eingebettete Flichen im R3), die primir eine Anschuung des Kriimmungsbegrif-
fes vermitteln sollen. Damit soll primadr eine Anschauung der relevanten geome-
trischen GroBlen vermittelt werden; es wird also absichtlich kein Wert auf die mo-
derne, abstrakte Formulierung der Differentialgeometrie gelegt. Dem entsprechend
wird auch schamlos die Koordinatenschreibweisen verwendet.

Im zweiten Teil verallgemeinern wir dies auf hohere Dimensionen und nehmen
dafiir den allgemeinen und abstrakteren Standpunkt ein. Wir entwickeln das Kon-
zept der differenzierbaren Mannigfaltigkeit und achten darauf, dass bei aller Kiirze
mathematische Strenge und begriffliche Klarheit nicht zu kurz kommen. Der Auf-
bau ist logisch hierarchisch, d.h. es wird erst der Begriff der differenzierbaren
Struktur und die nur darauf aufbauenden Konstruktionen (Tensorfelder) und Ope-
rationen (Lie- und duBlere Ableitung) erklirt, bevor Zusatzstrukturen, wie die ko-
varianten Ableitung, eingefiihrt werden. Thematisch stehen solche Inhalte im Vor-
dergrund, die fiir eine moderne Présentation der Allgemeinen Relativitétstheorie
niitzlich sind.

Im dritten Teil (der momentan noch nicht fertig vorliegt) diskutieren wir die Diffe-
rentialgeometrie von Hauptfaserbiindeln mit Zusammenhang und deren assoziierte
Vektorbiindel.



Inhaltsverzeichnis

I
1

2

Kurven und Flichen im Anschauungsraum
Das mathematische Modell des Anschauungraumes

Kurven im Anschauungsraum

2.1 Kurvenals Abbildungen . . . . . . . . ...
2.2 Dasbegleitende Dreibein . . . . . . . . ...
2.3 Die Frenet-Serret-Gleichungen . . . . . . . . . . ... .
24 Krimmung und Torsion . . . . . . . . ... e e

2.5 Mehr iiber Kriimmung:
Schmieg- versus Kriimmungsgroen . . . . . . . .. ... oL oL

2.6 Allgemeine Parametrisierung . . . . . . . . . ... e

Flidchen im Anschauungsraum

3.1 Fldchen als Abbildungen . . . . . . . . . . .. L
3.2 Dasbegleitende Dreibein . . . . . . . . ... L
3.3 Die Gleichungen der zweiten Ableitung . . . . . . . . . .. ...
3.4 Kriimmung; intrinsische und extrinsische Gréen . . . . . . . ... ...
3.5 Parallelverschiebung und kovariante Ableitung . . . . . . . . .. .. .. ... ... ...
3.6 Geoditische und Autoparallele Kurven . . . . . . . . ... ... ..
3.7 Parameterabhingigkeit und Tensorfelder . . . . . . . . .. ... ... ... .. ...
3.8 Kovariante Ableitung von Tensorfeldern . . . . . . . . ... ... .o oL oL
3.9 GauB’ Theorema Egregium . . . . . . . . . . . i i i i e e e e

3.10 Der Riemann’sche Kriimmungstensor . . . . . . . . . . . ... .. ... .



II Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeiten

55

4 Grundstrukturen differenzierbarer Mannigfaltigkeiten 56
4.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeit: Was istdas? . . . . . . . ... ... ... . ... 56
4.2 Tangentialrdume . . . . . . . . . L. e e 61
4.3 Vektor-und Tensorfelder . . . . . . . . . . . ... 69
4.4 Differenzierbare Abbildungen . . . . . . . . ... e 74
4.5 DieduBere Ableitung . . . . . . .. L. e 76
4.6 DieLie Ableitung . . . . . . . ... e e 83

5 Zusatzstrukturen auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten 95
5.1 Kovariante Ableitungen . . . . . . ... 95
5.2 Kovariante Ableitungen entlang von Kurven . . . . . . . . ... 0oL 0oL L 100
5.3 Geodidtische und Autoparallele . . . . . . . . ... L 104
54 Torsionund Kriimmung . . . . . . . ... 106
5.5 Torsion, Kriimmung und die Nicht-Vertauschbarkeit kovarianter Ableitungen . . . . . . . . .. 109
5.6 Metrik und metrischer Defekt . . . . .. ... o o 0000 oo oo 110
5.7 Die Levi-Civita kovariante Ableitung . . . . . . . . . . . ... L 111
5.8 Die Fermi kovariante Ableitung entlang von Kurven . . . . . . . ... ... ... ... 115
5.9 Die Cartanschen Strukturgleichungen . . . . . . . . . ... ... L L. 118
5.10 Die Bianchi Identitdten . . . . . . . . . . . . L 122
5.11 Symmetrien des Kriimmungstensors . . . . . . . . . . . ... e 124
5.12 Exponentialabbildung und Riemann’sche Normalkoordinaten . . . . . . . .. ... .. .. .. 127
5.13 Die Schnittkrimmung . . . . . . . . .. e 132
5.14 Affine und projektive Strukturen . . . . . . .. L. 136
5.15 Konforme Strukturen; Vergleich mit projektiven Strukturen . . . . . .. ... ... ... ... 140

6 Weiterfiihrende Themen 142
6.1 Orthogonale Zerlegung des Kriimmungstensors . . . . . . . . . . . ... ... ... ..... 142

7 Erginzungen zur linearen und multilinearen Algebra 146
7.1 Tensoralgebren . . . . . ... e e e 146
7.2 Isomorphismen zwischen Vektorrdumen und ihren Dualrdumen (Index hoch- und runterziehen) . 150
7.3 Hodge Dualitdt . . . . . . . . . .. e e 155

Domenico Giulini: Skript zur Differentialgeometrie 2/160

qig.itp.uni-hannover.de/ giulini/



Teil I

Kurven und Flachen im
Anschauungsraum



Kapitel 1

Das mathematische Modell des
Anschauungraumes

Dieser erste Teil soll dazu dienen, die fiir die Differentialgeometrie typischen Be-
griffsbildungen wie Metrik, Kriimmmung und Zusammenhang anhand leicht vor-
stellbarer Objekte — wie Kurven und Flichen — einzufiihren und ihnen einsichtige
mathematische Ausdriicke zuzuordnen. Diese Anschauung wird dadurch erreicht,
dass man die Geometrie von Objekten untersucht, die man sich im dreidimensio-
nalen Anschauungsraum eingebettet vorstellen kann. Es wird dann umso leichter
sein, die entsprechenden Begriffe in hohere Dimensionen und ohne die Anschau-
ung eines einbettenden Raumes zu verallgemeinern. In diesem ersten Teil werden
wir uns oft (aber nicht immer) an dem klassischen Lehrbuch von Detlef Laugwitz
[2] orientieren, ohne jedesmal auf dieses zu verweisen.

Im diesem ersten Kapitel wollen wir zunéchst nur den Begriff des Anschauungs-
raums prézisieren.

Definition 1. Als Anschauungsraum bezeichnen wir den 3-dimensionalen Eukli-
dischen Raum Ej. Dieser ist ein reeller 3-dimensionaler affiner Raum mit eukli-
discher Metrik. Genauer ist also E3 ein 4-Tupel (M, V,+, (- | >) bestehend aus
einer Menge M von Raumpunkten, einem 3-dimensionalen reellen Vektorraum V,
einer einfach-transitiven Aktion von V — aufgefasst als abelsche Gruppe — auf M:
(m,v) » m+vmitm+0=mund (m+v)+w=m+ (v+w) =m-+v+w,
und einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform auf V: V. x V — R,
(vyw) = (v|w). O

Bemerkung 2. Die Euklidische Metrik auf V definiert eine Norm || - || : V — Rxg



auf V und eine Distanzfunktion d : M x M — R> auf M, durch

VI = Vv ), (1.1a)

d(m,n) := [[m—n|. (1.1b)

Letztere definiert eine metrische Topologie auf M die etwa dadurch ckarakteri-
siert werden kann, dass man die Umgebungsbasen U(m) fiir jeden Punkt m € M
angibt. Im vorliegenden Fall sind diese gerade die offenen Bille,

B(m,r):={peM:d(p,m) <}, (1.2)
wobei man sich auf rationale Radien r beschrinken kann. Als Teilmenge der Po-
tenzmenge von M ist U(m) dann die disjunkte Vereinigung dieser Bille. Zur Er-
innerung: Ist zu jedem Punkt m einer Menge M eine Umgebungsbasis U(m) de-
finiert, dann charakterisieren diese eine Topologie von M wie folgt: Eine Menge
V C M is genau dann offen, wenn zu jedem m € Vein U € U(m) mit U C V
existiert. o

Definition 3. Ein 2-Tupel B := {0, b} bestehend aus o0 € M und einer Basis b =
{e1, ez, €3} von V definiert eine affine Basis. Zu b gehort eindeutig die Dualbasis
b* ={0', 02,03} des zu V dualen Vektorraums V*, die definiert ist durch 8 (ep) =
bg. Eine affine Basis B definiert eine Bijektion

¢ MR, m— (0'(m—o), 0*(m—o0), 0°(m—o0)) (1.3a)

3
b R M, (X x4%%) - 0+ ) x%q. (1.3b)

a=1

Eine affine Basis B := {o, ey, ez, e3} eines Euklidischen Raumes heift orthogonal,
wenn (e, | ep) = dqp. Das Tripel (g, M, R3) nennt man auch affine Karte, wobei
¢p Kartenabbildung, M Kartengebiet und R® Kartenbild heifien. Ist B orthogonal
so heil3t die zugehorige affine Karte euklidisch. 0

Sind zwei affine Basen B = {0, b} und B = {6, b} gegeben, wobei b = {e1, e, e3}
und b = {&;, &, &3}, mit zugehorigen Dualbasen b* = {0',02,0%} und b* =
(@', 62,8}, dann existiert ein eindeutig bestimmter Vektor a € V und eine eindeu-
tig bestimmte invertierbare 3 x 3 Matrix {A{ } mit reellen Eintrigen, so dass

3 3
o=o+a, @=) Aje,, 0°=) (A)pe’. (1.4)
a=1 b=1

Sind die Karten euklidisch dann ist die Matrix A orthogonal, d.h. AT ist die Inverse
zu A.
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Definition 4. Zu den affinen Basen B und B gehéren die Kartenabbildungen ¢y
bzw. ¢g. Als affinen Kartenwechsel bezeichnet man die Abbildungen

3

bpody' :RP R, X x% =) ARx®+al, (1.5a)
b=1
3

bgody' :RP R, x* o x%i=) (AT (x"—a"), (1.5b)
b=1

mit a® := 0%(a). Obwohl beide Kartenabbildungen in den R™ abbilden, haben wir
zur besseren Unterscheidung die Koordinaten im Bildraum von ¢p mit x¢, die im
Bildraum ¢ mit X bezeichnet. ]

Bemerkung 5. Ist eine affine Basis B gegeben, so definiert diese eine Topologie
auf M wie folgt: Die offenen Mengen in M sind genau die Urbilder der offe-
nen Mengen in R™ unter der Abbildung (1.3a). Die so induzierte Topologie ist
die schwichste (oder grobste; hat am wenigsten offene Mengen) auf M fiir die
die gewdhlte affine Kartenabbildung stetig ist. Da aber die Abbildungen der affi-
nen Kartenwechsel (1.5) selbst stetig (sogar analytisch) sind, ist eine affine Kar-
tenabbildung stetig genau dann, wenn es alle sind. Man sieht sofort, dass die so
durch die affinen Karten induizierte Topologie gleich ist der metrischen aus Be-
merkung 2, was einfach daher riihrt, dass die Kartentopologie ja durch die Topolo-
gie des R™ induziert wurde, also der Produkttopologie, die ihrerseits gleich ist der
metrischen Topologie auf R™ (jeder offene Ball enhilt einen offenen Wiirfel und
umgekehrt). Wir betonen diese zweite Art der Topologisierung durch ausgewdihlte
Karten an dieser Stelle deshalb, weil sie analog der Topologisierung allgemeiner
abstrakter Mannigfaltigkeiten ist, die ebenfalls durch die Forderung der Stetigkeit
ausgewdhlter Kartenabbildungen geschieht und nicht, wie in Bemerkung 2, durch
eine von vornherein gegebene geometrische Struktur (Distanzfunktion). O

Bemerkung 6. Im Folgenden denken wir uns immer eine orthogonale affine Basis
b := {0, e1, ez, e3} gewihlt, beziiglich der wir gemaf (1.3) den Anschauungsraum
mit seinem treuen Bild R3, versehen mit dem Standard-Skalarprodukt, identifizie-
ren. Punkte m des Anschauungsraumes werden so durch 3-Tupel ¢g(m) = X :=
(x', %%, %3) reeller Zahlen eineindeutig reprisentiert, und zwei Punkten m, m’ des
Anschauungsraumes ist das Euklidische Skalarprodukt

3
(m—o|m'—o0) =% % :=08apxx" ::Zxax’a (1.6)
a=1
zugeordnet. Alle getroffenen geometrischen Aussagen, die sich nur auf die Geome-

trie des Anschauugsraumes beziehen, werden invariant sein unter Kartenwechsel-
Transformationen (1.5), also von der Wahl der Karte nicht abhiingen. ]
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Kapitel 2

Kurven im Anschauungsraum

2.1 Kurven als Abbildungen

Definition 7. Eine Kurve (im Anschauungsraum) ist eine mindestens dreimal stetig
differenzierbare Abbildung

Z: 1R, A ZA), 2.1

wobei I C R eine offene zusammenhingende Teilmenge ist, also ein offenes In-
tervall, wobei nicht ausgeschlossen ist, dass I = R. Wir setzen weiter voraus, dass
die Ableitung der Funktion (2.1) an keinem Punkt verschwindet. Um hier gleich
weiteren storenden Komplikationen vorzubeugen, die uns hier nicht interessieren,
miissen wir noch die technische Annahme hinzufiigen, dass die Abbildung Z eine
Einbettung ist. Das bedeutet insbesondere, dass sie injektiv ist, dariiberhinaus aber
auch, dass sie ein Homéomorphismus des Intervalls I auf sein Bild in R3 ist. O

Bemerkung 8. Die Forderung der Injektivitit bedeutet lediglich, dass je zwei ver-
schiedenen Punkte von I verschiedene Bildpunkte in R3 zugeordnet werden, die
Kurve sich also nicht selbst schneidet. Die weitergehende Forderung besagt, dass
Z:1 — Bild(I,2) C R3 ein topologischer Homdomorphismus ist, wobei das Bild
von I unter Z als Teilmenge von R3 die Spurtopologie triigt, d.h. die offenen Men-
gen in diesem Bild sind genau die Schnitte offener Mengen in R mit dem Bild.
Die Hom6omorphie verlangt dann, dass sowohl die Abbildung z : I — Bild(1, 2)
als auch ihre Inverse stetig ist, also nicht nur die Urbilder offener Mengen offen
sind (Stetigkeit), sondern auch die Bilder offener Mengen offen sind (Stetigkeit
der Inversen; die Abbildung heifit dann offen). Letztere Bedingung schlie3t man-
che stetigen injektive Abbildung aus, ndmlich solche, unter denen Paare von Punk-
ten aus disjunkten offenen Umgebungen der Urbildmenge nicht mehr in disjunkten



P

offenes Intervall 1

Bild(I, z)

Abbildung 2.1: Das Bild eines offenen intervalls I unter der Abbildung Z im R? entspricht hier einer
liegende Acht, in der der eine der zwei am Kreuzungspunkt iibereinanderliegenden Punkte entfernt
wurde. Der Mittelpunkt p des Intervalls wird auf den am Kreuzungspunkt verbleibenden Punkt p’
abgebildet. Um den Punkt p in I ist ein offenes Intervall (im Text U genannt) eingezeichnet, das in
das ebenfalls eingezeichnete Intervall auf der Acht um den Punkt p’ abgebildet wird (im Text U’
genannt). In der Spurtopologie ist aber U’ nicht offen, da jede offene Menge des R* die p’ enthilt
immer auch Bildpunkte offener Umgebungen der Intervallenden (in Text V genannt) beinhaltet; d.h.
im rechten Bild kommen die ,,Pfeilspitzen” dem Punkt p’ beliebig nahe.

offenen Umgebungen des Zielraumes landen, sich in diesem Sinne also ,,beliebig
nahe* kommen. Enthélt nimlich im Zielraum jede offe Umgebung des Bildpunk-
tes p’ von p auch Bildpunkte einer anderen offenen Umgebung V, die p nicht
enthilt, so kann die Abbildung nicht offen sein, da das Bild einer zu V disjunk-
ten offenen Umgebung U von p (die hier immer existiert) wegen der Injektivitit
auf eine Menge U’ abgebildet wird, die keinen Bildpunkt von V enthilt. In die-
sem Sinne schlieBen wir also aus, dass sich ,,wohlseparierte” Urbildmengen nach
ihrer Abbildung in den Zielraum ,,zu nahe“ kommen. Das kann passieren, wenn
wie im vorliegenden Fall die Urbildmenge nicht kompakt ist. Ein Beispiel ist in
Abbildung 2.1 diskutiert. O

Bemerkung 9. Es ist prinzipiell wichtig zu unterscheiden zwischen einer Kurve
als Abbildung Z : I — R3 und ihrem Bild, Bild(I,Z) C R3. Zwei verschiedene
Abbildungen konnen durchaus das gleiche Bild (als Mengen) besitzen. Ist etwa
¢ : I — T’ eine Bijektion, die samt ihrer Umkehrabbildung dreimal stetig diffe-
renzierbar ist, dann sind Z und Z’ := Zo ¢ ' : I’ — R3 verschiedenen Abbil-
dungen mit gleichem Bild, also nach unserer Definition (Kurven als Abbildungen)
auch verschiedene Kurven. Man nennt dann Z’ eine Umparametrisierung von Z, die
auch so sein kann, dass I’ = I aber ¢ # idy. Die geometrischen Aussagen, die wir
iiber Kurven treffen werden, hingen allerdings nur von Bild(I,Z) C R? und nicht
von der Parametrisierung ab. Es ist wichtig, sich dieser Tatsache zu vergewissern,
da wir die Ergebnisse meist unter Benutzung einer bevorzugte Parametriesierung,
nidmlich nach der Bogenldnge, ableiten werden. Dabei ist zu beachten, dass der
Parameter der Bogenlidnge erst durch Bild(I, Z) festgelegt wird. Aus Bequemlich-
keit, und auch um die Notation nicht zu sehr zu Komplizieren, werden wir eines
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unter Physikern iiblichen Vergehens schuldig machen, das darin besteht, nach ei-
ner Reparametriesierung wieder von der Kurve zu sprechen (als sei es die gleiche)
und das Funktionssymbol Z beizubehalten. Ableitungen nach unterschiedlichen Pa-
rametern werden allerdings durch verschiedene Symbole (Strich allgemein, oder
Punkt bei Bogenlidnge) am Funktionssymbol Z gekennzeichnet. O

Die Bogenlinge zwischen den Kurvenpunkten Z7 := Z(A1) und 25 := Z(A;), wobei
Ay > Ay, ist

A2
s(z,22) =J AVEN -0, (2.2)

A

wobei Z/ := dZ/dA. Diese hingt bei gegebenen Bild(I,Z) C R3 nur von den
Punkten Z; ; ab, nicht von der gewihlten Parametrisierung.

Zeichnet man irgend einen Punkt Zy auf der Kurve aus, so ist die Bogenlidnge s(A)
zwischen dem festen Punkt Zy = Z(Ag) und dem variablen Punkt Z(A) fiir A > A
gegeben durch

A
s(A) :J dA'\/Z/(N) - Z' (A1) (2.3)

Ao

wobei wir vorausgesetzt haben, dass z’ nirgends verschwindet, die Parametrisie-
rung derKurve mit A also streng monoton ist.

2.2 Das begleitende Dreibein

Im Folgenden werden wir Bogenlidnge (gerechnet von einem geeignet gewdlten
Anfangspunkt Z) selbst als Parameter verwenden. Dann ist

. Az a7
Zi=—=7 — = —=,
ds ds z! . z!

Izl = VZ-Z2=1. (2.5)

Differentiation von Z - Z = 1 nach s liefert

(2.4)

so dass

Z-2=0. (2.6)

Gemessen in Einheiten der Bogenlédnge ist die Kurvengeschwindigkeit vom Betrag
eins und die Kurvenbeschleunigung senkrecht zur Geschwindigkeit. Ist Z(s) # 0
bilden {Z(s), Z(s), Z(s) xZ(s)} eine dem Raumpunkt Z(s) zugeordnete othogonale
und orientierte Basis des R3. In normierter Form hat diese einen speziellen Namen:
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Definition 10. Ist Z(s) # 0: dann heiBt

&1(s) == Z(s) (Tangenten-Einheitsvektor), (2.7a)
é2(s) = Z(s)/||Z(s)H (Hauptnormale) , (2.7b)
& (s) = Z(s) x i’(s)/HE’(s) X E’(s)H (Binormale) , (2.7¢)

das begleitende 3-Bein der Kurve Z an der Stelle Z(s). Dieses ist orthonormiert, d.h.
€a(s) - €p(s) = dap (2.8)

und positiv orientiert, d.h.
€1(s) - (é’z X ég(s)) = (61(5) X 62) -€3(s) =1. (2.9)

Da nach Voraussetzung die Kurve s — Z(s) von der Klasse C ist, sind die Ab-
bildungen s +— €s(s) i.A. nur von der Klasse C' (da zweite Ableitungen von Z
auftreten). ]

Ist i’(s) = 0 fiir alle s € (s1,2) so ist das Bild dieses Intervalls unter der Abbil-
dung Z ein Geradenstiick:

Z(s)=ds+b, Vse(sy,s2) (2.10)
mit konstanten @, b € R3 und ||@|| = 1.
2.3 Die Frenet-Serret-Gleichungen

Da das begleitende Dreibein fiir jeden Wert des Parameters s eine Basis bildet, gibt
es stetige (also C°-) Funktionen s — Tg(s), so dass

€(s) =) Ti(s)€als). (2.11)

Da das Skalarprodukt (2.8) unabhéngig von s ist, folgt durch Ableiten von (2.8)
nach s und Benutzung von (2.11) und wieder (2.8):

3 3
Tan(s) := ) BacTe(s) =— > OpcTe(s) = —Toals). (2.12)
c=1 c=1
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Das bedeutet, dass die Endomorphismen des R3 (lineare Abbildungen) T(s) :
R3 — R3, T(s) (é’b(s)) = Zi:1 T¢ (s)€q(s), antisymmetrisch beziiglich des eu-
klidischen Skalarproduktes sind, d.h. (v | T(s)w) = —(T(s)v | w). Da fiir ortho-
normale Basen die Matrizen T (s) und Tqp(s) identisch sind, bedeute dies, dass
die den Endomorphismus T(s) reprisentierende Matrix T (s) ebenfalls antisym-
metrisch ist. Eine allgemeine antisymmetrische Matrix T (s) hat in drei Dimen-
sionen im Allgemeinen drei unabhédngige Eintrdge. Aus (2.7a) folgt durch Ableiten
sofort 21(s) = z(s) = ||§(S)Hé’2(s), also Tf(s) = —T3] (s) = 0. Somit hat die Ma-
trix T (s) nur zwei i.A. nicht-verschwindende Komponenten, nimlich T%(s) und
T23(s):

Definition 11. Man nennt die Funktionen

T (s) = —T;(s) = k(s) = ||Z(s)] die Kriimmung (2.13)
T5(s) = —T2(s) = (s) die Torsion . (2.14)

Die resultierenden Gleichungen (2.11) (hier in einer offensichtlich erweiterten
Matrix-Schreibweise)

€i(s) 0 k(s) 0 € (s)
&(s) | =—«x(s) 0 x(s)] | &fs) (2.15)
& (s) 0 —1(s) O e3(s)

heillen die Frenet-Serret Gleichungen. Diese konnen in folgender dquivalenten
Form geschrieben werden:

€als) = d(s) x €a(s), (2.16a)

wobei man
@(s) :=1(s)€r(s) + k(s) €3(s) (2.16b)
den Darboux-Vektor nennt. O

2.4 Kriimmung und Torsion

Kriimmung, Torsion und Darboux-Vektor haben jeweils eine sehr anschauliche,
wenn auch nicht ganz triviale Bedeutung. Zunichst stellen wir jedoch ihre analyti-
schen Eigenschaften fest.
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Bemerkung 12. Gegeben eine Kurve Z : I — Z(s) der Klasse C3 mit ||Z(s)]| # 0
fiir alle s € 1. Dann sind Kriimmung und Torsion folgende, durch Z ausgedriickte
Funktionen:

k:IT—=Rso, k(s)=] g(s)|| Klasse C', (2.17a)

t: 15 R, 1(s)= Klasse C°. (2.17b)

I1Z(s)]12

Gleichung (2.17a) ist klar und Gleichung (2.17b) folgt aus T = é’z -€3 und Einsetzen
der Definitionen (2.7b) und (2.7c) von € und €3. Im Folgenden werden wir also bei
der gemachten Differenzierbarkeitsvoraussetzung an Z noch eine Ableitung von k
bilden konnen, nicht jedoch von T und damit auch nicht von . Fiir letztere miisste
Z von der Klasse C* sein. O

Was nun die geometrische Deutung angeht, so ist zunéchst ist aus (2.16a) klar, dass
@(s) der Vektor der Winkelgeschwindigkeit ist, mit dem das begleitende Dreibein
an der Stelle Z(s) im Raum rotiert wenn man entlang der Kurve mit konstantem
Geschwindigkeitsbetrag Eins fortschreitet. Die durch & représentierte Winkelge-
schwindigkeit wird also in Einheiten von Bogenmal} pro Langeneinheit (entlang
der Kurve) gemessen. Dieser Vektor liegt in der Ebene, die von der Tangente und
der Binormalen aufgespannt wird, steht also immer senkrecht zur Hauptnormalen.

Definition 13. Die Ebene
KE(s) := Z(s) + Span{&(s), &:(s)} = Z(s) + Span{Z(s), Z(s)}  (2.18)

nennt man die Kriimmungsebene der Kurve Z durch den Punkt Z{s). O

Der Name , Kriimmungsebene™ riihrt einfach daher, dass wegen

Ny

(S) = Z(S*) + (S - S*)Z(S*) + ]j(s - S*)z Z(S*) + O((S - 3*)3)

2.19
= Z(s.) + (5 — 84) €1(s4) + 3 (5 — s:)K(s:)€2(84) + O((s — 54)°) 19

die Kurve am Punkt Z(s,) bis in einschlieBlich 2. Ordnung in der Kriimmungsebe-
ne durch Z{(s,) verlduft. Bis einschlieBlich 2. Ordung wird die Kurve Z am Punkt
Z(s4) also durch die ebene Kurve approximiert, die aus (2.19) durch Weglassen
von Termen von dritter und hoherer Ordung in (s — s, ) entsteht. Der Kriimmungs-
radius dieser ebenen Kurve ist am Punkt Z(s, ) gerade durch 1/k(s,) gegeben, das
heift, dass der in der Kriimmungsebene liegende Kreis mit Radius 1/x(s,) und
Mittelpunkt Z(s,) + €2(s«)/K(s«) diese ebene Kurve, und damit auch die Kurve
Z, in 2. Ordnung beriihrt. Wir werden einen Beweis dieser Aussage weiter unten
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als Spezialfall einer weitergehenden Aussage kennenlernen, haben aber damit be-
reits eine erste Interpretation der Kriilmmung. Kompletiert durch die Beobachtung,
dass k die Komponente des Darboux-Vektors entlang €3 ist, erreichen wir folgende
Interpretation der Kriimmung:

Bemerkung 14. «(s) ist die in Bogenmal pro Weglidnge gemessene Geschwindig-
keit, mit der sich die Tangentialrichtung am Punkt Z(s) beim Fortschreiten entlang
der Kurve um die orientierte Achse Span{e3(s)} in der Kriimmungsebene dreht.
Kk(s) ist auch der inversen Radius des in der Kriimmungsebene gelegenen Kreises,
der die Kurve am Punkte Z(s) in 2. Ordung beriihrt. O

Definition 15. Sei I C R ein offenes Intervall mit s, € Tund Z : I — R3 eine
CZ2-Kurve (hier reicht C? da wir nur die Stetigkeit der Kriimmung brauchen) mit
K(s«) # 0. (Es existiert also das begleitende Dreibein in einer Umgebung von
s und insbesondere die Kriimmungsebenen.) Der Kreis mit Mittelpunkt z(s,) +
€ (s.)/k(s,) und Radius R¥(s,) = 1/k(s,) in der Kriimmungsebene KE (s, ) heift
Kriimmungskreis und R¥(s,) der Kriimmungsradius der Kurve Z am Punkt Z(s..).

O

Die Torsion ist nun diejenige GroBe, die gerade die Abweichung von einer ebenen
Kurve anzeigt. Das sieht man sofort, wenn man in (2.19) die Approximation noch
um eine Ordnung weiter treibt. Mit Hilfe der Frenet-Serret Formeln (2.15) folgt
sofort

Z = d(k&;)/ds = —k*&| + k&) + KT&3 (2.20)

so dass in dritter Ordnung ein nicht-verschwindender Term o €3 auftritt sofern
Tk # 0, also falls T # 0 da ja k # O vorausgesezt war (ansonsten ist die
Kriimmungsebene ja iiberhaupt nicht definiert). Beachte, dass T die Komponente
des Darboux-Vektors w entlang €7 ist, vgl (2.16). Daraus ergibt sich die Interpre-
tation der Torsion:

Bemerkung 16. t(s) ist die in Bogenmal pro Weglidnge gemessene Geschwindig-
keit, mit der sich die Kriimmungsebene am Punkt Z(s) beim Fortschreiten entlang
der Kurve um die orientierte Achse Span{€;(s)} tangential zur Kurve dreht.  [J

Dieser lokalen Charakterisierung der Torsion kann eine globale an die Seite gestellt
werden durch folgende
Proposition 17. Eine Kurve Z : 1 — R3 verliuft genau dann in einer Ebene wenn

ihre Torsion an jedem Punkt verschwindet.

Beweis. Verlduft Z in einer Ebene dann existieren d, 6, ¢ € R3 und C3-Funktionen
B,y : 1 — R,sodass Z(s) = d+ B(s)b + y(s)cC; die Kurve verlduft also in der

Domenico Giulini: Skript zur Differentialgeometrie 13/160
qig.itp.uni-hannover.de/ giulini/



Ebene d + Span{b, ¢}, wobei b und € linear unabhingig sein sollen. Es ist Klar,
dass dann €7(s) und €,(s) fiir alle s € Iin Span{l;, C} liegen, insbesondere also
auch &(s), dessen &3(s)-Komponente somit verschwindet. Letztere ist nach der
dritten Frenet-Serret-Gleichung (2.15) aber gerade T(s), das somit fiir alle s € I
verschwindet.

Ist umgekeht t(s) = O fiir alle s € I, dann ist wieder nach der dritten Frenet-Serret-
Gleichung (2.15) &3(s) = 0 also &3(s) = 7t € R? konstant. Aus 0=2&(s)&(s) =
Z(s) - i = d(Z(s) - i) /ds folgt dann Z(s) - i = Z, - 7, wobei Z, := Z(s = s,) mit
s« € lirgend ein gewihlter Punkt der Kurve ist. Also ist (Z(s) — Z*) -1 = 0 fiir
alle s € I. Mit anderen Worten, Z verlduft ganz in der Ebene senkrecht zu 1 durch
Zy. O

Wir wenden und nun der Kriimmung zu. Diese hat gemif (2.13) die Dimension ei-
ner inversen Linge und es liegt somit nahe, der inversen Kriimmung eine Linge zu-
zuordnen die als ,,Kriimmungsradius® interpretiert werden kann. In welchem Sinne
das moglich ist, sei nun genauer untersucht.

2.5 Mehr iiber Kriimmung:
Schmieg- versus Kriimmungsgrofien

Wir wollen versuchen, Radius und Mittelpunkt einer Kugel (2-Sphire) im Raum
so zu bestimmen, dass sie sich ,,moglichst glatt® an einen Punkt Z(s,) der Kurve
anschmiegt. Damit ist Folgendes gemeint: Sei m ein Punkt auBerhalb des Bildes
der Kurve Z. Eine Kugel K(1ii, R) = {X € R? | ||X — M| = R} mit Mittelpunkt i
und Radius R schmiegt sich dann ,,moglichst glatt an die Kurve am Punkt Z(s.),
wenn die Funktion f(s) := ||Z(s) — mi/|> — R? an der Stelle s = s, samt ihren
Ableitungen zu bis zu moglichst hoher Ordnung verschwindet. Da es sich um vier
gesuchte reelle Zahlen handelt — eine fiir R und drei fiir M —, wird man neben der
Funktion f noch ihre ersten drei Ableitungen betrachten. Das fiihrt mit Hilfe der
Frenet-Serret-Formeln (2.15) und der Orthogonalitét (2.8) des begleitenden Drei-
beins nach einfacher Rechnung auf

f((s4 ( ﬁ) — R2 =0, (2.21a)
! (s*) =281 (s4) - (Z(ss ):o, (2.21b)
7(sy) =2k ( ) 5 (84) - (Z(s*) —m)+2=0, (2.21¢)
" (s.) = 2(Z(s.) — ) - (—K*& + k& + k1&3)| _ =0. (2.21d)
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Dies sind vier Gleichungen fiir die vier Parameter R, m bei gegebener Bahn (d.h.
Z(s4), €a(s«), K(sx), T(s4) sind gegeben). Setzt man

m — Z(s,) =: p(s4) = Zpa(s*)éa(s*)y (2.22)
a=1
ist also p der Vektor, der vom Bahnpunkt Z(s,) zum Mittelpunkt der zugehorigen
Schmiegkugel zeigt und sind (p', p?, p3) seine drei Komponenten beziiglich des
lokalen begleitenden Dreibeins (also nicht die Komponenten beziiglich der kano-
nischen Basis des R3), dann fiihren die Gleichungen (2.21) auf

3

I5(s)[12 = Y (0°(s.))* = R?, (2.232)
a=1

p'(s.) =0, (2.23b)

p%(s:) = 1/K(84), (2.23¢)

07 (54) K(8:)T(84) = —K(84)/K(s4) . (2.23d)

Daraus ergibt sich folgender

Satz 18. Sei I C R ein offenes Intervall mit s, € lundzZ : 1 — R3 eine C3-
Kurve mit k(s.) # 0. (Es existiert also das begleitende Dreibein in einer Umge-
bung von s..) Wir betrachten die einparametrige Schar (Scharparameter \) von
Kugeloberflichen K(m(A),R(A)) mit M(A) = Z(s.) + €(s.)/K(s:) + A€3(sy)
und R(N) = +/(1/k(s.))2 +N2. Jede dieser Kugeln enthiilt den Kreis in der
Kriimmungsebene mit Mittelpunkt Z(s,) + €>(S+)/K(S«) und Radius 1/x(s), d.h.
den Kriimmungskreis (Definition 15). Ist T(s,) = 0 so sind entweder alle oder kei-
ne diese Beriihrungen sogar von dritter Ordnung, je nachdem ob k(s.) = 0 oder
K(s«) # 0. Ist hingegen T(s,) # 0 so beriihrt genau eine Kugel der Schar die
Kurve Z am Punkte Z(s,) auch in dritter Ordung, nimlich die mit

A=, = Kls) 7 = 03(s.) . (2.24)

T(s4) K2 (s, 0

Definition 19. Die Voraussetzungen seien wie in Satz 18 und t(s.) # 0; dann
heifit die Kugeloberfliche mit Mittelpunkt

. . 1 K(s« .

Fils.) = Z5.) 1 Ea(s.) — ) Ey(s.) @250
K(S«) T(s4)K2(54)
und Radius

1 k(ss) )
RS(s,) = T+ —2 2.25b
(5] K(s*)\/ + (o) (2230
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die Schmiegkugel zur Kurve Z am Punkt Z(s,) und R(s,) der Schmiegradius. Die
Ebene

K(sx)

SE(s4) := Z(s«) + Span {51 (s4), €2(s4) — m

53(8*)} y o (226)

die also durch m(s,) und Z(s,) verlduft und tangential zu der €;(s,) ist, heiBt
Schmiegebene zur Kurve Z am Punkt Z(s,. ). Der Schnitt der Schmiegkugel mit der
Schmiegebene ist ein GroBkreis auf der Schmiegkugel, der die Kurve Z am Punkt
Z(s,) in dritter Ordnung beriihrt. Dieser heilt Schmiegkreis. Er hat als GroBkreis
natiirlich den gleichen Mittelpunkt und Radius wie die Schmiegkugel. O

Bemerkung 20. Kriimmungs- und Schmiegebene sind im Allgmeinen verschie-
den und stimmen am Punkt Z(s,) ganau dann iiberein, wenn dort die Kurve von
lokal konstanter Kriimmung ist, d.h. wenn k(s,) = 0. Genau in diesem Fall
sind auch Kriimmungs- und Schmiegkreis identisch und es stimmen Kriimmungs-
und Schmiegradius iiberein. Im algemeinen Fall entsteht die Schmiegebene aus
der Kriimmungsebene wenn man letztere um die in ihr liegende orientierte Achse
Z(s«) + Span{€j (s.)} mit dem Winkel

o = —arctan (K(S*)> (2.27)
T(s4)K(s4)

dreht. Interessanterweise ist die Schmiegebene im Falle k > 0 entgegengesetzt

zur Torsionsrichtung verdreht. Sind Kriimmungs- und Schmiegebene verschieden,

also k(ss) # O, dann ist der Schmiegradius gemiB (2.25b) echt groBer als der

Kriimmungsradius und der Kriimmungskreis liegt zwar auf der Schmiegkugel, ist

aber kein GroBkreis. O

2.6 Allgemeine Parametrisierung

Zum Schluss wollen wir noch Ausdriicke fiir die Kriimmung und Torsion fiir den
Fall angeben, dass die Kurve Z in allgemeiner Parametrisierung R C A +— Z(A)
gegeben ist, also A nicht mit der Bogenlinge iibereinstimmen muss. Dann gilt ja
ds = ||Z’(A)|| AN, wobei ein Strich die Ableitung nach A bedeutet, so dass

d 1 d

— = — 2.28

s~ F (2:282)

d? 1 a2 z-z" d

Bl . 2.28b

as? = 7 (dxz ik dA) (2:280)
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Also ist

zZ=

‘] — Z/(Z/ Z//) PJ_(_'//) B Z/ X (Z/ >< Z//) 229
B ZE - ErE 0 ¢

wobei P die (A-abhiingigen) orthogonale Projektion auf die Ebene senkrecht zu Z’
bezeichnet. Da die Vektoren z’ und Z’ x z” orthogonal sind ist [Z/ x (Z/ x Z2")]? =

1Z/||1? |12 x 2" ||?. Somit folgt sofort

_IZ7A) x 2"(A)]
12" (V)P

(2.30)

Ist die Kurve eben, so dass 0.B.d.A. Z(A) = (x(A),y(A),0), soist Z/ x Z/ =
(0,0, (x"y” —y'x")), also

X' (A)y”(A) —y’ (A)x"(A)]
[x2(A) +y2(\)] >

K(A) = (2.31a)

Ist dariiberhinaus der Parameter A so gewihlt, dass x(A) = A, die Kurve also als
Graph y(x) in der xz-Ebene gegeben ist, so ist x’(A) = 1 und x”(A) = 0, so dass
"
X) = % (2.31b)
[T +y"2(x)]

Dies ist eine aus der Analysis der Funktionen einer Veridnderlichen bekannte For-
mel fiir die Kriimmung des Graphen, die sich hier als Spezialfall ergibt.

Um auch eine allgemeine Formel fiir die Torsion zu erhalten, gehen wir aus von
Ausdruck (2.17b) aus. In diesem ersetzen wir Zund Z gemdl (2.28) und es folgt
sofort

S

N 2N Z X Z
ZXz= ”Z/H3 (2.32a)
Weiter ist
Z///
Z = —— +Terme  Z' und < 2", (2.32b)
12713
so dass (2 x 2. 2"
. . eee X
(Ex3). . 7=222)"2%2 (2.32¢)
[
AuBerdem ist, wie bereits in (2.30) gezeigt, |Z]|> = ||z’ x Z”||*/||Z’||°. Damit
konnen wir (2.17b) umschreiben in
() = ZR ) 2T (2.33)
1Z'(A) x " (N)[|2 '
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Kapitel 3

Flachen im Anschauungsraum

3.1 Flachen als Abbildungen

Definition 21. Eine Fldche (im Anschauungsraum) ist eine mindestens dreimal
stetig differenzierbare Abbildung

Z:U—=R, (X x%) = Z(x, %), (3.1)

wobei U C R? eine offene zusammenhingende Teilmenge ist, wobei nicht ausge-
schlossen ist, dass U = R?. Wir setzen weiter voraus, dass der Rang der Jacobi-
Matrix der Abbildung (3.1) iiberall maximal (also gleich Zwei) ist. Wie zuvor im
Falle von Kurven schlieen wir storenden Komplikationen durch die weitergehen-
de technische Annahme aus, dass die Abbildung Z eine Einbettung ist, also injektiv
und ein Homéomorphismus von U auf Bild(U, Z). O

Bemerkung 22. Die Forderung nach dem Hochstrang der Abbildung (3.1) ist ganz
analog zur Forderung bei Kurven, dass die Ableitung der Funktion (2.1) nirgends
verschinden moge, also auch Hochstrang (ndmlich Eins) hat. Hier ist es gleichbe-
deutend damit, dass die zwei Tangentenvektoren

. 0z
Z1 = W 2 y (323)
. 0z
Z) = w e y (32b)

an die Kurven konstanter Koordinaten x* bzw. x' (angedeutet durch die bei der
partiellen Ableitung konstant zu haltende Variable) an jedem Punkt der Flache liner

18



unabingig sind. Dies ist seinerseits gleichbedeutend damit, dass Z; x Z» nirgends
verschwindet, so dass tiberall auf der Fldche das Feld der Normalenvektoren
A:U—S*=KecR||x]| =1},
1

= 0 x2) % 2 (x) ¥ (3.3)
(X1,X2) Hﬁ(x],xz) Z1 (X y X ) X Z’Z(X y X )

T AN ) X L)
definiert ist. ]

Definition 23. Die Abbildung (3.3) nennt man Gauf3-Abbildung.

Bemerkung 24. Wie Kurven miissen wir auch bei Flachen zwischen der Abbil-
dung Z : U — R3 und dem Bild, Bild(U,Z) C R3 unterscheiden. Ist ¢ : U —
U’ c R3 eine Bijektion, die samt ihrer Umkehrabbildung dreimal stetig differen-
zierbar ist, dann sind Zund Z/ := Zo ¢~' : U’ — R3 verschiedene Abbildungen
mit gleichem Bild, also nach unserer Definition (Flichen als Abbildungen) auch
verschiedene Flichen. Wieder nennt man dann Z’ eine Umparametrisierung von
Z, die auch so sein kann, dass U’ = U aber ¢ # idy. Allerdings werden wie
schon bei Kurven die zu treffenden geometrischen Aussagen iiber Flachen nur von
Bild(U, Z), nicht aber von der Parametriesierung abhingen. Bevorzugte, durch die
Geometrie der Flache definierte Parametrisierungen existieren auch bei Fldchen,
jedoch weniger eindeutig und in der Charakterisierung komplexer als bei Kurven,
wo im wesenltichen nur die zur Bogenlédnge proportionalen Parameter ausgezeich-
net waren. O

3.2 Das begleitende Dreibein

Definition 25. Eine Abbildung (3.1) defniert durch (3.2) und (3.3) an jedem ih-
rer Bildpunkte Z(x',x?) ein orientierte Basis {Z;(x',x?), Z2(x!,x?), fi(x',x?)}
des R3, die wir das die Abbildung Z begleitende Dreibein nennen. Dieses ist im
Unterschied zu Kurven nicht geometrisch festgelegt (da dort der Parameter der
Bogenlinge geometrisch ausgezeichnet war) sondern immer nur relativ zur einer
(geometrisch nicht bestimmten) Parametriesierung (x',x?) definiert. Davon aus-
genommen ist das Normalenfeld 7 (das modulo Orientierung durch Bild(U, Z) be-

stimmt ist) und die Orthogonalitit zwischen 1l und Z; ». Es gilt also immer
R xA)) =1, Az, %) =0, AKx,x) K, %) =0, 3.4

withrend die drei unabhingigen Skalarprodukte der Vektoren Zj(x',x?) und
1

Z(x', x?) untereinander von der Parametrisierung abhingen. Ist Z von der Klasse
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C3, so sind Z7, Z> und 7 von der Klasse C2, da in ihre Definition nur erste Ablei-
tungen von Z eingehen (im Gegensatz zum Fall der Kurve, wo €, und €3 in (2.7b)
bzw. (2.7¢) bereits zweite Ableitungen enthalten, das begleitende Dreibein also nur
von der Klasse C! ist). [

Definition 26. Der durch die tangential an die Fliche Bild(U,Z) am Punkt
Z(x",x%) von Z;(x',x%) und Z(x',x?) aufgespannte Untervektorraum von R3
heiBt Tangentialraum der Fliche am Punkt Z(x', x?). Er ist das orthogonale Kom-
plement zu 1i(x', x?) in R und somit von der Parametrisierung unabhingig, also

durch Bild(U, Z) C R3 bestimmt. Wir nennen ihn Ty, (Bild(U, 2)) O

Eine Kurve Z(A) auf der Fliche wird dargestellt durch ihre Parameterform A —
(X1 (A), X2(7\)), so dass
Z(A) = Z(x' (A), x*(N)) - (3.5)

Thr Tangentenvektor am Punkt Z(A) ist
Z'(A) = Zo (x(A)) x"4(A) (3.6)

Dabei haben wir zur Vereinfachung der Notation folgende Schreibweisen ein-

gefiihrt: Das Argument x(A) oder einfach nur x steht fiir das 2-Tupel (x] (A), x? (7\))

bzw. (x',x?). Ausserdem lassen wir an Ausdriicken wie Zi:1 Zov® das Summen-

zeichen fallen und vereinbaren, dass liber doppelt auftretende Indizes in unter-
schiedlicher Stellung (einer oben und einer unten) zu summieren ist (Einstein’sche
Summenkonvention).

Definition 27. In den Tangentialrdumen wird durch die Einbettung im euklidischen
IR3 ein positiv definites Skalarprodukt definiert, das am Punkt Z(x) der Fliche auf
den Basisvektoren Z, (x) gegeben ist durch

Za(x) - Zp(x) := gab(x) (3.7)

Mann nennt diese punktweise Zuweisung positiv-definiter Skalarprodukte, eines
zu jedem Tangentialraum der Flidche, die erste Fundamentalform der Flache oder
auch einfach ihre Metrik. O

Bemerkung 28. Da die Tangentialriume von der Parametrisierung unabhéngig
sind, gilt dies auch fiir die Metrik. Lediglich die die Metrik repridsentierenden Ko-
effizienten gy, dndern sich unter Reparametrisierung. Ist ¢ : U — U eine Repara-
metrisierung und Z := Zo g~ : U — R3 die reparametrisierte Fliche mit gleichem
Bild, dann ist Z(X) = Z(x) mit X = ¢(x) und

a(%) = Zp(x) J2(X) . (3.8)

Ny
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Dabei haben wir folgende kompakte Notation eingefiihrt, die uns in spiteren Rech-
nungen noch sehr niitzlich sein wird: Ableitungen nach X® werden durch einen
angehingten, iiberstrichenen Index @ bezeichnet. Die Komponenten d%®/0x® der
Jacobi-Matrix zur Abbildung ¢ : U — U, x — % := ¢(x) werden durch J&(x)
bezeichnet und die Komponenten 9x®/0%° der Jacobi-Matrix zur inversen Abbil-
dung ' : U = U, X — x = ' (X) mit Tg Es gilt dann

JEX)TE(R) =85 und JE(X)J5(x) = 8. (3.9)

Derselbe Tangentialvektor am Punkt Z(x) = Z(X) hat also die parametrisierungs-
abhiingigen Basisentwicklungen v = Z, (x)v® = Zg(X)v% mit

P8 =TJ8(x) V0. (3.10)

Die Koeffizienten der Metrik beziiglich beider Basen stehen dann in folgender Re-
lation:

Ga5(X) = Za(%) - (%) = 9ea() JE(R) TR (X) - (3.11)
Insbesondere gilt also mit (3.10) und entsprechend Wb = ]B( Jw€, dass
gab (X)VW® = ggp(X)0° 4P was eben in Komponenten die Tatsache ausdriickt,
dass die Metrlk selbst von der Parametrisierung unabhéngig ist. 0

Die Linge der Kurve (3.5) ist nun analog zu (2.3) gegeben durch

s(A :de¢%b Jx/a(A)x (\). (3.12)

Der Flicheninhalt der durch U < R? parametrisierten Fliche, also von
Bild(U, Z) C R3, ist

A(Bild(U, ) = J 12100 % Za(x)]| dx' dx2
u

— J Vet gap (x)] dx'dx?,
u

(3.13)

dennesist |2 (x) x 22 (x)||* = (£1)*(22)*—(Z1-22)* = g11922—(912)* = det{gap }-

Sowohl die Kurvenlidnge als auch der Flacheninhalt sind von der Parametrisierung
unabhingig. Wir zeigen das formal anhand des Flacheninhalts. Zu zeigen ist, dass
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=

A(Bild(u, Z)) = A(Bild(ﬂ, Z)). Aber das ist einfach, denn

A(Bild(U, 2)) = "_ \/det{g 5 (%)} dx'dx?

Ju
=], Vdet{gap (x)} det{J§ (%)} dx'dx? (3.14)
= " det{gap (x)} dx'dx?.

Ju

Dabei haben wir fiir das zweite Gleichheitszeichen (3.11) benutzt und fiir das dritte
einfach die Regel fiir die Variablensubstitution des Lebesgue Integrals.

3.3 Die Gleichungen der zweiten Ableitung

Die ,,zweiten Ableitungen von denen hier im Titel die Rede ist, beziehen sich auf
die Einbettungsfunktionen (3.1). An jedem Punkt Z(x) der Fliche Bild(U, Z) C R?
hatten wir ein aus den ersten Ableitungen ein Dreibein (Basis des [R3) definiert, be-
stehend aus den zwei linear unabhéngigen (aber i.a. weder orthogonalen noch nor-
mierten) Tangentialvektoren (3.2) und dem zu diesen senkrechten und normierten
Normalenvektor (3.3). Die Gleichungen der zweiten Ableitung betreffen nun die
ersten Ableitungen dieses Dreibein-Feldes. Sie sind das flichentheoretische Pen-
dant zu den Frenet-Seret-Gleichungen der Kurverntheorie, die wir in Abschnitt 2.3
diskutiert haben.

Wir schreiben

. 0z 0Z .
Zab = 30X = P oxa = Zpq (3.15a)
und o
n
Ny 1= . 3.15b
Mo = 33 ( )

Beachte, dass 1 gemiB (3.3) aus den ersten Ableitungen Z, zusammengesetzt
ist, so dass die rechte Seite von (3.15b) ebenfalls die zweiten Ableitungen Zgy,
enthilt. Da wir die Einbettungsfunktion Z als sogar dreimal stetig-differenzierbar
vorausgestzt haben (aus Griinden, die bald offensichtlich werden), gilt die bereits
in (3.15a) hingeschriebene Symmetrie unter Vertauschen der Indizes a und b.

Da das Dreibein {Z7(x), Z2(x), fi(x)} an jedem Punkt Z(x) eine Basis bildet, gibt
es Koeffizientenfunktionen x — Kgp,(x) und x — T (x), so dass (wir unter-
driicken nun das Argument x, von dem jede der hier hingeschriebenen Gréfen
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abhingt)

Zab = Kap 0+ TS Ze (3.16a)
Ry = LEZ,. (3.16b)

Dabei haben wir gleich beriicksichtigt, dass die Ableitung des normierten Feldes
M, normal zu 1 steht, also auf der rechten Seite von (3.16b) keine Terme parallel
zu 7 stehen. Aus der Symmetrie Z,p = Zpq folgt sofort die Symmetrie der Koeffi-
zienten:

Kab = Kpeq und T5, =T, - (3.17)

Die Gleichungen (3.15) sind nun die besagten Gleichungen der zweiten Ableitun-
gen. Wie bei den Kurven die Funktionen der Kriimmung und Torsion die Geome-
trie der Kurve charakterisieren, sind bei den Flichen die Koeffizientenfunktionen
Kav, Lj und 'Sy charakteristisch fiir die Geometrie der Fliche. Dabei sind vom In-
formationsgehalt her Ky, und L identisch, wie wir nun zuerst diskutieren wollen.
Danach wenden wir uns den I'$, zu.

Bemerkung 29. Die Koeffizienten Kqp und Lf sind eng miteinander verkniipft.
Um das zu sehen nimmt man das Skalarprodukt von (3.16b) mit Z,. Es folgt

Zo -y = gacl. (3.18)

Die linke Seite ist aber nach der Produktregel gleich —Zy, - i, da Z - 1t ja identisch
verschwindet. Nach (3.16a) ist dies aber gleich —Kgy,. Also gilt

Kab = —9gaclp (3.19a)

oder dquivalent
Ly = —9“Kep, (3.19b)

wobei gab die Komponenten der zu {gqp} inversen Matrix sind; d.h.
g%ge = 0p (3.20)

die naturlich selbst wieder symmetrisch ist: g® = g®@. O

Man beachte die unterschiedliche mathematische Bedeutung der durch die Koef-
fizienten Kqp und Ly definierten Objekte K und L: K ist eine auf den Tangenti-
alrdumen an die Flache definierte symmetrische Bilinearform (so wie die Metrik).

Fiir v = v9Z, und w = wPZ, ist
K(@,W) = K(vZ,, wPz) = Kgpv*w?, (3.21)
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wobei Kqp = K(Zq4, Zp). Hingegen ist L ein auf den Tangentialrdaumen definierter
Endomorphismus (lineare Selbstabbildung)

L(V) = L(v’2) = L]V® Z,, (3.22)

wobei also L(z,) = Ly Za.

Nun ist in einem Vektorraum mit Metrik g (allgemein: nicht ausgearteter sym-
metrischer Bilinearform) jedem Endomorphismus L eindeutig eine Bilinearform B
zugeordnet, nimlich durch

B(¥, W) :=g(V,Lw) . (3.23)
In Komponenten beziiglich einer Basis Z, hat man dann By, = B(Zy,Zp) =
9(Za, LZe) = gacLy, was mit Kqp = —Bgp genau (3.19a) entspricht. Aulerdem

ist B symmetrisch genau dann, wenn L beziiglich g symmetrisch (selbstadjungiert)
ist, d.h. gilt g(V, Lw) = g(wW, L) fiir alle V und W des Vektorraums.

Definition 30. Das Feld L der punktweisen Endomorphismen der Tangentialriume
nennt man die Weingarten Abbildung der Fliche, manchmal auch den Form-
Operator (aus Griinden die wir noch kennenlernen werden). Das Feld K der
punktweisen symmetrischen Bilinearformen auf den Tangentialriumen nennt man
die zweite Fundamentalform oder gleichbedeutend die extrinsische Kriimmung
der Fliche. Die extrinsische Kriimmung ist das Negative der zur Weingarten-
Abbildung durch die Metrik assoziierten Bilinearform. Die Weingarten Abbildung
ist beziiglich der Metrik symmetrisch (selbstadjungiert). 0

Satz 31. Die Koeffizientenfunktionen TSy sind durch die Komponentenfunktionen
Onm der Metrik bestimmt wie folgt (gab,c := 0gab/0XE etc.):

rgb = %gcn(_gab,n + Gnap + gbn,a) . (3.24)
Beweis. Multiplikation von (3.16a) mit Z,, ergibt

anrgb =Zn - Zab
=0(Zn - Za)/OX* —Znp - Zg - (3.25)
—

=09na,b

Ersetzt man darin auf der rechten Seite Z,,, gemaB (3.16a), wobei wegen des Ska-
larprodukts mit Z, nur der I'-Term beitrégt, so folgt aufgelost nach gnq b:

Ina,b = Inelab + Gaclhp (3.26a)
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Schreibt man diese Gleichung noch zweimal mit zyklisch permutierten Indizes
(nab) auf

gabn = gaclon + Goclan s (3.26b)
gon,a = gvelna + Inelvas (3.26¢)

und subtrahiert die zweite Gleichung (3.26b) von der Summe der ersten (3.26a) und
dritten (3.26c), dann heben sich wegen der Symmetrie (3.17) der I'-Koeffizienten
auf den rechten Seiten der erste Term von (3.26b) gegen den zweiten von (3.26a)
und der zweite Term von (3.26b) gegen den ersten von (3.26c) weg und die ver-
bleibenden zwei Terme (erste von (3.26a) und zweite (3.26¢)) sind gleich. Also hat
man

—dabn T 9nab + Gon,a = 2gnc rgb . (3.27)

Multiplikation mit der inversen Metrik gdn (und Summation iiber n) unter Ausnut-
zen von g9™gn. = 64 liefert

r% =199 (—gabm + Gnap + Gonya) (3.28)

was genau (3.24) entspricht, wenn wir den oberen Index d wieder in ¢ umbenen-
nen. O

Bemerkung 32. Man beachte, dass der vorstehende Beweis die Inversion der Re-
lation (3.26a) zeigt, gemdl der die Koeffizientenfunktionen gqp ¢ linear durch die
Koeffizientenfunktionen [, ausgedriickt werden. Die Anzahl der unabhiingigen
Komponenten ist in beiden Fillen 6, da sowohl gqp ¢ als auch I, im Indexpaar
(a,b) symmetrisch ist. Man kann also die 6 Komponenten I'{, lediglich als eine
eine andere, linear unabhéingige Kombination der ersten Ableitungen gqp,c betrach-
ten. ]

3.4 Kriimmung; intrinsische und extrinsische Groen

Ist eine Flidche als Einbettung (3.1) spezifiziert, so liegt damit die Weingarten-
Abbildung L fest. Fiir jeden Punkt Z(x) der Fliche Bild(U, zZ) C R3 existiert dem-
nach eine lineare Selbstabbildung [ (x) des Tangentialraumes auf sich (die Tangen-
tialriume wurden in Definition 26 charakterisiert). Die geometrische Interpretation
dieser Abbildung ergibt sich sofort aus (3.16b). Dazu betrachten wir wie zuvor eine
mindestens einmal stetig differenzierbare Kurve x(A) im Parametergebiert U C R?
und die dadurch definierte Kurve Z(A) := Z(x(A)) auf der Fldche. An jedem Ort
der Kurve Z(A) betrachten wir die Normale 1(A) := fi(x(A)). Die Anderungsrate
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der Normale am Punkt Z(A) ist ein Vektor im Tangentialraum zur Fléiche, denn die
Anderungsrate der Normalen muss senkrecht auf ihr stehen (da 1 konstante Linge
hat). Diese Anderungsrate ist gerade

di(A)  dmi(x)

T x®(A). (3.29)

x=x(A)

Ersetzt man darin 011/0x® =: 1, durch die rechte Seite von (3.16b), so folgt mit
di(A)/dA =1/ (N):

it/(A) = L§ (x(A)) x®(A) = L(Z'(N)) - (3.30)

Die Weingarten-Abbildung L am Punkt Z(A) der Fliche bildet also die Tangen-
tialgeschwindigkeit Z’(A) in die Anderungsrate 1i/(A) des Normalenfeldes ab. Es
ist anschaulich klar, dass diese Anderungsrate der Normalen bei Forschreiten in
Richtung Z’(A) umso groBer ist, je stirker sich die Fliche ,,im umgebenden An-
schauungsraum im Richtung z’(A) kriimmt*, soll heissen, je schneller der Norma-
lenvektor beim Fortschreiten in Richtung Z’(A) kippt.

Bemerkung 33. Geometrisch ist die Weingarten-Abbildung also wie folgt zu ver-
stehen: Sei z(s) ein nach der Bogenlidnge s parametrisierter Weg auf der Fliche
und Z(s) der zugehdrige normierte Geschwindigkeits-Tangentialvektor am Punkte
Z(s). Dann gibt der Tangentialvektor L(Z’(s)) am Punkte Z(s) der Fliche die in
Bogenmal pro Weglinge gemessene gerichtete Geschwindigkeit an, mit der der
Normalenvektor 7i(s) beim Fortschreiten in Richtung Z(s) kippt.

Da die Weingarten-Abbildung L beziiglich der Metrik g symmetrisch (selbstadjun-
giert) ist, gibt es am jedem Punkt der Fliche eine Orthogonalbasis die L diagonali-
siert. Es gibt also an jedem Punkt der Flidche zwei aufeinander senkrecht stehende
Richtungen mit der Eigenschaft, dass beim Fortschreiten in diesen Richtungen der
Normalenvektor parallel oder antiparallel zu dieser Richtung kippt. Sind die Ei-
genwerte von L gleich, L also ein Vielfaches der identitit, so gilt letzteres fiir alle
Richtungen.

Definition 34. Die Eigenrdume der Weingarten-Abbildung im Tangentialraum
der Fliache an einem Punkt bezeichnet man als die (nicht orientierten) Haupt-
kriimmungsrichtungen an diesem Punkt, die Eigenwerte als Hauptkriimmungen
und die Inversen der Hauptkriimmungen als die Hauptkriimmungsradien. Sind an
einem Punkt die Eigenwerte der Weingartenabbildung gleich, also alle Richtun-
gen Hauptkriimmungsrichtungen, so bezeichnet man diesen Punkt als Nabelpunkt
oder umbillischen Punkt (engl. umbillic point). Ist jeder Punkt einer Fliche ein
Nabelpunkt, so heiit die Fliche Nabelfidiche oder total umbillisch (engl. totally
umbillic). O
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Satz 35. Eine Nabelfliiche ist entweder ein Stiick einer Kugel oder einer Ebene;
letzteres genau dann, wenn die Weingarten Abbildung an jedem Punkt die Nullab-
bildung ist (die zweite Fundamentalform = extrinsische Kriimmung also identisch
verschwindet).

Beweis. Der Beweis ist relativ einfach wenn man wie wir dreimalige stetige Diffe-
renzierbarkeit voraussetzt. Eine Verallgemeinerung auf nur zweimalige stetige Dif-
ferenzierbarkeit findet man z.B. in [3]. Im Falle der Nabelfldche ist die Weingarten-
Abbildung an jedem Punkt der Fldche proportional zur Identitit, wobei der Propor-
tionalitdtsfaktor (die Hauptkriimmung) von Punkt zu Punkt variieren kann. Es gibt
also eine Funktion k : U — R, so dass k(x) die Hauptkriimmung am Flachenpunkt
Z(x) angibt. Aus (3.16b) wird dann

T_fb = bi . (331)
Nochmalige Differentiation liefert
ﬁba = bia + Kazb y (3.32)

wobei Kq := 0k/0x“. Subtrahiert man von dieser Gleichung die Gleichung, die
man erhilt, wenn man a und b vertauscht und benutzt Zqp, = Zpq und Mg, = fpg
(letzteres benutzt die dreimalige stetige Differenzierbarkeit der Einbettungsfunkti-
on), dann folgt KqZy, — KpZe = 0, was dquivalent ist zu

K]Zz — KzZ] =0. (3.33)

Wegen der linearen Unabhingigkeit von Z; und Z, an jedem Punkt folgt k1 = k; =
0, also die Konstanz von k. Also gilt (3.31) mit konstantem k, was sofort integriert
werden kann zu

n=«kz+C, (3.34)

wobei ¢ € R3 konstant ist. Ist k = 0 so ist 1 = ¢, die Fliche also Stiick einer
Ebene senkrecht zu C. Ist k # 0 dann

7= ¢/k+1i/K, (3.35)
was die Gleichung des Stiicks einer Kugel mit Mittelpunkt —C/k und Radius 1/|x|
ist. O
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Abbildung 3.1: Zylindermantel der Linge L und vom Radius R eingebettet im R>. Die Parame-
trisierung ist durch die x-Koordinate und den Meridianwinkel 0, der die Drehung um die negativ-
orientierte x-Achse angibt. Diese Orientierung wurde deshalb gewihlt, damit Z; X Z> und damit die
Normale 1 nach auBen zeigt.

Beispiele

Zur Veranschaulichung der Weingarten-Abbildung betrachten wir zwei Beipiele,
das des Zylindermantels und des Torus.

Wenden wir uns zuerst dem Zylindermantel zu. Dieser habe die Linge L und den
Radius R, wobei die Zylinderachse auf der x-Achse des R3 liegt. Der Mittelpunkt
der Zylinderachse soll im Urprung liegen, so dass sich der Zylindermantel von
x = —L/2 bis x = /2 erstreckt. Wir parametrisieren den Zylindermantel durch
(x',x%) = (x, 0), wobei x' = x einfach die x-Koordinate ist und 0 der Winkel auf
den Meridiankreisen in den Schnittkreisen des Zylindermantels mit den Ebenen
x = konst.. Dann gilt
X
Z(x,0) = [ Rsin® | . (3.36)
R cos©

Dann ist das begleitende Dreibein gegeben durch (die Argumente (x, 6) sind wie-
der unterdriickt)

1 0 0
zZ17=10], Z=| Rcos® |, w=/|sin0O|. (3.37)
0 —R sin O cos©

Dabei ergibt sich i einfach durch ausrechnen von z; x Z, und normieren mit ||Z7 X
Zz” =R.

Als Zwischenergebnis notieren wir die geméal (3.7) berechneten Komponenten der
erstem Fundamentalform (Metrik) gqp = Zq - Zp:

{gan(x,0)} = <(]) ];)2) . (3.38)
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Sie sind also konstant (von x und 0 unabhingig.

Fiir die Ableitungen des Normalenvektorfeldes folgt aus (3.37) weiter

0
A1 =0, Ta=| cos® | =R'Z. (3.39)
—sin©

Damit sind die Komponenten der Weingarten-Abbildung beziiglich der Basis
{Z1, Z»} sofort bestimmt:

{L§(x,0)} = <8 R‘L) . (3.40)

Auch diese sind konstant (von x und 6 unabhingig). Die Interpretation dieser Ei-
genwerte gemill Bemerkung 33 ist offensichtlich: Wihrend der Normalenvektor
beim Fortschreiten parallel zur Zylinderachse immer parallel zu sich bleibt, al-
so nicht kippt, und somit die Richtung parallel zur Zylinderachse dem Eigenwert
Null entspricht, kippt der Normalenvektor beim Forrtschreiten um die Weglinge
RA® in die dazu senkrechte Meridianrichtung um den Winkel A0 parallel zur
Fortschreitungsrichtung. Diese Richtung ist also Eigenrichtung mit Eigenwert
AB/(RAB) =1/R.

Als zweites und interessanteres Beispiel betrachten wir die Torusflache, deren
Kriimmung ortlich variiert. Diese sei wie in Abbildung angegeben durch den Me-
ridianwinkel p und den Azimuth t parametrisiert und zwar so, dass x' = t einen
Kreis vom Radius R in der xy-Ebene parametrisiert — der Mittelkreis (oder ,,See-
le“) des Torus — und dann, fiir jeden Punkt t dieses Mittelkreises, x> = p einen
weiteren Kreis senkrecht zum Mittelkreis mit Radius r. Damit diese letzteren Krei-
se alle schnittfremd sind muss v < R sein. Sie bilden dann einen geschlossenen
Schlauch vom Innenradius T um den Mittelkreis. Dann ist

cost cost
Z(t,p) =R | sint | +rcosp | sint | +rsinpé,
0 0

(3.41)

(R+rcosp)cost

= | (R4+rcosp)sint

TSinp
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Abbildung 3.2: Eingebette Torusfliche mit Mittelkreis vom Radius R und Schlauchradius v < R, die
durch die Winkel x' = t bzw. x? = p im Intervall [0, 27t] parametrisiert werden. Der Ortsvektor der
in dieser Zeichnung mit X bezeichnet ist entspricht Z(x', x?) in der unserer Bezeichnungsweise.

Einfaches Ausrechnen ergibt die Komponenten des begleitenden Dreibeins:

—(R+ 71 cosp)sint
zZ1 = (R+ 1 cosp)cost (3.42a)
0

—T sinpcost

Z) = | —r sinpsint (3.42b)
T cosp

cosp cost

cosp sint | . (3.42¢)
sinp

Si
Il

Als Zwischenergebnis notieren wir wieder die Komponenten der ersten Fundamen-
talform gqp = Zg - Zp:

(R+1 cosp)? O) . (3.43)

{gav) = ( 0 2

Diese hingen nunmehr von x*> = p (aber nicht von x
entlang der Meridiane nicht konstant.

! = t) ab und sind somit
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Fiir die Ableitungen des Normalenvektorfeldes folgt aus (3.42¢) weiter

—cospsint cosp
N, = t] = ———— 7 3.44
ny cosg cos R+rcosp zZ, ( a)
—sinpcost 1
n, = | —sinpsint | = —2,. (3.44b)
cosp T

Damit sind die Komponenten der Weingarten-Abbildung beziiglich der Basis
{Z1, 2>} wieder sofort bestimmt:

{La} — wa:izsp 0 . (3.45)
b 0 T—]

Der zweite Eigenwert 1/1 hat wieder eine unmittelbare Bedeutung als konstante
Kriimmung der Meridiankreise. Interessanter ist der erste, vom x> = p abhingi-
ge Eigenwert. Er ist positiv in den Intervallen [0, 7t/2) und (37t/2, 271, negativ fiir
p € (1t/2,37/2) und verschwindet fiir p = 7t/2 und 7t = 37/2. Auch das macht
man sich leicht anhand der Interpratation in Bemerkung 33 und der Abbildung 3.2
klar: Lauft man entlang von Breitenkreisen (p = konst.) entlang des Torus, so
kippt der Normalenvektor in Forschreitungsrichtung in den dufleren Bereichen, wo
cosp > 0, und entgegen der Forschreitungsrichtung in den inneren Bereichen, wo
cosp < 0. Auf dem Kreisen p = 71/2 und 7 = 371/2 direkt oberhalb bzw. unter-
halb des Mittelkreises bleibt der Normalenvektor immer senkrecht zur Mittelebene
und daher parallel zu sich.

Gaub’sche Kriimmung

Es ist klar, dass auf der Zylinderfliache lokal (mit ,Jokal*“ meint man stets: Um jeden
Punkt gibt es eine Umgebung, so dass ...) die Gesetze der Euklidischen Geometrie
gelten, denn diese ist auf die Ebene abwickelbar. Umgekehrt kann man einen Zy-
linder aus einem Blatt Papier durch Aufrollen formen, also indem man das Papier
zwar im Raum kriimmt, ohne es jedoch intrinsisch zu verzerren. Man sagt, der Zy-
linder ist zur Ebene lokal isometrisch.

Ein lokaler Begriff von , Kriimmung* soll nun gerade die Nicht-Abwickelbarkeit
signalisieren, also die Abweichung von der lokalen Isometrie zur ungekriimmten
(flachen) Ebene. Ein solches MaB erhélt man aus der Weingarten Abbildung durch
Determinantenbildung. Diese verschwindet nur dann nicht, wenn beide Eigenwerte
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von Null verschieden sind. Auflerdem ist die Determinante eine sinnvolle geome-
trische GroBe, da sie nur von der Abbildung L selbst und nicht von ihrer Kompo-
nentendarstellung {L{} abhingt. Letzteres trifft zwar auch fiir die Spur zu, doch ist
diese eben im allgemeinen auch dann ungleich Null, wenn die Fliche lokal isome-
trisch zur Ebene ist, wie im Fall des Zylinders. Weitere unabhéngige geometrische
Invarianten der Weingarten-Abbildung existieren nicht (in zwei Dimensionen sind
alle Invarianten einer Linearen Abbildung aus der Spur und der Determinante bild-
bar).

Definition 36. Die Gau’sche Kriimmung einer Fliche Bild(U, Z) C R? am Punkt
p = Z(x) ist definiert durch

_ det{Kay ()}
det{gap (x)}
Letzteres wegen (3.19a). Man bachte, dass im Gegensatz zu einem Endomorphis-

mus die Determinante einer Bilinearform keinen geometrisch invarianten Sinn er-
gibt, der Quotient der Determinanten zweier Bilinearformen aber sehr wohl. [

K(p) := det(L(p)) = det{L§(x)} (3.46)

Um die geometrische Bedeutung dieser Kriimmungsdefinition weiter zu untermau-
ern betrachten wir in gewohnter Weise nach der Eigenlinge parametrisierte Kurven
s — Z(s) = Z(x(s)) auf der Fliche. Also

Z(s) = Zg X%, (3.47a)

Z(8) = ZaX® + Zgp X% . (3.47b)

Wir zerlegen Z in seine Komponenten normal und tangential zur Fliiche. Da Z-Z = 0
muss auch die tangentiale Komponente von Z senkrecht zu Z und damit parallel zu
fl X Z sein. Also ist

Z=kKnT+Kg (A X Z), (3.48a)

wobei K und Kq reellwertige Funktionen des Kurvenparameters sind. Da der Kur-
venparameter geometrisch durch das Bild der Kurvenabbildung in der Fldche defi-
niert ist (Bogenlidnge), sind k;, und K4 auch als Funktionen auf dem Bild der Kurve
in der Fliche definiert. Als solche betachten wir sie im Folgenden und nennen sie

Kn = Normalkriimmung , (3.48b)
Kg = geoditische Kriimmung . (3.48¢c)
Gemal (2.17a) ist die Kriimmung der Kurve gegeben durch k = HZ , also gilt
K2 =Kh+KD. (3.49)
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Man beachte aber, dass k per Definition eine nicht negative Funktion ist, wahrend
Kn und Kg beide Vorzeichen annehmen konnen. Die geometrische Bedeutung der
Vorzeichen geht dabei aus (3.48a) hervor: Blickt man antiparallel zur Normalen 7t
auf die Fliche (also so, dass 1 auf den Betrachter zeigt), dann ist Ky, positiv/negativ,
wenn die Beschleunigung des bewegten Punktes zum/vom Beobachter hin/weg ge-
richtet ist. Entsprechend ist kg positiv/negativ, wenn die Kurve nach links/rechts
abbiegt.

Die Zerlegung (3.48a) kénnen wir konkretisieren, indem wir das Z der linken Seite
gemif (3.47b) schreiben und dort das Zgy, durch (3.16a) ersetzen. Das ergibt

Z = Z (X + TEx%P) + 1 Kgp X% (3.50)
Der Vergleich mit (3.48a) liefert dann

Kn = Kap X%, (3.51a)

(L x Z) kg = Zc (X¢ 4+ T5x%Y) . (3.51b)

Definition 37. Eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve auf einer Fliche
heilit Geodadtische, falls ihre geoditische Kriimmung verschwindet. O

Proposition 38. Folgende Aussagen sind dquivalent:

Z( ) x%(s)Z(s) st Geodansche, (3.52a)
)+ Fbc (x(s )) X% (s =0, (3.52b)
ﬁ(s) (Z(s) x Z(s)) = (3.52¢)

Beweis. Geoditische zu sein ist definitionsgemiB dquivalent zu Z|| i (wir lassen die
Argumente (s (s) wieder weg), was nach (3.50) dquivalent zu (3.52b) ist. Daz |l Z
ist an aber auch dquivalent zu z - (Rl x Z) = 0, was dquivalent zu (3.52¢) ist. [J

Dazu machen wir eine Reihe von Bemerkungen.

Bemerkung 39. Da Z(s) und Z(s) die Kriimmungsebene am Punkt Z(s) auf-
spannen (vgl. Definition 13), also Z(s) x Z(s) senkrecht auf dieser Ebene steht,
konnen wir sagen, dass eine nach der Eigenlinge parametrisierte Kurve genau
dann Geoditische der Fldche ist in der sie verlduft, wenn an jedem Punkt ihre
Kriimmungsebene die Flixchennormale enthilt, die Kriimmungsebene in diesem
Sinne also die Fldache senkrecht schneidet. O
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Bemerkung 40. Die in Bemerkung 39 und Gleichung (3.52¢) gegebene Charak-
terisierung der Geoditischen macht von Begriffen und Strukturen Gebaruch, die
explizit mit der Einbettung der Fliche zusammenhingen. Hingegen zeigt Glei-
chung (3.52b), dass auch eine rein intrinsische Charakterisierung moglich ist, denn
die Koeffizienten I'{, hingen gemil Gleichung(3.24) nur von den gqp, ab, die
ihrerseits aus Ldangenmessungen innerhalb der Fliche bestimmbar sind, wie z.B.
Gleichung (3.12) zeigt. O

Bemerkung 41. Fiir nach der Bogenlidnge parametrisierte Kurven gilt fiir Z (x(s) ))
1=Z-Z=174 Zp X% = gapxx°. (3.53)

Damit besteht die freiheit in der Wahl der Z nur in der Richtung (der Betrag ist
fest). Die Geoditengleichung (3.52b) bestimmt eine Losung daher eindeutig, falls
Anfangspunkt und Anfangsrichtung vorgegeben werden. O

Bemerkung 42. Unter allen Kurven, die mit gleicher Tangente durch einen Punkt
p = Z(s) der Fldche gehen, besitzt die Geoditische gemal Definition 38 und (3.49)
die kleinste Kurvenkriimmung k(s) = ||Z(s)||. Diese ist rein extrinsisch (hat keinen
Kg-Anteil) und fiir sie gilt (an jedem Punkt, wobei wir das Argument s wieder
weglassen)

K = |Kkn] (3.54a)

wobei o o
kn = KapX®x® = K(Z,Z) = —g(Z,L2) . (3.54b)

Dabei haben wir (3.19a) benutzt. Die Eigenschaft der Geoditischen, an jedem ih-
rer Punkte die kleinstmogliche Kriimmung zu besitzen, kann man auch so aus-
driicken: Jede Geoditische ist, zu gegebenem Anfangspunkt und gegebener An-
fangsrichtung, die geradestmogliche Kurve auf der Flache. Wir werden weiter un-
ten eine andere Eigenschaft der Geoditischen kennenlernen, die diese Anschauung
unterstiitzt. O

Bemerkung 43. Betrachtet man fiir einen festen Punkt p = Z(s) der Fléche alle
moglichen Geoditischen entsprechend allen Tangentenrichtungen, so gibt es unter
diesen zwei sich in p senkrecht schneidende, wobei die eine die gréfte, die andere
die kleinste Normalkriimmung besitzt. Diese unorientierten Richtungen entspre-
chen nach (3.54b) gerade den (1-dimensionalen) Eigenrdumen der Weingarten-
Abbildung L(p). Die extremalen Normalkriimmungen sind gerade das Negative
der beiden Hauptkriimmungen gemif Definition 34, bzw. gleich den Diagonalele-
menten von Kgp (p) in einer diagonalisierenden Orthonormalbasis (bezgl. der Me-
trik gqp(p)). Sind die Eigenwerte von L(p) gleich, also p ein Nabelpunkt, dann
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sind die Normalkriimmungen natiirlich in allen Richtungen gleich. Dass die Nor-
malkriimmungen gleich sind den nagtiven Hauptkriimmungen liegt an dem Um-
stand, dass die Hauptkriimmung positives Vorzeichen hat falls der Normalenvektor
in Fortschreitungsrichtung kippt, dass dann aber der Beschleunigungsvektor der
Kurve (der senkrecht auf der Kurve steht) anti-parallel zur Normalenrichtung zeigt.
Dieser Vorzeichenunterschied ist also natiirlich und nicht Folge einer unpassenden
Definition. O

Nochmals GauB3’sche Kriimmung: Alternative Definition

Eine alternative Definition der Gaul3’schen Kriimmung — genauer: Thres Betrages —
ergibt sich wie folgt: Wir betrachten das Normalenfeld (3.3) selbst als Einbettung,
deren Bild im R3 ein Stiick einer 2-dimensionalen Sphire vom Radius 1 ist. Von
diesem Bild berechnen wir die Oberfliche gemif (3.13) und erhalten

A(Bld(U, 7)) = J 7y (x) x Tl (x)|| dx' dx? (3.55)
u

Benutzen wir nun (3.16b) um die Ableitungen von 1 durch die Ableitungen von 1l
auszudriicken, so erhalten wir

Ay Xy =180 2y x 2y = (L3 —13L0) 2y x 2 = det(L) 2 x Z5.  (3.56)

Also ist das Verhiltnis der Oberflichen, die vom Bild der Normalenabbildung i :
U — R3 und vom Bild der Einbettung Z : U — R3 iiberstrichen wird, gegeben
durch

A(Bild(U, 1)) [y Idet(L(x))[[[Z1(x) x Z2(x)]|| dx'dx?
A(Bild(l,z)) JullZi(x) x Z2(x)]| dx'dx?

(3.57)

Nimmt man als Gebiet U C R? eine Kreisscheibe K¢(x) vom Radius € um den
Mittelpunkt x € R?, und lisst dann den Radius e gegen Null gehen, dann ergibt

sich
. A(Bild(Ke(x), 1)) | B
o { A(Bild(Ke(x), 2)) } = et (L) =K, 329

wenn p = Z(x). Der Betrag der Gauf’schen Kriimmung entspricht also dem lo-
kalen Verhiltnis der OberflichenmaBe auf der GauR-Kugel (Bild von 1) und der
Fliche (Bild von Z) in Limes unendlich kleiner (d.h. gegen ein Punkt konvergie-
render) Flidchenstiicke.
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3.5 Parallelverschiebung und kovariante Ableitung

Definition 44. Sei Z(A) := Z (x(?\)) eine mindestens einmal stetig differenzierba-
re Kurve auf der Fliche Bild(U, Z). Der Parameter A € I C R ist nicht weiter
spezifiziert, muss also auch nicht affin dquivalent zur Bogenlidnge sein. Ein tan-
gentiales Vektorfeld entlang dieser Kurve ist eine Abbildung v : I — R3, die
jedem Parameterwert A einen Tangentialvektor am Punkte Z (X(A)) zuordnet; das
heiit V(A) € Tz (Blld(u z)) vgl. dazu Definition (26). Wir nehmen an, dass
die Funktion A H v(?\) evenfalls mindestens einmal stetig differenzierbar ist. Das
Vektorfeld V(A) heift nun entlang der Kurve Z(A) parallel verschoben genau dann,

wenn !
vl
{ d?\ ] =0. (3.59)

Dabei bezeichnet ein hochgestelltes || die Projektion parallel zur Flédche, hier also
die Projektion in Tz (Blld(U z)) C RR3. Statt (3.59) hiitten wir natiirlich auch
sagen konnen, dass dv( )/dA n( ()\)). O

Proposition 45. Das Tangential-Vektorfeld V(A) = v*(A)Zq(A) ist genau dann
parallel verschoben, wenn die Koeffizientenfunktionen v® () folgendem System li-
nearer, gewohnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung geniigen:

d C )\ d a )\
VA (x0n) T ey <o, (3.60)

Beweis. Indem wir die Argumente A und x(A) unterdriicken, schreiben wir

v dv® 7. 1v9z dx®
A~ ar © ®Tan
b b (3.61)
5 d\)c I"C d = K a
ERANTY ) TRV
wobei wir beim Ubergang in die zweite Zeile (3.16a) benutzt haben. Also ist
av! dv L dxP
= ré v 3.62
[d?\] (d?\ TV d)\) (5-62)
Das ist wegen der Symmetrie I';) = I, dquivalent ist zu (3.60). O

Definition 46. Die tangential projezierte Ableitung [dv/dA]l nennt man auch die
kovariante Ableitung entlang der Kurve Z : A — Z(x(A)) und schreibt dafiir V7V,

also |
. dv L (A dx® o
Vzv = |:d}\:| = Zc < d}\ + rgb d}\ v > . (363)
Domenico Giulini: Skript zur Differentialgeometrie 36/160

qig.itp.uni-hannover.de/ giulini/



Ist VzV = 0 dann heifit V entlang der Kurve Z auch kovariant konstant.

Proposition 47. Seien V und w zwei entlang der gleichen Kurve Z parallel verscho-
bene Tangentialvektorfelder, dann ist ihr Skalarprodukt entlang der Kurve kon-
stant.

Beweis. Wir geben zwei Beweise, einen ,extrinsischen” und einen ,.instrinsi-
schen. Wir beginnen mit dem extrinsischen, der fast trivial ist:

d-w)  dv _  aw

a o VT
dv]! dw]! (.64

Dabei haben wir benutzt, dass wegen der skalaren Multiplikation mit den Tangen-
tialvektoren w und Vv die Differentialquotienten dv/dA bzw. dw/dA durch ihre
Projektionen tangential zur Fliche ersetzt werden diirfen, die nach Voraussetzung
aber verschwinden.

Der intrinsische Beweis ist zwar komplizierter aber sehr instruktiv, denn da er
nur intrinsische Grofen verwendet, kann er (sogar wortlich!) auf allgemeine
(semi-Riemann’sche) Mannigfaltigkeiten verallgemeinert werden. Zur Abkiirzung
schreiben wir x'® := dx®/dA, gab,c := 0gqb/0x¢ und lassen die Argumente A und
x fort. Dann ist
d(VW)_i(a b )
. aa W e (3.65)

/a,,.b a., /b a,, b c
=V Wigap +V W gapb +V W gabcX -

Da V(A) und V() aber jeweils die Gleichung (3.60) erfiillen,
Vv = 8 xMm (3.662)
W't = TP xMpw™, (3.66b)

konnen wir damit in (3.65) die Ableitungen v/¢ und w'? ersetzen und erhalten

dv-w
dv-w) o ) _ —gapW° T X ™™ — gapv® T X ™ W™ + vEWPxCgap
b
=vin’x’ <9ab,c - gbnrpa — Jan &y)
b 1
= Vi x’ <gab,c ) (_gca,b + Gve,a gab,c) (3.67)
_l(_
2( Ycb,a + Jac,b + gba,c))
b 1 1
=viw’x’ <9ab,c — 79ab,c — ija,c) =0.
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Dabei haben wir im vorletzten Schritt lediglich benutzt, dass sich wegen der Sym-
metrie gop = gova der —geq,p gegen den +gqcp Term und der +gye,q gegen den
—Jcb,a Term weghebt. ]

Die kovariante Ableitung wurde in Definition 46 nur fiir Vektorfelder entlang Kur-
ven definiert. Dazu brauchte man das Vektorfeld v nur auf einem offenen Intervall
der Kurve zu kennen. Kennt man nun ein Vektorfeld vV in einer offenen Menge
der Fldche und ist es dort mindestens einmal stetig differenzierbare, so kann man
Innerhalb dieser Menge die kovariante Ableitung des Vektorfeldes Vv nach jeder
Tangeltialrichtung definieren.

Definition 48. Sei R? O U 3 x — V(x) € R3 ein tangentiales Vectorfeld, d.h.
V(x) € Tz (Bild(U,Z)), und W ein fester Tangentialvektor bei p = Z(x.). Dann
ist die kovariante Ableitung von vV nach W am Punkt p definiert durch

a\—;}ll { . a(vczc)]
= |w

VW\_)'(Z(X*)) = {wa e e

e b (3.68a)
=7 (%) <wa M e we vb>
ox exe

Das dritte Gleichheitszeichen ergibt sich aus der Definition (erstes Gleicheitszei-
chen) wieder durch ersetzen von Z,p, gemaB (3.15a). Wir schreiben auch abkiirzend
am betreffenden Punkt

ViV = Zc WiV v, (3.68b)
mit "
"

Vav' = =2 + T W, (3.68¢)

Man beachte, dass man dazu W nur am Punkt p kennen muss, wihrend V in ei-
ner ganzen offenen Umgebung von p benétigt wird um die partiellen Ableitun-
gen 0v°/0x® zu berechnen. Das Ergebnis ist dann ein Tangentialvektor am Punkt
P = Z(x.) der Fliche. Natuerlich kann man auch die kovariante Ableitung eines
Vektorfeldes V nach einem anderen Vektorfeld w bilden, indem man v nach dem
Vektor w an allen Punkten bildet und dann das Ergebnis wieder als Vektorfeld auf
der ganzen Fliche interpretiert. Dieses ist dann im Schnitt der Differenzierbarkeits-
klasse von w mit der um eins verminderten Differenzierbarkeitsklasse von v. [

Bemerkung 49. Ist ein Vekorfeld v auf der Fliche in einer offenen Umgebung der
Kurve Z(A) = Z(x(?\)) gegeben, dann kann man an jedem Punkt p = Z(A,) der
Kurve das Vektorfeld v nach dem Geschwindigkeitsvektor Z| := Z’(x(A,)) =
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dZ/dAJy=), kovariant ableiten und erhilt aus (3.68a) mit w = Z., d.h. w® =
dx®/dA[\=x,

Ve = 2 (S5 4 () S5 o)

(3.69)

A=Ak

Dabei haben wir v¢(A) := V¢ (x()\)) und dv¢/dA := (dx?/dA)(0v°/0x*) gesetzt.
Der Ausdruck auf der rechten Seite ist identisch zur rechten Seite von (3.60),
so dass man sagen kann, dass die kovarianten Ableitungen von V nach den Ge-
schwindigkeitsvektoren Z’ der Kurve Z genau dann verschwinden, wenn die Ein-
schrinkung des Vektorfeldes v auf die Bildpunkte der Kurve Z ein im Sinne der
Definition 44 parallel verschobenes Vektorfeld ist. Wir betonen, dass die umge-
kehrte Aussage, die oft in der Literatur gemacht wird, streng genommen sinnlos
ist: Hat man ein entlang einer Kurve parallel verschobenes Vektorfeld, das aber
nur auf dem Bild der Kurve definiert ist, dann kann man seine kovariante Ablei-
tung entlang der Kurve zwar im Sinne der Definition 46 bilden, nicht jedoch seine
kovariante Ableitung auf der Fliche an den Punkten der Kurve in Richtung des
Geschwindigkeitsvektors im Sinne der Definition 48, denn fiir letztere braucht man
alle partiellen Ableitungen ov®/0x“, die ja nicht defiiert sind. Die beiden Defini-
tionen stimmen aber im folgenden Sinn iiberein: Ist V kovariant konstant entlang
einer Kurve Z im Sinne der Definition 46, dann besitzt jede differenzierbare Fort-
setzung von Vv auf eine offene Umgebung der Kurve an jedem Kurvenpunkt eine
verschwindende kovariante Ableitungen nach dem Geschwindigkeitsvektor.

3.6 Geoditische und Autoparallele Kurven

Vergleicht man die Geoditengleichung (3.52b) mit der Gleichung (3.59) der Par-
allelverschiebung und setzt in letzterer den unspezifizierten Parameter A gleich der
Bogenlidnge s und die Komponenten v¢ des Vektorfeldes gleich x€, dann folgt so-
fort folgende

Proposition 50. Eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve auf der Fliche
ist genau dann Geoddtische, wenn ihr Geschwindigkeitsvektorfeld entlang ihr
selbst parallelverschoben ist. Dies ist dquivalent der Aussage, dass das Geschwin-
digkeitsvektorfeld entlang der Kurve kovariant konstant ist. Dies passt zur bereits
gegebenen Charakterisierung der Geoddtischen als ,geradestmdgliche* Kurve.

Will man Geoditische durch die Differentialgleichung (3.52b) charakterisieren, so
muss man sich auf spezielle Parametrisierungen einschrinken, die in einem ein-
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fachen Verhiltnis zur Bogenlidnge stehen (oben hatten wir ja explizit eine Bo-
genldngen-Parametrisierung gefordert). Um explizit zu sehen, wie sich (3.52b) un-
ter Reparametrisierung verhilt, fiilhren wir neben der Bogenlédnge s einen allgemei-
nen Parameter A = f(s) ein, wobei f'(s) # O fiir alle s gilt, also etwa f’(s) > 0.
Dann ist (Ableitungen nach s werden wie immer duch einen Punkt bezeichnet)

d .o.od
o =5 (3.70a)
a2 . . d a2 d

Fasst man nun in der Geodétengleichung die Koordinaten x® als Funktionen von A
auf und schreibt alle Ableitungen nach s in Ableitungen nach A um, so erhélt man

X" 4 TS XX = — (/1) x°, (3.71)
wobei ein Strich die Ableitung nach A bezeichnet.

Wiren wir umgekehrt von einer Gleichung der Form
X" 4T x/4%" = hx' (3.72a)

ausgegangen, wobei h eine beliebige Funktion von A ist, und hétten durch eine
Funktion s = o(A) einen neuen Parameter s eingefiihrt, dann wire nach vollig
analoger Rechnung (3.72a) dquivalent zu

b " —ho!
— X

KE 4TS %0 = — . (3.72b)

g2
Daran sieht man sofort, dass wir die Funktion o immer so wihlen konnen, dass die
rechte Seite verschwindet. Dazu miissen wir nur die einfache Differentialgleichung
0” —ho’ = 0 16sen, was leicht allgemein moglich ist. Wihlt man etwa o(0) = a
und 0/(0) = b, so ist

A A

s=0cA)=a+ bJ dA; exp <J d)\zh(?\z)> . (3.73)
0 0

Die Frage nach der Eindeutigkeit eines die rechte Seite von (3.72a) eliminieren-

den Parameterwechsels beantwortet (3.73) durch Setzen von h = 0. Daraus sieht

man: Verschwindet die Rechte Seite von (3.72a), so sind immer noch affin-lineare

Parameterwechsel s = a + bA moglich.

Definition 51. Eine Kurve A — Z(A) heiBt Autoparallele genau dann, wenn die
kovariante Ableitung des Vektorfeldes der Geschwindigkeit nach der Kurve (im
Sinne der Definition 46) proportional zum Geschwindigkeitsfeld ist:

VsZ=hz, (3.74)
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wobei hier h eine Funktion entlang der Kurve ist. Dies ist genau dann der
Fall, wenn die Komponentenfunktionen x“(A) die Differentialgleichung (3.72a)
erfiillen.

Proposition 52. Eine Autoparallele ist genau dann Geodditische, also erfiillt die
Differentialgleichung (3.72a) mit h = 0, wenn ihre Parametrisierung affin dquiva-
lent zur Bogenldnge ist.

Beweis. Aus Proposition 38 wissen wir, dass eine nach der Bogenldnge parame-
trisierte Geodétische die Gleichung (3.52b), also (3.72a) mit h = 0 erfiillt. Um-
gekehrt ist Gleichung (3.52b) dquivalent der Bedingung, dass das Geschwindig-
keitsvektorfeld entlang der Kurve parallel verschoben ist. Aus Proposition 47 folgt
dann, dass seine Norm entlang der Kurve konstant ist. Damit ist der Integrand des
Langenfunktionals (3.12) entlang der Kurve konstant und somit auch das Verhalt-
nis von ds und dA. O

Bemerkung 53. Aus dem Vorhergehenden ergibt sich, dass falls eine durch A pa-
rametrisierte Kurve die Differentialgleichung (3.72a) erfiillt, die Funktion h auf
der rechten Seite notwendig gleich ist dem Quotienten 0”/0’, wobei s = o(A)
die Funktion ist, die die Bogenlidnge (gemessen von einem beliebigen Anfangs-
wert) durch den Parameter A ausdriickt. Tatséchlich gilt das auch fiir jeden zur
Bogenlinge s affin dquivalenten Parameter § = as + b, denn falls h = 0" /0’
dann klarerweise auch h = &” /&’ falls 6(A) := ac(A) + b mit a € R — {0} und
beR. O

Naiv wiirde man erwarten, dass die ,.geradestmoglichen Kurven auch die
Hkilirzesten sind. Das ist in der Tat auch der Fall und dient als zweite, unabhéngi-
ge Definition der Geoditischen und Autoparallelen. Um das einzusehen, betrach-
ten wir einparametrige Scharen von Kurven Z(A,t) = Z(X(A,t)) im Intervall
A € [A1,Az] und fiir alle Werte t € (—e, €) des Scharparamaters t, so dass fiir
alle t gilt Z(A1,t) = py und Z(Az,t) = pa, das heibt alle Kurven der Schar begin-
nen bei p7 und enden bei p;, zwei fest gewihlten Punkten der Flidche. Die Linge
der durch t gekennzeichneten Kurve der Schar ist dann gegeben durch

A2
£it) = | AL (0 %00, 1) (3750
A
mit
L(x,x) = \/m (3.75b)
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Aus der Variationsrechnung wissen wir, dass die Bedingungen

d’l

| =0 (3.76)

t=0

sofern man sie fiir alle einparametrigen Kurvenscharen mit gleicher Kurve zZ,(A) =
Z(A, t = 0) fordert, dquivalent ist der Euler-Lagrange-Gleichung fiir x. (A):

d oL

da oL
dA | ox’@

x=xx (A) OX | x=xx(A)
x/:xf‘[)\) X/:X,/‘U\)

=0. (3.77)

Setzt man darin fiir L die Funktion (3.75b) ein, so ergibt sich mit L' :=
dL(x4(A),x.(A))/dA und kurzer Rechnung analog zu oben (wir lassen den Stern
an x, und x. ab jetzt wieder weg)

X" 4TS x"Ox" = x'¢ (L'/L) (3.78)
was genau der Gleichung (3.74) einer Autoparallelen mit h = L’/L entspricht.

Bemerkung 54. Das Wort ,,genau” im vorhergehenden Satz ist gerechtfertigt, denn
wie bereits in Bemerkung 53 festgestellt, ist h notwendig von der Form ¢”/c’,
wobei s = o(A) die Bogenlinge ist. Nun ist aber L{ = ds/dA = o, so dass
(3.78) die allgemeine Form der Gleichung einer Autoparallelen ist. Die stationiren
Punkte des Langenfunktionals (3.75a) sind also genau die Autoparallelen.

Die gleiche Betrachtung kénnen wir nun mit einem Funktional ohne Wurzelaus-
druck im Integranden wiederholen. Statt £ betrachten wir also nun

A2
Elt) = J dA E(x(A 1), %(A, 1)) (3.79a)
A1
mit
E(x,x") = gap (x)x"%%"® = L2(x,x/) . (3.79b)

Der Definitionsbereich ist wieder die Menge aller zweimal stetig differenzierbaren
Kurven, die fiir die fest gewdhlten Parameterwerte Aq; durch die fest gewihlten
Punkte pj ; gehen. Die (3.77) entsprechenden Euler-Lagrange-Gleichungen (mit E
statt L) enthalten nun keine E’-Terme (die im Falle von L durch die Ableitung der
Waurzel hineinkamen), so dass die zur Stationaritéit des Funktionals £ dquivalente
Gleichung gegeben ist durch

X"+ Tox/™x"¢ =0, (3.80)

also der Geoditengleichung.
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Bemerkung 55. Man nennt (3.75) das Liangenfunktional und (3.79) das Energie-
funktional auf der Menge KC;(p1,A1; P2, A2) der zweimal stetig differenzierbaren
Kurven auf dem Definitionsintervall [A;,A;] C R, die fiir die Endwerte dieses
Parameterintervalls durch die fest gewihlten Punkte p; bzw. p, gehen. Fiir beide
Funktionale bilden die Geoditischen stationdre Punkte. Wahrend diese die stati-
ondren Punkte des Energiefunktionals erschopfen, besitzt das Lingenfunktional
genau noch die Kurven als weitere stationdre Punkte, die aus den Geoditischen
durch solche Umparametrisierung hervorgegen, die mit den beiden Bedingungen
Z(A1,2) = P vertriglich sind (so dass auch die umparametrisierten Kurven wieder
Elemente von /C;(p1, A1 ; P2, A2) sind. Die stationdren Punkte des Energiefunktio-
nals sind also genau die Autoparallelen in K, (p1,A1;Lp2, Az2).

Es ist geometrisch klar, dass das allgemeine Langenfunktional (3.75) nicht von
der Parametrisiering der Kurve abhingt, wenn man es auf der Menge C;(p1,p2)
der zweimal stetig differenzierbare Kurven durch die fest gewihlten Punkte p1
auffasst. In Cy(p1,p2) sind im Gegensatz zu K(p1,A1;Lp2,A2) die Paramete-
rendwerte Aq nicht spezifiziert. Entsprechend sind auch die Integrationsgrenzen
A1,2 des Funktionals nicht fest vorgegeben, sondern jeweils durch die Kurve be-
stimmt, eben als die Parameterwerte ihrer Endpunkte. Analytisch folgt dann die
Invarianz unter beliebigen, zweimal stetig differenzierbaren Reparametrisierungen
sofort aus (3.75), wobei man jetzt beriicksichtigen muss, dass sich die Integrations-
grenzen unter Reparametrisierungen auch dndern.

Da das Liangenfunktional die geometrische Linge als Wert besitzt, ist anschaulich
klar, dass es auf K, (p1,p2) nach unten beschrinkt ist, das heisst fiir p; # p; ein
Infimum > O besitzt. Man kann zeigen, dass es auch immer eine (nicht notwen-
dig eindeutige) Kurve gibt, die dieses Infimum tatséchlich annimmt und dass diese
notwendig eine Autoparallele sein muss. Wir bezeichnen so eine lingenminimie-
rende Kurve mit einem hochgestellten Stern, also durch Z* : A* — zZ*(A*), wobei
der Stern am Parameter nur andeuten soll, dass er zu einer lingenminimierenden
Kurve gehort. Tatsdchlich ist die Eigenschaft, lingenminimierend zu sein, ja repa-
rametrisierungsinvariant, wie gerade diskutiert. Es gilt also

LZ] < L[Z]. (3.81)

Eine analoge Gleichung kann fiir das Energiefunktional (3.79) iiber KC(p1, p2) nicht
gelten, denn es ist von der Parametrisierung abhéangig. In der Tat sicht man leicht,
dass seine Werte fiir jedes vorgegebenen Punktepaar py # p; beliebig nahe an Null
heranreicht, wenn man das Bild der Kurve nur hinreichend langsam durchlauft.
Das ist unmittelbar anschaulich, denn der Integrand des Energiefunktionals ist das
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Geschwindigkeitsquadrat, das umgekehrt proportional zur 2. Potenz des Parame-
ters skaliert, wihrend das Integrationsintervall proportional zum Parameter ska-
liert, so dass eine einfache umgekehrte Proportionalitit bleibt. Analytisch gilt ent-
prechend Folgendes: Sei Z : A +— Z(A) eine gegebene Kurve und ersetzt man A
durch A = a), mit a € R, dann gilt fiir die reparametrisierte Kurve Z(A) = Z(A),
so dass E[Z] = (1/a) E[Z). Also E[Z] — 0 fiir a — oo.

Eine zu (3.81) analoge Ungleichung kann also bestenfalls dann gelten, wenn man
die Parametrisierungen der Kurven einschrénkt, so, dass das Bild einer Kurve nicht
mehr beliebig langsam durchlaufen werden kann. Es liegt also nahe, die Linge des
Parameterintervalls [A7, A;] festzuschreiben (etwa auf A7 = O und A, = 1, was
wir aber hier offen lassen) und das Energiefunktional nur auf der Menge der Kur-
ven betrachten, fiir die dann die gegebenen Flachenpunkte pq ; bei vorgegebenen
Parameterwerten A1, durchlaufen werden. Deswegen ist es natiirlich, das Ener-
giefunktional statt auf KCc (p1, p2) auf der der Untermenge Kc(p1,A1, P2,A2) zu
betrachten. Diese Einschrinkung war ja auch notig, damit die Euler-Lagrange Glei-
chung eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Stationaritit des Funk-
tionals darstellen (sonst verschwinden die Randterme bei der Variation nicht). Das
war der Grund, warum wir oben gleich X (p1,A1, p2,A2) als Definitionsbereich
beider Funktionale angenommen haben.

In der Tat gilt folgende

Proposition 56. Wir betrachten die Menge K;(p1,A1; P2, A2) der zweimal stetig
differenzierbaren Kurven Z : N — Z(A) auf der Fliche, wobei N € [A1,A;] und
Z(?\])z) = Pp1,2. Dann gilt

&zl > €z, (3.82)

wobei Z* die Kurve bezeichnet, die das Lingenfunktional (3.75) minimiert und
affin dquivalent zur Bogenldnge parametrisiert ist. Die letzte Forderung ist mit
z* ()‘T,z) = p1,2 vertriglich und fixiert die Parametrisierung eindeutig. Z* ist dann
eine Geoditische. Gleichheit in (3.82) gilt nur dann, wenn Z ebenfalls proportio-
nal zur Bogenlinge parametrisiert ist. Die lingenminimierende Kurve ist also auch
energieminimierend unter allen Kurven in KC;(p1,A\1; P2, A2), sofern sie affin pa-
rametrisiert und damit eine Geodditische ist.

Beweis. Wir gehen aus von der Cauchy-Schwarz Ungleichung

A2 2 A2 A2
U dA f(?\)g(A)] gJ dA fz(?\)J dA g2(A), (3.83)
A M M

fiir reellwertige Funktionen f, g iiber dem Intervall [A1, Az]. In der Cauchy-Schwarz
Ungleichung gilt Gleichheit genau dann, wenn f und g proportional sind. Wir wen-
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den diese Ungleichung an auf den Fall wo g = 1 und f(A) = L(x(A),x'(A))
(vgl. (3.75b)). Gleichheit in (3.83) gilt in diesem Fall also genau dann, wenn f
konstant, also der Parameter A affin dquivalent zur Bogenlinge ist. Zweifache An-
wendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung zusammen mit (3.81) ergibt dann

EZN — M) > L2Z) > L2[2] = (A5 — N)) E[27]. (3.84)

Dabei haben wir fiir die letzte Gleichheit benutzt, dass wir Z* affin zur Bogenlidnge
parametrisieren. Da fiir die Menge K der Vergleichskurven alle Anfangs- und End-
parameterwerte {ibereinstimmen ist insbesondere (A5 — A7) = (A2 — Aq) und es
folgt die Behauptung aus (3.84) O

3.7 Parameterabhiingigkeit und Tensorfelder

In Bemerkung 28 sind wir bereits auf die Frage der des Verhaltens gewisser Ko-
effizientenfunktionen unter Reparametrisierung der Fldche eingegangen und dem
damit direkt verbundenen Problem des Nachweises der Unabhéngigkeit intrinsisch
geometrischer Aussagen von der Parametrisierung. In diesem Abschnitt wollen wir
diesen Aspekt vertiefen.

Wie zuvor betrachten wir dazu eine Reparametrisierung
¢:U—UcR? (3.85a)
unter der sich die Einbettungsfunktion Z : U — R3 verindert zu
Z:=Zodp :U R (3.85b)

die, wie bereits oben betont wurde, das gleich Bild (Fldche im R?) wie Z besitzt.
Gleichung (3.85a) ist 4quivalent zu

Z(x) =Z(x) mit = d(x). (3.85¢)

Mit der bereits eingefiihrten Notation (Ableitungen nach X werden durch einen
angehingten iiberstrichenen Index @ bezeichnet) gelten die dortigen Gleichungen
(3.8) bis (3.11), auf die wir uns im Folgenden beziehen werden. Insbesondere er-
innern wir daran, dass J§ := 0%%/ 9x® die Komponenten der Jacobi-Matrix der
Abbildung ¢ : U — U, x — % = ¢(x) am Punkt x sind, wihrend TS = 0x%/9xP
die Komponenten der Jacobi-Matrix der dazu inversen Abbildung ¢—' : U — U,
X — x = ¢~ '(X) am Punkt X bezeichnet. Die Argumente x und X werden dabei
zur Verkiirzung der Schreibweise unterdriickt. Die Matrizen J¢ und TS sind dann
zueinander invers, wie in Gleichung (3.9) ausgedriickt.
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Wir wissen bereits aus Gleichungen (3.10) und (3.11) wie sich die Komponenten
eines Tangentialvektorfeldes und der Metrik (1. Fundamentalform) transformieren.
Allgemein gilt folgende Sprechweise:

Definition 57. Seien p und q nicht-negative ganze Zahlen; dann heien die 2(P+9)
Funktionen T&‘.Zf;’ DX T&‘.Zf{:’ (x) die Komponenten eines Tensorfeldes der
Stufe (2) (sprich: p-fach kontravariant und g-fach kovariant), wenn sie sich unter
Reparametrisierung (3.85a) wie folgt verhalten (der Deutlichkeit halber fiihren wir
hier die Argumente x und X := ¢(x) wieder explizit mit):

Tor) = e Jae] e e Tew] . 6se

Dabei haben wir der besseren Ubersicht halber alle Jacobi-Matrizen, die die oberen
Indizes versehen, in eine Klammer links vom Symbol Tlf]]:_f:’ angeordnet und die
inversen Jacobi-Matrizen, die die unteren Indizes versehen, in eine Klammer rechts
davon. ]

Aus (3.11) lesen wir dann ab, dass die gqp(x) die Komponenten eines zweifach
kovarianten Tensors sind. Man rechnet dann sofort nach, dass die Komponenten
der inversen Metrik die eines zweifach kontravarianten Tensors sind:

g% (%) = JE)JR(x) g°(x) . (3.87)

Wir iiberlegen uns nun das Transformationsverhalten der Koeffizientenfunktionen
Kav, Ly und Ty, die durch (3.16) definiert sind. Aus (3.19b) und (3.87) folgt das
Transformationsverhalten der Ly aus dem von Kgp, so dass wir uns auf die Kqp
und 'S, , beschriinken kdnnen, die beide durch (3.16a) definiert sind. Also brauchen
wir nichts anderes zu tun, als die Gleichungen (3.16a) in den neuen Koordinaten
hunzuschreiben:

Zap (%) = Kgp(X)A(R) + TS (%) Z:(X) (3.88)
Wie bereits in Bemerkung 28 mitgeteilt, folgt aus (3.85c) durch einmalige Diffe-
rentiation

Za(%) = JE (%) Ze(x) . (3.89a)
Daraus, und aus der Definitionsgleichung (3.3) des Normalenfeldes, folgt
fg) = 2 XB0_ g (3.89b)
1Z7(x) x Z3 (%) |
wobei {_ }
detq J5 (%) _
0:= ———=—— =sign(det{J5}) . (3.89¢)
[aafJzy] Ve
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Dabei haben wir im letzten Schritt benutzt, dass das Vorzeichen der Determinante
der inversen Jakobi-Matrix T% natiirlich gleich dem der Determinante der Jakobi-
Matrix J} ist und nicht vom Punkt abhingt (da die Determinante nicht verschwin-
den kann), so dass 0 = +1 konstant ist.

Mit (3.89a) und (3.89c) schreiben wir die rechte Seite von (3.88) als Linearkombi-
nation des Dreibeins {Z;(x),Z(x), 7(x) }:
rechte Seite von (3.88) = Zn(x) JT(X)T5; (%) + 1i(x) 0Kgp(x) . (3.90)

Das Gleiche kénnen wir fiir die Linke Seite von (3.88) tun: Nochmalige Differen-
tiation von (3.89a) liefert

Za (%) = Tip (%) Ze () + JE (R (X) Zea(x), (3.91)
wobei wir, wie iiblich, die Ableitung der Jacobi-Matrix J$ nach X° einfach
durch Anhingen eines weiteren Index gekennzeichnet haben, d.h. 9]¢ /9x? =:

T(C—lg- In (3.91) ersetzen wir Z.q(x) durch eine Linearkombination des Dreibeins
{2'1 (x),Z2(x), ﬁ(x)} gemil Gleichung (3.16a). Dann folgt

linke Seite von (3.88) = Zu(x) (J2(%) + T (x) J5 (% )Tg(i))

(3.92)

1 (x) Kac(x) JE(R)TE (%) -
Gleichheit der Koeffizienten von n( ) und Z,(x) in (3.90) und (3.92) liefert dann
Kap(%) = 0Kea(x) JE(X)TE (%), (3.93)

bzw. ) B . .
Je (%) T (%) = g (x) Ta (R (%) - (3.94)
Multipliziert man letztere Gleichung mit J7*(x) und beachtet J™(x)J% (%) = 8T, so
sieht man sofort, dass (3.94) dquivalent ist zu
TR(R) = TR0 T () Ja(R)Te (%) + TR0 T
= 200 (M) = TR R 00) Ta (%
Dabei haben wir beim Ubergang von (3.95a) nach (3.95b) nur den inhomogenen

(d.h. den nicht in den I'-Koeffizienten linearen) Term durch Produkt- und Leibniz-
regel umgeformt:

+(%) (3.952)
)4 (%) (3.95b)

Ja
= [P IR — JETE (R (%)

=57 (3.96)
= — MR R) T (0TS (R)TE(R)
H—/
—sm
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Dabei haben wir im 2. Schritt die Differentation nach X® vom 2. auf den ersten J-
Faktor per Produkt- und Kettenregel iibergewilzt und die Konstanz von §7* benutzt.

Bemerkung 58. Durch Vergleich von (3.93) mit 3.86 sehen wir, dass fiir 0 = 1,
also fiir orientierungserhaltende Transformationen, die Funktionen Ky, die Kom-
ponenten eines kovarianten Tensors der Stufe 2 im Sinne der Definition 57 bilden.
(Diese Definition kann man in mannigfacher Weise erweitern, so dass auch orien-
tierungsumkehrende Transformation mit einem Faktor o versehen werden — soge-
nannte ,twistet tensors” —, doch brauchen wir das an dieser Stelle nicht.) Da die
g“® Komponenten eines zweifach kontravarianten Tensorfeldes bilden, folgt, dass
die Koeffizienten L{ der Weingarten-Abbildung die Komponenten eines einfach
kontra- und einfach kovarianten Tensorfeldes bilden, wie es bei einem Feld von
Endomorphismen der lokalen Tangentialraume (die die Weingarten-Abbildung ja
definieren) auch sein muss.

Bemerkung 59. Das Transformationsverhalten der '-Symbole hat eine affine For-
me, also einen zu I" proportionalen Teil, der die Forme hat als wiren die I',) Kom-
ponenten eines Tensors der Stufe (;), plus einen von I" unabhingigen Teil. Also
bilden die ', kein Tensorfeld. das bedeutet aber nicht, dass sie deswegen irgend-
wie ,,ungeometrisch™ wiren. Vielmehr ist eine geometrische Struktur dadurch aus-
gezeichnet, dass ihre Reprisentanten (die Koeffizientenfunktionen) unter Repara-
metrisierungen eindeutig transformieren, so dass die Struktur durch Angabe eines
Rreprisentanten vollstindig festgelegt ist. Dafiir ist das lineare Tensortransforma-
tionsgesetz nur ein besonders einfaches aber keineswegs erschopfendes Beispiel.

Bemerkung 60. Das affine Transformationsgesez der I';, hat zur Folge, dass un-
ter einer Reparametriesierung die Koeffizienten l:gl—)()"c) fiir einen fest gewihlten
Punkt mit Parameterwerten X, = ¢®(x,) immer zum verschwinden gebracht wer-
den konnen. Dazu betrachte man etwa die Reparametrisierungsabbildung

R = X0+ (¢ —x8) + 3T (%) (X —x2) (x* —x7) (3.97)
in einer Umgebung des Betrachteten Punktes. Damit ist
Jalx) =8 = Jp(x) =&
i (3.98)
]cd(x*) = rcd(x*) .

Eingesetzt in (3.95b) zeigt sofort, dass der Klammerausdruck auf der rechten Seite
verschwindet, so dass T (X..) = 0.
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3.8 Kovariante Ableitung von Tensorfeldern

Hat man die Komponenten eines Tensorfeldes Ts ::f; der Stufe (z), die also unter
Reparametrisierungen geméif (3.86) transformieren, dann sieht man sofort, dass die
gewohlichen partiellen Ableitungen acT;1 1;1; nicht die Komponenten eines neuen

Tensorfeldes der Stufe ( qz]) bilden. Der formale Grund ist einfach, dass die parti-
ellen Ableitungen auch auf die bei der Transformation anfallenden Jacobi-Matrizen
wirkt und somit Terme proportional zu den zweite Ableitungen J&_ (x) produziert,
und zwar fiir jede der in (3.86) vorkommende Jacobi-Matrix einen, also (p + q)
Stuck. Diese werden vermiden, wenn man statt der partiellen eine kovarinten Ab-
leitung wie folgt definiert:

Definition 61. Die kovariante Ableitung V macht aus den Komponenten eines
Tensorfeldes der Stufe ( q) die Komponenten einesTensorfeldes der Stufe ( g ")
und ist wie folgt definiert:
a a
OTel
axc
+ Fa‘Tslazba’” +F Fame SC'I’ 1 (p Summanden)

VC }? ]].I....S:) =
(3.99)

- rcb1Tdb] g rcqub1 b; .4 (q Summanden).

Jeder obere Index wird also mit einem Endomorphismus I transformiert, dessen
Komponenten gerade die I'yy sind, jeder untere Index durch dem dazu negativ-
transponierten Endomorphismus. Der Spezialfall fiir Tensorfelder der Stufe (0)
(Vektorfelder) ist uns schon in (3.68c) begegnet. ]

Es sind gerade die inhomogenen Glieder im Transformationsverhalten (3.95) der
I'-Symbole, die die oben erwihnten storenden Ableitungen der Jacobi-Matrizen
gerade wegheben. Das beweisen wir im Zuge der folgenden Proposition, die die
nachtrigliche Rechtfertigung fiir diese Definition der kovaianten Ableitung liefert.

Proposition 62. Sind Ta] ~~-ap die Komponenten eines Tensorfeldes der Stufe (p),
dann sind (VT)SII::E" = VbOT o dze Komponenten eines Tensorfeldes der
0-bg

Stufe (q+1)

Beweis. Bildet man gemifl (3.99) die kovariante Ableitung der Komponenten
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beziiglich der Parameter X so hat man

a
VT A _an’]iﬁq
by Bq T ox¢
_a1—(_idz...('1p Gpay--Gp_ 1d (3100)
+ 13 By--bq +- +chT6] bq (p Summanden)
i fa-a 4 Tar-
— e, ‘_151---5[4_ —rcqub] bq,]a (q Summanden) .

Hier haben wir die Argumente x und X nun weggelassen, da klar ist: iiberstrichene

GroBen sind bei X, nicht iiberstrichene bei x auszuwerten. Das gilt auch fiir Jacobi-

Matrizen. Ersetzen wir nun T- -a Y in der partiellen Ableitung gemaB (3.86) So
q

erhalten wir fiir jeden oberen Index einen Term der Form

Qo) T =JeJee T = JR Ty T4 =TI T-4,  3.101a)

wobei wir im letzten Schritt den laufenden Index n wieder in d umbenannt haben,
und jeden unteren einen Term der Form

BeTE) Tome = T2 Tomee = T2 T4 T =JHE T.a.. (3.101b)

Auch hier haben wir im letzten Schritt den laufenden Index n wieder d genannt.
Auf der anderen Seite ergeben die inhomohenen Terme der I'-Transformationen im
Falle der oberen Indizes Zusitze der Form

. L 3.1020)

wie man sofort aus (3.95b) abliest (und J™» TL‘ = O benutzt), bzw. im Falle der
unteren Indizes der Form

T T4 = —JU% T (3.102b)
wie man aus sofort aus (3.95a) sieht. Vergleicht man nun (3.102a) und (3.102b)
mit den jeweils letzten Termen von (3.101a) bzw. (3.101b) so sieht man sofort,
dass diese jeweils entgegengesetzt gleich sind wenn man die Symmetrie Tgé =
J5; beriicksichtigt (Vertauschbarkeit der 2. Ableitungen der Abbildung X — x =
¢~ 1(x)). Alle Terme die Ableitungen der Jacobi-Matrizen enthalten heben sich
also paarweise weg und es bleibt das tensorielle Transformationsgesetz iibrig, wie
behauptet. O
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3.9 GauB)’ Theorema Egregium

Kernaussage des Theorema Egregiums, des bemerkenswerten oder erstaunlichen
Theorems, ist, dass die Gaul3’sche Kriimmung (3.46) eine intrinsiche GroBe ist, al-
so bereits vollstandig durch die erste Fundamentalform der Fliache (also deren Me-
trik) bestimmt. Tatsdchlich gilt folgendes: Wir konnen die Gauf3’sche Kriimmung
K(p) am Punkte p = Z(x) der Fliche berechnen, wenn wir die Koeffizienten
gab(x) := Zq(x) - Zp(x) und deren ersten beiden Ableitungen bei x kennen.

Zum Beweis gehen wir von den Gleichunge (3.16) der zweiten Ableitungen aus.
Wir betrachten sie als ein System von 15 partiellen Differentialgleichungen fiir
die 9=6+3 Funktionen Z, und 1. (9 Gleichungen resultieren aus (3.16a), da Z drei
Komponenten besitzt, fiir die je 3 unabhingige 2. Ableitungen Zy, = Zp, existie-
ren, und 6 Gleichungen aus (3.16b).) Man hat es also mit einem iiberbestimmenden
System zu tun, das zur Losung Integrabilititsbedingungen stellt. Diese Integrabi-
litdtsbedingungen implizieren die Aussage des Theorema Egregiums.

Die Integrabilititsbedingungen kann man leicht einsehen. Dazu differenzieren wir
(nach bekanntem Muster in solchen Fillen) die Gleichungen (3.16) erneut nach x©
und ersetzen die dadurch dann auf den rechten Seiten entstehenden Terme Z,1, und
M, wieder durch (3.16). Tatséchlich bendtigen wir nur die Bedingungen die aus
der Differentiation der ersten Gleichung (3.16) resultiert. Zunéchst hat man also

Zabc = Kab,c n+ Kab T_ic =+ r((llbyczd + r((lledc . (3.103)

Dabei haben wir Zgpe := 0Zqp/0x¢ geschrieben und an den Komponenten Ky,
und ng die partielle Differentiation nach x¢ durch einen mit Komma abgetrennten
Index c bezeichnet.

GemiB Plan ersetzen wir nun i und Zg. auf der rechten Seite von (3.103) durch
L824 = —g9 K Zg (vgl. (3.19b)) und Zg. durch Kq .7 + I'{.Ze, und erhalten

Zave = Kave T — Kap 9" KneZa + Ty oZa + T (Kael + T§Ze) . (3.104)

Die Integrabilitdtsbedingung entsteht nun aus der simplen Beobachtung, dass wenn
die Linke Seite die zweifache partielle Ableitung 9%z/9xP0xC einer zweimal stetig
differenzierbaren Funktion Z, ist (wir hatten ja Z als dreimal stetig-differenzierbar
vorausgesetzt) auch die rechte Seite im Indexpaar (b, c) symmetrisch sein muss;
oder dquivalent ausgedriickt: ihr in (b,c) antisymmetrischer Anteil muss ver-
schwinden. Das fiihrt sofort auf:

0 = 7 [Kabe — Kaeo + b Kae — TieKao| + (3.105)

Za [Tl = Moo + T Ta = Ty — 9% (KaoKne — KacKn) |
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Wegen der linearen Unabhiingigkeit der {1, Z;,Z,} an jedem Punkt miissen die
Ausdriicke in den eckigen Klammern einzeln verschinden. Das Verschwinden der
ersten Klammer konnen wir elegant mit Hilfe der kovarianten Ableitung V. Kqp =
Kab,e — chade — FCdead schreiben: Bilden wir V Ky, — VpKqc so heben sich
zwei der vier so entstehenden I'K-Terme weg und es bleibt gerade der Audruck der
ersten eckigen Klammer. Also ist dessen Verschinden dquivalent zu

VeKab — VpKge =0. (3.106)

Diese Gleichung heiflit Codazzi-Mainardi-Gleichung und spielt in der Flichentheo-
rie sowie im Anfangswertproblem der Allgemeinen Relativitétstheorie (verallge-
meinert auf hohere Dimensionen, wo sie die identische Form annimmt) eine grof3e
Rolle. Fiir den Beweis des Gauf3’schen Theorems brauchen wir sie aber nicht.

Zum Beweis des Theorma Egregiums brauchen wir nur das Verschwinden der
zweiten eckigen Klammer in (3.105). Nach Umbenennung der Indizes, Ausschrei-
ben der partiellen Ableitung 0, = 9/0x° und Ausnutzen der Symmetrien Ky, =
Kvas F(fb = Fga ist diese dquivalent zu:

R% ca = 9°" (KncKpa — KnaKoe) (3.107a)

mit
Rab cd = acrélb — adrcab + rélnrgb — rgn 33 . (3107b)

Alternativ dazu konnen wir auch schreiben
Rabed = (KacKpa — KaaKoe) 5 (3.108a)

mit
Rabed == gaanb cd - (3.108b)

Man nennt Gleichung (3.108a) die Gauf3-Codazzi-Gleichung. Diese enthilt gerade
den Beweis des Theorema Egregiums, denn nach (3.46) miissen wir ja beweisen,
dass die Determinante det{Kqy,(x)} durch die gqp(x) und deren Ableitungen aus-
driickbar ist. Das aber steht gerade in (3.108a), denn fiir die Indexkombination
(a,b,c,d) = (1,2,1,2) ist die rechte Seite gerade K;1K» — (K12)? = det{Kgp).
Die linke Seite, Ry212, ist wegen (3.108b), (3.107b) und (3.28) aber eine Kombina-
tion der Koeffizienten gqp und ihrer ersten beiden Ableitungen. Fiir die Gauf3’sche
Kriimmung der Fliche erhalten wir also die das Gauf3’sche Theorem zusammen-
fassende Formel

R
K=—"22 (3.109)
911922 — (912)
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3.10 Der Riemann’sche Kriimmungstensor

Die in (3.107b) und (3.108b) definierten Koponenten R%, ., bzw. Rqp cq entspre-
chen tatdchlich denen von Tensorfeldern der Stufe (;) bzw. (2) gemil Definiti-
on 57. Diese Tatsache werden wir weiter unten beweisen und zwar mit einer Me-
thode bzw. Schreibweise, die uns auch in hGheren Dimensionen sehr niitzlich sein
wird.

Man nennt den durch die Koponenten R%, ; reprisentierten Tensor den Rie-
mann’schen Kriimmungstensor. Dieser ist in zwei Dimensionen gemal (3.109)
durch die Gauf’schen Kriimmung vollstindig bestimmt, weil, wie wir ebenfalls
gleich sehen werden, Ry, in 2 Dimensionen die einzige unabhingige Kompo-
nente des Riemann’schen Kriimmungstensors ist. Trotzdem ist es sinnvoll, sich
an dieser Stelle mit der genauen analytischen Form des Ausdrucks (3.107b) ver-
traut zu machen, denn diese wird uns in hoheren Dimensionen genau so wieder
begegnen, mit dem einzigen impliziten Unterschied, dass die Michtigkeit der In-
dexmenge, die ja gleich der Dimension ist, groer wird. Fiir viele Rechnungen ist
das aber ganz gleichgiiltig, so dass vieles, was wir bereits hier mit Hilfe des Aus-
drucks RY, ., feststellen konnen, in hoheren Dimensionen mit formal identischer
Begriindung weiterhin gilt.

Wir beginnen mit der Diskussion der Symmetrien Rqp 4. Ohne weitere Rechnung
ist klar, dass Rqp cq und damit auch R _; im letzten Indexpaar (c, d) antisymme-
trisch ist; denn von den vier Termen der rechten Seite von (3.107b) entsteht der
zweite aus dem ersten und der vierte aus dem dritten durch Vertauschen von ¢ mit
d und Vorzeichenwechsel. Diese Antisymmetrie gilt also ganz unabhingig davon,
wie die I's, durch die gqp ausgedriickt werden und wie grof3 die Indexmenge ist,
iber die die Indizes a, b, c, .. laufen. Wir bemerken das an dieser Stelle, weil auch
in hoheren Dimensionen ganz analoge Symmetrien gelten mit zum Teil identischen
Begriindungen.

Alle weiteren Symmetrien des Kriimmungstensors machen nun von seiner explizi-
ten Abhingigkeit von der Metrik Gebrauch. Insgesamt ergeben sich die folgenden
Symmetrierelationen (mit Einschluss der bereits eben festgestellten):

Rabea = —Rabdes (3.110a)
Rabed = —Rbacd s (3.110b)
Rabed = —Redab s (3.110c¢)
Rabcd + Racab + Raave = 0. (3.110d)

Diese gelten in allem Dimensionen, wenn nur der Zusammenhang (3.28) zwischen
den I“gb Komponenten und den Ableitungen der Metrik besteht.
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Zum Beweis bedienen wir uns einer sehr effektiven Methode, die ausnutzt, dass
1.) um jeden Punkt p der Fliche eine Parametrisierung existiert in der alle Kom-
ponenten 'Y, (p) = 0 und 2.) die Symmetrie, die in einer Parametrisierung zutrifft,
auch in jeder anderen Parametrisierung zutrifft, sofern es sich um die Komponenten
eines Tensors handelt. Ersteres haben wir bereits in Bemerkung 60 gezeigt und letz-
teres folgt sofort aus dem Transformationsgesetz (3.86) fiir Tensoren, das die In-
dizes einer Reihe (fiir die alleine Symmetrierelationen betrachtet werden) alle mit
der gleichen Jacobi-Matrix multipliziert, so dass Symmetrien dadurch 1-1 iibert-
ragen werden. Freilich miissen wir noch nachweisen, dass die Rgpq tatsdchlich
die Komponenten eines Tensors sind, was unten nachgeholt werden wird. Nehmen
wir dies jedoch einmal vorweg, dann wird der Beweis ganz einfach, denn es reicht
ja, diese Symmetrien in einer Parametrisierung nachzuweisen, in der am gerade
betrachteten Punkt alle 'S, und damit wegen (3.26a) auch alle Ableitungen gqp,c,
sowie alle Ableitungen der Inversen Metrik, gib, verschwinden; letzteres wegen
gib = —g“"g°™gnmc. An diesem Punkt und in dieser Parametrisierung gilt dann
mit (3.24)

Rabea = gan(acrgb - adrﬁ,)
= ac(ganrgllb) - ad(ganrﬁy)

1 (3.111)
7(—9db,ac + Gad,be + Gba,dc + 9eb,ad — Jac,bd — Jbaed)

1
_j(gac,bd + gdb,ac — Yad,bc — gbc,ad)

wobei gabcd = 02gap/0x°0x? und wir die Symmetrie der Jab,cd im ersten und
zweiten Indexpaar genutzt haben. Eben diese Symmetrie, zusammen mit dem letz-
ten Ausdruck in (3.111) setzt nun auch alle Beziehungen (3.110) mehr oder weni-
ger sofort in Evidenz, nur fiir (3.110d) muss man zwei Zeilen rechnen.
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Teil 11

Semi-Riemann’sche
Mannigfaltigkeiten
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Kapitel 4

Grundstrukturen
differenzierbarer
Mannigfaltigkeiten

4.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeit: Was ist das?

Mannigfaltigkeiten sind Raume, die lokal so ‘aussehen’ wie der R™, wobei das n
bei gegebener Mannigfaltigkeit immer das gleiche ist; es heift die Dimension der
Mannigfaltigkeit.

Unter die 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten féllt z.B. die leicht vorstellbare
(weil im R3 einbettbare) zweidimensionale Sphire:

ST i={x e R*| x| =1}, (4.1)

und all die anderen Riemannschen Fliachen hoheren Geschlechts, die ebenfalls im
R3 einbettbar und deshalb leicht visualisierbar sind. Selbst in zwei Dimensionen
gibt es daneben aber auch weniger anschauliche Mannigfaltigkeiten, wie etwa den
reell-projektiven Raum, den man aus der 2-Sphére erhilt, indem man antipodale
Paare von Punkten (x,—x) zu einem identifiziert (Quotientenkonstruktion). We-
sentlich fiir eine Mannigfaltigkeit ist eben ihre lokale Aquivalenz zu einem Stiick
des R™ und nicht ihre Einbettbarkeit in einem RN mit N > n. Die lokale Aquiva-
lenz zu einem Stiick des R™ reicht z.B. aus, um die Differentiation von reellwer-
tigen Funktionen auf der Mannigfaltigkeit zu erkldaren. Damit kénnen dynamische
Gesetze der Physik, die iiblicherweise in Form von Differentialgleichungen fiir
Funktionen auf der Raum-Zeit annehmen, auch auf Mannigfaltigkeiten formuliert
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werden. Das bedeutet, dass die Raumzeit nicht mehr mit dem reellen vierdimen-
sionalen affinen Raum identifiziert werden muss, wie etwa in der Speziellen Re-
lativitétstheorie, sondern allgemeiner eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit sein
kann - und davon gibt es sehr viele verschiedene. Von dieser Freiheit macht die
Allgemeine Relativititstheorie intensiven Gebrauch.

Dass eine Menge lokal so ‘aussieht’ wie der R™ bedeutet mathematisch, dass diese
Menge einen Atlas (Definition unten) besitzt, dessen Kartenbilder (Definition un-
ten) Untermengen des R™ sind und dabei gewisse Strukturmerkmale des R™ erhiilt.
Man beachte, dass der R™ von sich aus eine Reihe von Strukturen mitbringt: Eine
Topologie, einen Begriff von Differenzierbarkeit, eine affine und damit auch analy-
tische Struktur, usw. Je nachdem, welche Strukturmerkmale des R™ erhalten wer-
den, spricht man z.B. von topologischer, differenzierbarer, analytischer, stiickweise
linearer etc. Mannigfaltigkeit. Wir werden uns hier hauptsichlich fiir differenzier-
bare Mannigfaltigkeiten interessieren.

Definition 63. Sei M eine Menge und U C M eine Untermenge. Eine Karte (von
W) auf M ist ein Paar (U, ¢), wobei ¢ : U — R™ eine injektive Abbildung ist. U
heiBt Kartengebiet, ¢ Kartenabbildung und ¢(U) =V C R™ Kartenbild.

Definition 64. Ein S-Arlas ist eine Menge von Karten {(Uy, dy) & € I} (mit einer
hier nicht niher spezifizierter Indexmenge I, die nicht abzédhlbar sein muss), mit
folgenden Eigenschaften:

Al Die Mengen U, iiberdecken M, d.h.

M = U Uy . (4.2)

el

A2 Die Abbildungen ¢ erhalten das Strukturmerkmal S; das heift, ist Uyp :=
U, N Ug # (), dann sind

Pap = Pa o dp' |y ) ¢ Pp(Uap) = dalUag), (4.32)
Gpoc = bp 0 5[ ) ¢ Pa(Uap) = bp(Uag) (4.3b)

Abbildungen, die S erhalten bzw. die Eigenschaft S besitzen. Dabei ist vor-
ausgesetzt, dass die Eigenschaft von Abbildungen, das Strukturmerkmal S
zu erhalten, nach Komposition solcher Abbildungen bestehen bleibt. Be-
zeichnet z.B. S die Topologie des R™, so sollen die Abbildungen (4.3) stetig
sein und man spricht von einem topologischen Atlas. Sind die Abbildun-
gen (4.3) k-fach stetig differenzierbar, so spricht man von einem C* Atlas

Domenico Giulini: Skript zur Differentialgeometrie 57/160
qig.itp.uni-hannover.de/ giulini/



und von einem glatten Atlas, falls k = oco. C° bezeichnet dann topologi-
sche Abbildungen. Weitere Beispiele wiren analytische, affine oder lineare
Abbildungen. Im Folgenden verstehen wir unter dem Strukturmerkmal S
mindestens stetige Abbildungen.

Bemerkung 65. Eine Mannigfaltigkeit mit einem C°-Atlas ist in natiirlicher Wei-
se ein topologischer Raum. Seine Topologie ist definiert durch die Forderung, dass
die Kartenabbildungen ¢, : U, — R" stetige Funktionen seien. Die Urbilder
d);] (V) offener Mengen V von R™ sind also — per Definition — offen in M. Die
Menge der bei gegebenem Atlas so definierten offenen Mengen in M ist dann eine
Sub-Basis der Topologie von M, d.h. die offenen Mengen von M sind genau die-
jenigen, die aus der Sub-Basis durch beliebige Vereinigungen und endliche viele
Durchschnittsbildungen entstehen. Die so definierte Topologie ist die schwéchste
(manchmal auch grobste genannt, d.h. sie besitzt ,,am wenigsten” offene Mengen),
fiir die alle Kartenabbildungen stetig sind. Wir wollen uns im Folgenden eine Man-
nigfaltigkeit immer auf diese Weise topologisiert vorstellen.

Definition 66. Zwei S-Atlanten heilen dquivalent, wenn ihre Vereinigung wie-
der ein S-Atlas ist. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der S-
Atlanten, deren Aquivalenzklassen S-Strukturen genannt werden. Der Atlas, der
aus allen Karten einer Aquivalenzklasse besteht, heiBt maximaler Atlas.

Bemerkung 67. Eine S-Struktur zu definieren hiefle nach dieser Definition al-
so wortlich, einen maximalen Atlas anzugeben. Das wird in der Regel unmoglich
sein. Tatsdchlich reicht es jedoch, irgendeinen S-Atlas A anzugeben, denn dieser
ist in genau einem maximalen Atlas enthalten. Addiert man nidmlich weitere Kar-
ten, die individuell zu A hinzugefiigt wieder einen S-Atlas bilden, so bildet auch
die Gesamtmenge einen S-Atlas; das heif3t, die addierten Karten erhalten auch un-
tereinander das Strukturmerkmal S, obwohl anfdnglich nur gefordert war, dass
dies beziiglich der Karten in A der Fall ist. Zum Beweis betrachte man zwei je-
weils zu A kompatible Karten (V7,{7) und (V3,10,). Wir miissen zeigen, dass
Pio 1])51 und 1\, o \])?1 das Strukturmerkmal S erhalten. Wir beschrianken uns auf
den ersten Fall, da der zweite vollig analog bewiesen wird. Sei p € Vi N V3, dann
existiert eine Karte (U, ) aus A mit p € U (da die Kartengebiete in A ganz M
iiberdecken), so dass nach Voraussetzung \j o ¢~ und ¢ o 11)2_] auf ihren jeweili-
gen Definitionsbereichen, ¢ (U N Vi) und ¥ (U N V), S erhalten. Also trifft das
nach Voraussetzung auch fiir ihre Komposition (11 o q)—‘ Jo(d oll)z_] ) =1y oll)z_]
zu, allerdings zunichst nicht in ganz 1\, (V7 N'V;) sondern nur in Yo (UNV; NV3),
die der Definitionsbereich der Komposition der beiden Abbildungen

oy Ph(UNVy) = GUNVY) (4.42)
Prod™ s GUNVY) = hr(UNVy) (4.4b)
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ist. Das reicht aber aus, denn durch Variieren von U {iiber alle Kartengebiete in A,
die einen nicht trivialen Schnitt mit V; NV, besitzen, erhilt man die volle Aussage.

Als einfaches Beispiel von Indquivalenz mag die Mannigfaltigkeit M = R dienen.
Wir betrachten folgende zwei Atlanten A, A’, deren Kartengebiete jeweils ganz
R ist und deren Kartenabbildungen einmal die Identitit ist, ¢(x) = x, und ein-
mal die dritte Potenz, ¢’(x) = x>. Dann ist die Ubergangsfunktion ¢ o (¢p’)~!
der Vereinigung beider Atlanten durch die dritte Wurzel gegeben, die iiberall ste-
tig aber bei x = O nicht differenzierbar ist. Also definieren die beiden Atlanten
A und A’ zwar dquivalente C°-, aber indquivalente C'-Strukturen. Um nun solche
sehr einfach konstruierbaren Indquivalenzen auszuschlief3en, fiihrt man zumindest
fiir C'-Strukturen (warum nur fiir diese erhellt aus Satz 69 unten) noch eine Ab-
schwichung des Aquivalenzbegriffs in Sinne echt groBerer Aquivalenzklassen ein:

Definition 68. Zwei durch die Atlanten A = {(Uy, ¢y) &« € I} und A’ =
{(U%, %) o € 1’} definierte C'-Strukturen heiBen t-dquivalent, (t fiir topologisch)
wenn ein Homdomorphismus (topologische Abbildung) f : M — M existiert, so
dass A und f,A’ := {(f(U%), b/ o f~1) o« € 1’} C'-diquivalent (im obigen Sinne)
sind.

In unseren Beispiel sind die beiden indquivalenten C' Strukturen klarerweise t-
dquivalent, denn mit dem Homdéomorphismus f : R — R, x — x3, wird f, A’
sogar identisch zu A.

Da jeder C'-Atlas auch ein C*-Atlas ist falls k < 1, definiert jede C! Struktur auch
eine C* Struktur fiir alle 0 < k < 1. In umgekehrter Richtung scheint es aber
zunidchst so zu sein, dass sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit verloren
gingen, dass also weder die Aquivalenzklasse einer C*-Struktur einen C'-Atlas
mit 1 > k enthalten muss, noch dass zwei C'-Atlanten, die in einer C*-Struktur
enthalten sein mogen, selbst untereinander Cl-dquivalent sein miissten. Fiir den
Fall k = 0 kann es sogar passieren, dass zwei in der C°-Struktur enthaltene C'-
Strukturen nicht einmal t-dquivalent sind. Im folgenden Satz seien einige Resultate
zusammengefasst:

Satz 69. Jeder C'-Struktur enthiilt mindestens einen C*-Atlas fiir jedes k > 1.
Fiir festes k sind je zwei dieser Atlanten sogar C*-dquivalent, so dass man auch
sagen kann, dass jede C'-Struktur eine eindeutige C*-Struktur enthdlt. Dies gilt
fiir jede Dimension n der Mannigfaltigkeit. Fiir n < 4 bleiben diese Aussagen
sogar noch richtig, wenn man C' durch C% und X > 1 durch k > 0 ersetzt, und
fiir die ,Aquivalenz“ von C'-Strukturen die t-/fquivalenz nimmt. Fiir n > 4 hin-
gegen ist bekannt, dass eine CO-Struktur weder eine C'-Struktur enthalten muss,
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und dass méglicherweise enthaltene C' Strukturen nicht t-dquivalent sein miissen.
Man spricht im letzteren Falle von indquivalenten differenzierbaren Strukturen ei-
ner gegebenen topologischen Mannigfaltigkeit. Uberraschenderweise hat bereits
der R* iiberabziihlbar viele inciquivalente differenzierbare Strukturen, wiihrend es
fiir kompakte Mannigfaltigkeit hochstens endlich viele gibt. Die niedrigste Dimen-
sion, in der man kompakte Mannigfaltigkeiten mit mehreren indquivalenten diffe-
renzierbare Strukturen kennt, ist sieben (die S’ hat 28), wdhrend darunter nur in
Dimension vier deren Existenz bisher weder bekannt noch ausgeschlossen wurde.

Fiir das Folgende treffen wir folgende

Definition 70. Eine CX-differenzierbare Mannigfaltigkeit ist eine topologische
Mannigfaltigkeit M mit C*-Struktur (k > 0). Ist k = oo so sprechen wir oft ein-
fach von einer differenzierbaren (oder glatten) Mannigfaltigkeit. Um unangenehme
(und etwas unerwartete) Pathologien auszuschlieBen, fordert man iiblicherweise
noch, dass die Topologie der Mannigfaltigkeit dem 2. Hausdorft’schen Trennungs-
axiom geniigt (jedes Paar verschiedener Punkte besitzt ein Paar disjunkter offener
Umgebungen) und dem 2. Abzéhlbarkeitsaxiom geniigt (die Topologie besitzt eine
abzdhlbare Basis, d.h. es existiert eine abzidhlbare Basismenge offener Mengen, in
dem Sinne, dass jede offene Menge Vereinigung von Basismengen ist.)

Bemerkung 71. Man konnte zunichst denken, dass die Forderung der Existenz
lokaler Karten bereits die Hausdorff’sche Trennungseigenschaft impliziert; das ist
jedoch nicht der Fall, wie das folgende Standardbeispiel zeigt: Man geht aus von
der disjunkten Vereinigung zweier Kopien der reellen Achse, M = R x{a}UR x{p}
und betrachte die Quotientenmenge (Menge der Aquivalenzklassen) beziiglich
der Aquivalenzrelation (x,x) ~ (y,B) & x = y # 0. Die Quotientenmenge
M := M/~ topologisiert man durch die Quotiententopologie, gemiB der genau
diejenigen Mengen U C M offen sind, deren Urbilder 7' (U) C M offen sind,
wobei 71 : M — M die kanonische Projektion ist, die jedem Punkt in M seine
Aquivalenzklasse zuweist. Die Menge M kann man sich also vorstellen als Verei-
nigung aller von Null verschiedenen reellen Zahlen und zwei Kopien der Null, O,
und Og, also M = (R — {0}) U {04, Og}. Jede offene Menge die O aber nicht Og
enthilt hat offensichtlich einen nicht leeren Schnitt mit jeder offene Menge die Op
aber nicht O, enthiilt, so dass also Oy und Op keine disjunkten offenen Umgebun-
gen besitzen. Trotzdem ist M eine Mannigfaltigkeit. Das ist fiir alle von O, und Op
verschiedenen Punkte sofort klar. Eine zu R hom&omorphe offen Umgebung U,
von O, die Og nicht enthilt, ist Uy, = (R — {0}) U {0«}. Die Kartenabbildung ist
bo: Uy — Rmit by (0y) = 0und by (x) = x fiir x # 0. Ganz entsprechend exi-
stiert eine zu R homdomorphe offene Umgebung Ug die Og aber nicht 0, enthiilt.
Es ist chﬁ = Uy N Uﬁ = R — {0} und d)(x(uoqg) = d)ﬁ(ucxﬁ) = R — {0}. Die
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Ubergangsfunktion ¢up := ¢y © d)? ist die Identitit auf R — {0} und definiert
damit eine C°°-Struktur.

4.2 Tangentialraume

Wir werden spiter allgemeine differenzierbare Abbildungen zwischen Mannigfal-
tigkeiten definieren. Hier brauchen wir zunichst zwei Spezialfille:

Definition 72. Sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension n mit einer C!-
Struktur, die durch einen Atlas {(Uy, &) | @ € J} reprisentiert wird. Eine Ab-
bildung f : M — R heil3it eine differenzierbare (reellwertige) Funktion auf M
der Klasse C*, wobei k < 1, wenn fiir alle Karten (U, ¢) die Funktionen
fo q;;‘ : Vo — R k-mal stetig differenzierbare sind, wobei V := ¢ (Uy) C R™.
Die Menge dieser Funktionen wird mit C¥(M) bezeichnet. Ist I C R ein offenes
Intervall, so heif3it fiir k < 1 eine Abbildung v : I — M eine (differenzierba-
re) Kurve auf M der Klasse C*, wenn fiir alle Karten (U, ¢«) des Atlases und
Uy N Bild(y) # 0 die Kurve vy := dg oy : Ix = Vi C R™ im gewohn-
lichen Sinne (d.h. komponentenweise) k-mal stetig differenzierbare ist. Hier ist
I :== v '(Uy N Bild(y)) C I (was nicht zusammenhingend sein muss). Ist
n = k = oo, so spricht man auch von glatten Funktionen und glatten Kurven.
Man beachte, dass diese Definitionen unabhiingig von dem Atlas (Repréisentanten)
ist, der die C'-Struktur von M reprisentiert.

Die Menge C*°(M) der glatten Funktionen auf M trigt in natiirlicher Weise die
Struktur einer assoziativen und kommutativen Algebra, in der die Addition (4)
und Multiplikation punktweise definiert sind: (f + g)(p) = f(p) + g(p) bzw.
(f-g)(p) := f(p)g(p) und Distributivitit gilt: (f + g) -h = f-h + g - h. Das
neutrale Element beziiglich der Addition ist die ,,Nullfunktion® N : M. — {0} C R,
das beziiglich der Multiplikation die ,Einsfunktion“ E: M — {1} C R.

Tangentenvektoren an Kurven denken wir uns nun als Richtungsableitungen von
Funktionen: Sei v : R — M eine Kurve durch p € M, so dass etwa p = y(0),
dann ist die Ableitung von f € C°°(M) in Richtung des Tangentenvektors an y im
Punkte p, den wir 'y, nennen, gegeben durch

d

—| f

dtlt=0
Man beachte, dass yp eine Abbildung C*°(M) — R definiert, die beziiglich der

reellen Vektorraumstrukturen von C*°(M) und R linear und beziiglich der Multi-
plikation in C®°(M) derivativ ist (der Leibniz-Regel geniigt). Es gilt also fiir alle

oy (t) = Vp(f). (4.5)
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f,g € C°(M) und alle c € R:

Yp(f +cg) =vp(f) + c¥plg), (4.6a)
Yp(f-g) =vp(flglp) +flp)vplg). (4.6b)

Definition 73. Eine Abbildung C*°(M) — R die (4.6) geniigt heiBt punktale De-
rivation von C*°(M) anp € M.

Bemerkung 74. Es ist einfach zu sehen, dass die Anwendung einer punktalen
Derivation X, auf konstante Funktionen verschwindet. Sei ndmlich E wieder die
Einsfunktion (konstante Funktion zum Funktionswert 1), so ist E = E - E und
wegen (4.6b) X, (E) = E- X, (E) + X, (E) - E = 2X,(E) folgt X;,(E) = 0. Die kon-
stante Funktion mit Funktionswert ¢ € R ist cE, so dass aus (4.6a) dann allgemein
Xp(cE) = ¢ X, (E) = 0 folgt.

Wir wollen nun zeigen, dass punktale Derivationen in p € M und Richtungsablei-
tungen entlang Kurven durch p wirklich dasselbe sind. So gilt z.B. fiir Letztere:
Stimmen f,g € C*°(M) in einer Umgebung U von p iiberein, so ist auch jede
Richtungsableitung von f in p gleich der entsprechenden Richtungsableitung von
g in p. Dasselbe gilt nun auch fiir punktale Derivationen.

Proposition 75. Stimmen f,g € C*(M) in einer Umgebung U von p iiberein,
flu = glu, dann ist X, (f) = X, (g) fiir alle punktalen Derivationen von f und g.

Der Beweis ist nicht ganz trivial und macht wesentlich von der Tatsache Gebrauch,
dass es fiir C*°-Mannigfaltigkeiten (ganz in Gegensatz zum analytischen Fall)
,hinreichend viele™ lokalisierende Funktionen gibt, d.h. Funktionen mit kompak-
tem Trdger. Wir erinnern daran, dass man allgemein mit dem Trédger (englisch:
support) einer Funktion f : M — V von einem topologischen Raum M in einen
Vektorraum V den Abschluss derjenigen Teilmenge von M bezeichnet, auf der f
nicht den Wert 0 annimmt:

supp(f) :={p € M | f(p) # 0}. 4.7)

Die Existenz hinreichend vieler lokalisierender Funktionen wird nun durch das fol-
gende Lemma ausgedriickt, das wir auch spéter noch mehrfach anwenden werden:

Lemma 76. Sei M eine C>*°-Mannigfaltigkeit und K C O C M mit O offen und
K kompakt; dann existiert T € C*°(M), so dass flx = Elx (Einsfunktion) und
supp(f) C O.

Beweis. Wir fiihren zunéchst drei niitzliche Funktionen aus C*°(IR) ein:
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0 fir x <0
g: R — [O) ]) ) Q(X) = 2 .. (4-8)
exp(—1/x7) fir x>0.
Diese auf der ganzen reellen Achse unendlich oft differenzierbare (C*°(IR)-)
Funktion nimmt den Wert Null auf der negativen x-Achse an und strebt dann
streng monoton steigend asymptotisch dem Wert Eins zu.

: _ g(x)
he : R — [0,1], he(x) : 90 + gle —x) 4.9)
fiir positives reelles €. Man beachte, dass der Nenner nie verschwindet, so
dass es sich auch hier um eine C°°(RR)-Funktion handelt. Sie interpoliert
zwischen dem Wert Null, den sie fiir x < 0 annimmt, und dem Wert Eins, den
sie fiir x > € annimmt. Im Zwischenintervall (0, €) ist sie streng monoton
steigend.

Oen) RY=100,1],  @enx)i=T—he(|x]|—(r—€)) (.10

fiir positive reelle r und €, mit € < 1. Diese C*°(R")-Funktion nimmt den
Wert Eins innerhalb des abgeschlossenen Balls B,_(0) an, ist streng positiv
innerhalb des offenen Balls B;(0) und nimmt auBerhalb letzteren den Wert
Null an. Sie féllt im offenen Radiusintervall (r — €, ) streng monoton von
Eins auf Null.

Nun zum eigentlichen Beweis des Lemmas: Um jeden Punkt p € K wihlen wir
ein Koordinatensystem (U, ¢,) mit U, offen, so dass ¢, (p) = 0 und Up c O.
Klarerweise existiert fiir jeden Punkt p ein v, > 0, so dass ¢p(U;,) D By, (0). Die
Funktion @ r.,) © p kann dann aufierhalb Uy, durch den konstanten Wert Null zu
einer Funktion in C*°(M) fortgesetzt werden, die wir \, nennen. Auf den offenen
Mengen U{J =] (By,) C U, ist dann 1y, echt positiv. Da auch die UI’) ganz K
tiberdecken, existieren wegen der Kompaktheit Ks endlich viele Punkte p1,--- ,pn
in K, so dass K bereits von den n offenen Mengen U{)i (i=1---n)iiberdeckt wird.
Die Funktion \p = } i ; {, ist dann per Konstruktion echt positiv auf K und hat
ihren Triger in O. Wieder wegen der Kompaktheit Ks existiert ein & > 0, so dass
WPlk > b. Also ist f := hs o die gesuchte Funktion mit Trdger in O und die auf K
konstant Eins ist. O

Eine unmittelbare Folge ist
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Korollar 77. Sei U C M offen und p € U, dann existiert auch eine kompakte
Umgebung K von p die in U enthalten ist. (Beachte: Dass K Umgebung ist, heif}t,
dass in K eine offene Menge V enthalten ist, die wiederum p enthdilt.) Das folgt so-
fort daraus, dass die entsprechende Aussage im R™ gilt und eine Kartenabbildung
¢ : U — R™ ein Homéomorphismus zwischen U und ihrem Bild &(U) vermit-
telt. (Beachte: Stetige Bilder kompakter Mengen sind stets kompakt.) Also folgt aus
Lemma 76, dass es zu jeder offenen Umgebung U von p und jeder echten offenen
Teilmenge V- C U eine reellwertige glatte Funktion f mit Triiger in U gibt, die
eingeschrinkt auf'V die Einsfunktion ist.

Daraus folgt insbesondere der

Beweis von Proposition75. Sei U C M Umgebung von p und h € C*°(M) mit
hju = 0. Nach obigem (Korollar 77) ist klar, dass eine Funktion k € C*(M)
existiert mit k(p) = 1, deren Triger in U enthalten ist. Also ist h - k = N (Null-
funktion), da h innerhalb und k auBerhalb von U verschwinden. Fiir eine punktale
Derivation X, an p gilt nach (4.6a) aber, dass X, (N) = X, (N+N) = 2X,,(N), also
Xp(N) = 0. Also gilt nach (4.6b) auch 0 = X, (h-k) = X, (h)k(p)+h(p)Xp(k) =
Xp(h). Setzt man nun noch h = f — g so folgt die Behauptung. O

Damit wird man auf die begriffliche Fassung des Tangentialvektorraums an einem
Punkt gefiihrt, der ja als Elemente die Tangentialvektoren aller Kurven durch p
erfassen soll.

Definition 78. Der Tangentialraum am Punkte p einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit M ist der n := dim(M) — dimensionale reelle Vektorraum aller Abbil-
dungen X : C*°(M) — R die (4.6) geniigen; er wird mit T, (M) bezeichnet.

Dass es sich bei T, (M) um einen reellen Vektorraum handelt ist klar. Weiter unten
werden wir zeigen, dass dieser auch n Dimensionen hat. Zuerst wollen wir jedoch
spezielle, durch die Karten induzierte punktale Derivationen betrachten.

Sei (U, ) ein Karte mit offenem Kartengebiet U um einen Punkt p € U. Dann
definiert diese n = dim(M) punktale Derivationen an p durch die Kurvenstiicke
(—e,e) > t— ! (d)(p) + tea) € M, wobei {ej, - - - , en} die kanonische Basis
des R" ist. Die zugehorige punktale Derivation an p ist dann gegeben durch

O | d
ox¢a

= Gl o0 () te) =D(fod )y ea), @D

wobei D(f o ¢~7) o(p) € Lin(R™,R) die gewdhnliche Ableitung der Funktion
fop™ : R™ O ¢(U) — R ander Stelle ¢(p) ist. Die spezielle Bezeichnung d,/9x®

t=0

Domenico Giulini: Skript zur Differentialgeometrie 64/160
qig.itp.uni-hannover.de/ giulini/



soll also andeutet, dass es sich hierbei um die gewohnliche partiellen Ableitungen
beziiglich des durch die Kartenabbildung ¢ in U definierten Koordinatensystems
x® handelt wenn man die Funktion f als Funktion der x® in ¢(U) C R™ auffasst.
Die x* wiederum sind die Komponentenfunktionen der Kartenabbildung, d.h. es
ist =Y 7, x%q. Setzt man in (4.11) fiir f die Komponentenfunktion x? selbst
ein, so erhilt man sofort das vertraute
0

i x? =5g. (4.12)
Proposition 79. Isty : (—¢, ) — WU C M ein stetig differenzierbares Kurvenstiick
mity(0) = p und ist oy = y%e, sein Bild in der Karte (U, &) mit y* :=x%oy:
(—e, ) = R, so gilt

0
o =75l (4.13)
wobei v¢(0) = d/dt|i—oy®(t).
Beweis. Mit (4.5) und (4.11) haben wir
d
Vof) =2 | fovi
_i o —1 a
=il fod 0 (ted)
— d od ! a .0
=il (Fo 0@+ 0 =y )
=D(fo d)_])d)(p) (V(0)ea)
=¥4(0)D(fo "), (ea)
a 0
=77(0) ol

wobei wir am 5. Gleichheitszeichen lediglich ausgenutzt haben, dass die Ableitung
D(fodp") . eine lineare Abbildung R™ — R ist und die 6. Gleichheit aus (4.11)

folgt. 0

Liegt p € M im Durchschnitt zweier Kartengebiete Uy und Ug, so existieren in
T, (M) sowohl 9/0x, als auch 9/ 8XE. Es ist klar, dass ihr Verhiltnis durch die

Ubergangsfunktion (4.3) bestimmt ist. Wie genau, regelt die folgende

Proposition 80. Seien (U, do) und (Ug, dp) zwei Karten mit offenen Kartenge-
bieten Uy, Ug und p € Uyp := Uy N Ug. Dann gilt

b
d = Oxg D
e A wr
ox4 lp = ox4 lp axB P
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Hier ist axg/axg\p gemdf3 (4.11) (fzirf = XE) definiert und bildet gleichzeitig die
Komponenten der Jacobi-Matrix der Ubergangsfunktion &gy beziiglich der kano-
nischen Basis des R™.

Beweis. Gemil (4.11) und (4.3) gilt:

of d B
xalp — a‘tzofo by (Palp) + tea)
d
B a‘tzof oy o dpa(bualp) + teq) (4.16)
of b
= 3.0 D [0 .
axg p[ $p (X))]a

Hier ist Ddpy(x) wieder die Ableitung der Funktion (4.3b) an der Stelle x €
R™ und hier x = ¢4(p). Die Ableitung ist eine x-abhingige lineare Abbildung
R™ — R™, so dass Ddpa(x)(eq) = [Ddpa(x)1bep. Nach (4.11) ist nun [(j)é(x(>c)]lc’1
identisch mit axg /Oxglp- O

Nun kommen wir zu der oben bereits gemachten Dimensionsaussage. Wir zeigen:

Proposition 81. Die Dimension der Tangentialriume ist gleich der Dimension n
der Mannigfaltigkeit. Ist (U, $) Karte mit U offen und p € U, so bilden die n
durch (4.11) definierten punktalen Derivationen 9/0x°|, eine Basis von T,(M)
und jede punktale Derivation X, an p hat die Entwicklung

= d
Xp = ZXP(XG) %
a=1

, 4.17)
P

wobei x% : U — R die Komponentenfunktionen von & beziiglich der kanonischen
Basis{ey, - yen}sind, d.h. b =Y _;x%eq.

Dem Beweis schicken wir voraus

Lemma 82. Sei (U, ¢) Karte mit U C M offen, V := ¢(U) C R™ konvex (d.h.
jede Gerade, die zwei in V liegende Punkte verbindet, verliuft zwischen diesen

Punkten ganz in V) und f € C°°(U). Dann existieren n glatte Funktionen g, €
C>(U), so dass

n
f=Fp)+ > (x*—x(p)) - ga- (4.18)
a=1
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Beweis. Offensichtlich gilt fiir jeden Punkt q € U

1

f(q) = f(p) + L at S50 4 (b(p) + tidla) - 0(p)). (4.19)

Schreibt man ¢ = ZT;:] x%eq , so kann man mit Hilfe von (4.11) die t-Ableitung
unter dem Integral sofort in die Form (4.18) bringen, wobei

L
ga(q):J dt f

0 ox¢a

. (4.20)
o1 (dp)+t(d(a)—b(p)))

O

Bemerkung 83. Die Beschriankung auf Karten mit konvexem Kartenbild bedeutet
keinen Verlust an Allgemeinheit, da konvexe Umgebungen (wie etwa offene Ku-
geln) eine Umgebungsbasis der Topologie des R™ bilden. Ist also zunéchst eine
Karte (U, ¢) gegeben mit offenem U aber nicht konvexem V = ¢ (U), so existiert
immerhin ein offenes konvexes V/ C V das ¢ (p) enthilt (fiir irgend einen gewihl-
ten Punkt p € U), so dass dann (U, $[y+) mit U’ := ¢~ '(V’) eine Karte mit
konvexem Kartenbild ist und deren offenes Kartengebiet p enthiilt.

Beweis von Proposition 81. Wendet man die punktale Derivation X, auf f an und
benutzt fiir f die Darstellung (4.18), in der f(p) und x(p) als konstante Funktionen
zu betrachten sind (vgl. Bemerkung 74), so erhélt man mit der aus (4.20) folgenden
Gleichung g (p) = 0f/0x“|, gerade

= . Of
Xp(ﬂ = ZXp(X ) Ixa
a=1

. 4.21)
P

Da dies fiir alle f € C*°(U) gilt folgt die Giiltigkeit von (4.17). Damit sind die n
punktalen Derivationen 9/0x“|, als Erzeugendensystem des Vektorraums T, (M)
erwiesen. Sie sind aber auch linear unabhiingig, denn hat man ) ; cq 0/9x%, =
0, so folgt sofort ¢, = O fiir alle T < b < n, etwa durch Anwenden dieser Glei-
chung auf die Funktion x® unter Beachtung von (4.12). O

Zu jedem Vektorraum gehort in natiirlicher Weise ein Dualraum von gleicher Di-
mension. Dieser enthilt als Elemente die linearen Abbildungen des Vektorraums
in den Grundkérper. Entsprechendes gilt hier:

Definition 84. Der Kotangentialraum am Punkte p einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit M ist der n := dim(M) — dimensionale reelle Dualraum zu T,(M);
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er wird mit T3 (M) bezeichnet. Ist (U, ¢) eine Karte mit offenem Kartengebiet U
das p enthilt, so wird die zu {0/0x“|, | a = 1,- - - ,n} duale Basis von T{,‘(M) mit
{dx%, [ @ = 1,---,n} bezeichnet. Es gilt also die iibliche Gleichung zwischen
den Vektoren einer Basis und deren Dualbasis (die hier aufgrund der Symbolik
eine etwas sperrige Gestalt annimmt):

0
de|p <axa

Weiter kann man nun Tensorprodukte unter den Réumen T, (M) und T3 (M) bil-
den. Man setzt

> _ 5. (4.22)
P

TQ

Pm

M)=T,(M)@ - @TM)T (M) T (M) (4.23)

{ Faktoren 'm Faktoren

Eine Basis dieses n**™-dimensionalen Vektorraums ist gegeben durch die Vekto-
ren der Form

0
-

.. by o bm
x| @ x|, © T @ @ (4.24)

an denen die {+m Indizes a;, b; unabhéngig voneinander die Werte 1 bis n durch-
laufen.

Nach der allgemeinen Regel, dass sich unter linearen Abbildungen Basen und Du-
albasen relativ zueinander mit der jeweils transponiert-inversen Matrix transfor-
mieren, erhilt man aus (4.15) sofort

a . ax& b
dxglp =) Fr dxglp - (4.25)
b=1 "B

Dass 0x§/ axg in der Tat die zu axlé /9x§ inverse Matrix ist folgt sofort daraus, dass
gemil (4.3) ¢up die zu ¢p, inverse Abbildung ist, so dass auch ihre jeweiligen
Ableitungen (Jacobi Matrizen) zueinander invers sind. Die Jacobi Matrizen sind
aber gerade durch 0x§/ 6XB bzw. axg /0x§ gegeben, wie am Ende des Beweises
von Proposition 80 gezeigt. Im gewissen Sinne wurde dies durch die suggestive
Schreibweise ja bereits vorweggenommen.

Das Transformationsverhalten des allgemeinen Tensorprodukts (4.23) ergibt sich
dann, indem man jeden T, (M)-Faktor nach (4.15) und jeden T7(M)-Faktor nach
(4.25) transformiert.
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4.3 Vektor- und Tensorfelder

Definition 85. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit im Sinne der Defini-
tion 70. Ein auf einer Teilmenge Ll C M definiertes Vektorfeld X ist eine Abbil-
dung, die jedem p € U ein Element T,(M) zuordnet. Ist U offen, so heiit X vom
Typ C* (oder einfach C¥), wenn fiir jedes Kartengebiet U, der C*-Struktur fiir
das U N Uy # 0 die Koeffizientenfunktionen X§ : Uy N U — R der Entwick-
lung X, = Y ©_; X4(p)d/0x%|, im Sinne von Definition 72 vom Typ C* sind. Ist
k = oo, so nennt man das Vektorfeld auch oft glatt. Entsprechend definiert man
Felder von Kovektoren oder allgemeiner Tensorfelder als Abbildungen, die jedem
p € U ein Element in Tpfn(M) zuordnen. Diese heiBen dann vom Typ C*, wenn
die Koeffizientenfunktionen beziiglich der Tensorproduktbasis (4.24) im Sinne von
Definition 72 vom Typ C¥ sind. Wieder heiBt das Tensorfeld glatt falls k = oco. Fel-
der heillen lokal falls U # M und global falls U = M.

Bemerkung 86. Triviale Beispiele fiir glatte lokale Vektorfelder sind die in Kar-
tengebieten U, gegebenen Abbildungen Uy > p — 0/0xgl,, die wegen der
konstanten Koeffizientenfunktionen klarerweise glatt sind. Man schreibt fiir die-
ses Vektorfeld einfach 0/0xg, und genauso dx§, fiir das glatte lokale Kovektorfeld
Uy 2 p — dx§. Man nennt diese auch Koordinatenbasisfelder.

Wie bereits gesehen bildet die Menge C* der glatten, reellwertigen Funktionen
eine kommutative und assoziative Algebra. Ein globalesVektorfeld X definiert ei-
ne Abbildung C*°(M) — C*>(M) die fiir alle f,g € C°°(M) und alle ¢ € R
folgenden Bedingungen geniigt (vgl. (4.6 und Definition 73)):

X(f +cg) = X(f) + cX(g), (4.26a)
X(f-g) =X(f)-g+f-X(g). (4.26b)

Definition 87. Eine Abbildung C*°(M) — C*(M), die (4.26) geniigt, heilit De-
rivation von C°(M).

Da Derivationen Abbildungen sind konnen sie hintereinander ausgefiihrt werden,
X o Y(f) := X(Y(f)). Sie bilden aber keine Algebra (mit o als Produkt), denn die
Abbildung X o Y : C*°(M) — C*(M) geniigt nicht (4.26b):

XoY(f-g)=X(Y(f)-g+f-Y(g))
=XY(f)-g+f-XY(g) + X(f) - Y(g) + Y(f) - X(g) .

Es sind die letzten beiden Terme, die die Eigenschaft (4.26b) verhindern. Zusam-
men sind diese beiden Terme symmetrisch unter dem Austausch X < Y, fallen
also heraus, wenn man von X o Y die umgekehrte Komposition, Y o X, abzieht.

(4.27)
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Definition 88. Der Kommutator zweier Vektorfelder ist definiert durch
X, Y =XoY—-YoX. (4.28)
Gilt [X, Y] = 0 so sagt man, dass X und Y kommutieren.

Definition 89. Eine Lie Algebra iiber dem Korper K ist ein Vektorraum V iiber K
zusammen mit einer Lie-Klammer genannten Abbildung V x V — V, (X,Y) —
[X,Y], die fiir alle X, Y, Z € V und alle ¢ € K folgenden Bedingungen gentigt

X+ Y, Z] = [X,Z] + clY, Z] Linearitit , (4.29a)
X, Y] = —[Y, X] Antisymmetrie , (4.29b)
X, [Y, Z]1 + [Y, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] =0 Jacobi Identitt . (4.29¢)

Man beachte, dass die Linearitdt im ersten Argument (4.29a) zusammen mit der
Antisymmetrie (4.29b) auch die Linearitdt im zweiten Argument implizieren. Man
kann also sagen, dass die Lie Klammer eine bilineare, antisymmetrische Abbil-
dung V x V — V ist, die der Jacobi Identitit geniigt. Betrachtet man die Lie
Klammer analog einem Produkt in einer gewohnlichen Algebra, dann ersetzt die
Jacobi Identitét die Bedingung der Assoziativitét.

Proposition 90. Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit bilden eine reelle Lie Al-
gebra, wenn man die Lie-Klammer durch den Kommutator gemdapf3 (4.28) definiert.

Beweis. Aus (4.27) und der entsprechenden Gleichung in der X und Y vertauscht
sind folgt durch Subtraktion, dass [X, Y] wieder (4.26b) geniigt und somit eine
Derivation ist. Die Bedingungen (4.29a) und (4.29b) sind klarerweise erfiillt und
(4.29c) ergibt sich aus der Assoziativitit fiir die Komposition von Abbildungen
Xo(YoZ)=(XoY)o2Z). O

Man beachte, dass der Kommutator in jedem Argument linear beziiglich der Mul-
tiplikation mit ¢ € R ist, nicht jedoch beziiglich der Multiplikation mit Funktionen
f € C°(M). Stattdessen sieht man mit (4.26b) sofort, dass fiir alle glatten Vektor-
felder X, Y und alle glatten Funktionen gilt:

X, f-Y] =f-[X,Y] +X(f)-Y. (4.30)

Im allgemeinen wird der Kommutator zweier Vektorfelder nicht verschwinden.
Verschwinden die Kommutatoren von X und Y mit Z, dann auch der von [X,Y]
mit Z, wie man aus der Jacobi-Identitit sofort sieht. Aus der Definition der Koor-
dinatenbasisfelder ist es klar, dass ihr Kommutator stets verschwindet,

[8/0x%, 9/2x"] =0. (4.31)
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Umgekehrt kann man zeigen: Verschwinden alle Kommutatoren zwischen Basis-
feldern {eq}q—1...n, SO existieren lokale Koordinaten {x®}q—1..., mit e, = 0/0x,.

Definition 91. Sei U C M offen und e,, a = 1,--- ,n, glatte Vektorfelder, so
dass die n Vektoren eg|, an jedem Punkt p € U linear unabhingig sind; dann
heiflen die n Vektorfelder (Tangential)Basisfelder iiber L. Glatte Felder 0¢, a =
1,---,n, von Kovektoren, die an jedem Punkt p € U linear unabhingig sind,
heillen Kobasisfelder iiber . Sind sie an jedem Punkt dual zur Tangentialbasis,
d.h. gilt an jedem Punkt analog zu (4.22)

0°lp(ealp) =87, (4.32)

so heiBen sie Dualbasisfelder. Ist Ll = M, so heifien die Basen global, andernfalls
lokal. Das punktweise Bilden von Tensorprodukten erlaubt dann Basisfelder der
entsprechenden Tensorstruktur zu formen, etwa fiir Tfn(M) analog zu (4.24)

(661 ®"'®eae®eb] ®"'®ebm)|p = ea1|p®"'®eag|p®9b1|p®"'®9bm|p.
(4.33)

Definition 92. Menge der glatten Tensorfelder vom Typ T! iiber U C M wird
mit ST, (U) bezeichnet. Die Werte ¢ = 1,m = 0 und { = 0, m = 1 entsprechen
Vektor-, bzw. Kovektorfeldern.

Ein Tensorfeld T € ST]‘EA(M) habe beziiglich dualer Basisfelder {eq}q—1..n und
{8%}q—1..., die Darstellung (4.25)

T=T hea® ®eq 0" @ @0 (434)

Bemerkung 93. In (4.34) und im Folgenden verwenden wir die Summenkonven-
tion, gemél der liber doppelt auftretende Indizes automatisch (d.h. ohne explizites
Summenzeichen X) iiber ihren Wertebereich zu summieren ist. Diese Konvention
tritt auBer Kraft wenn eine Summenzeichen X explizit erscheint, wie z.B. in (4.15)
oder (4.25), wo ein Weglassen des Summenzeichens sinnlos wire, weil man zwar
tiber b aber nicht iiber 3 summieren mochte, aber beide doppelt auftreten.

Ist {e/}q=1..n und {0’“}q—1..n ein anderes Paar dualer Basisfelder, dann existiert
eine glatte n x n—Matrix wertige, an jedem Punkt invertierbare Funktion f mit
Komponenten f; € C*°(M), so dass

el = fley, (4.35a)
0’ = [f']ged. (4.35b)
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Dabei bezeichnet f~! die Funktion, deren Funktionswert an der Stelle p die inverse
Matrix zu f(p) ist und [f~']¢ ihre Komponenten. Werden die Komponenten von T
beziiglich der gestrichenen Basen ebenfalls mit einem Strich gekennzeichnet, so
gilt (die Klammern auf der rechten Seite dienen nur der besseren Lesbarkeit)
TR = (I ) TR, (). 436
In dem Spezialfall, in dem die Basisfelder e, von Koordinaten zu Kartenabbil-
dungen ¢ : U — R™und ¢’ : U — R™ herriihren, also gilt e, = 9/0x® und
ey = 3/9x'°, ist klarerweise
_ox®
St
Also ist f die Matrix-wertige Funktion in U, die an jedem Punkt als Wert die
Jacobi-Matrix des Kartenwechsels ¢ o ¢’ a besitzt, oder, was dasselbe ausdriickt,
die inverse Jacobi-Matrix des Kartenwechsels ¢’ o d)_].

i (4.37)

Zuletzt miissen wir auf eine sehr wichtige charakterisierende Eigenschaft von
Tensorfeldern eingehen. Oftmals sind ndmlich nicht Tensorfelder direkt gege-
ben, sondern Funktionen, die einem n-Tupel von global auf M definierten Vek-
torfeldern wieder ein globales Tensorfeld in ST (M) zuordnen. Die Frage ist
dann, unter welchen Umstdnden eine solche Zuordnung einem Tensorfeld in
STY +m(M) entspricht. Eine notwendige Bedingung ist sofort klar: Die Zuordnung
(X1, ,Xn) = T € ST, (M) muss in jedem der n Argumente C*(M)-linear
sein, denn das ist bei einem Tensorfeld in ST +m(M) auch der Fall, das ja an jedem
Punktp € M eine n-fach multilineare Abbildung des n-fach Kartesischen Produk-
tes des Tangentialraumes T, (M) nach Tpfn(M) vermittelt. Der Punkt ist nun, dass
diese notwendige Bedingung auch hinreicht. Dies diskutieren wir zunéchst fiir den
Fall{=m=0undn =1.

Sei also O ein glattes globales Kovektorfeld auf M. Dann definiert es eine Ab-
bildung 6 : ST(M) — C*(M), die jedem glatten globalen Vektorfeld X auf
M eine glatte Funktion 0(X) zuordnet, deren Wert an der Stelle p einfach durch
0(X)(p) := 0, (X;) gegeben ist. Diese Funktion ist natiirlich insofern speziell, als
ihr Wert an jedem Punkt p € M nur von den Werten der Felder © und X in p
abhingt. Daraus folgt, dass 0 nicht nur R-linear sondern sogar C> (M )-linear ist:

0(f-X) =10(X) (4.38)
fiir alle f € C*°(M) und alle X € ST(M).
Davon gilt nun auch die Umkehrung:

Proposition 94. Gegeben eine Funktion 0, die jedem glatten globalen Vektorfeld X
eine Funktion 8(X) € C®(M) zuordnet. Diese Funktion sei R-linear, d.h. 0(X +
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Y) = 0(X) + 0(Y) und 6(cX) = cO(X) fiir alle globalen glatten Vektorfelder
X,Y und alle ¢ € R. Dann existiert ein glattes globales Kovektorfeld 0, so dass
0(X)(p) = 0p(Xp), genau dann, wenn 0 auch C>®(M)-linear ist.

Beweis. Die Notwendigkeit der C°° (M )-Linearitit wurde schon diskutiert und ist
klar. Dass diese Bedingung hinreicht wire ebenfalls sofort klar, wenn M eine glo-
bale Karte zuliele, oder etwas allgemeiner, wenn ein globales Basisfeld existier-
te. Denn dann gilte global X = X%, mit X¢ € C*(M), und deshalb wegen
C®(M)-Linearitit 0(X)(p) = X*(p)0(eq)(p). Das globale Kovektorfeld ist dann
0 = 0(eq)0%wobei {8',---,0m} dual zu {ey,- - - , e, } ist. Es ist unabhingig von
der Wahl der gewihlten Basis. Im Allgemeinen existieren aber weder globale Kar-
ten noch — was eine etwas schwichere Bedingung darstellt — globale Basisfelder. In
diesem Fall schlieit man wie folgt: Sei (U, ¢) Karte mit p € Uund f € C*°(M)
mit Trdger in U und f(p) = 1. Stimmen die globalen Vektorfelder X und Y in
U iberein, d.h. gilt X|y = Y|y, dann gilt global f - X = f - Y und daher auch
0(f-X) = 0(f-Y). Wegen der C*®-Linearitit und f(p) = 1 bekommt man daraus so-
fort 8(X)(p) = 0(Y)(p). Also hingt der Wert 0(X)(p) nur ab vom Verhalten von X
in einer — beliebig kleinen! — Umgebung U von p. Dann kénnen wir bei der Berech-
nung von 8(X)(p) aber X durch Y = f2X ersetzen, wo f gemiB Korollar 77 eine
glatte Funktion ist, deren Tréger in U enthalten ist und die auf einer offenen Unter-
menge V C U die Einsfunktion ist. Ist X[y, = X%0/0x%, wobei die Funktionen X
und Vektorfelder 9/0x® in U definiert sind, dann ist Y = f2X = (f-X%)(f-9,/9x°).
Der Punkt ist nun, dass wir f- X% und f-9/9x® als global definierte glatte Funktio-
nen und global definierte glatte Vektorfelder auffassen kdnnen, indem wir sie au-
Berhalb U durch die Nullfunktionen und Null-Vektorfelder fortsetzen. Dann diirfen
wir 0 auf Y anwenden und erhalten nach Auswertung an p

0(Y)(p) = X*(p)B(f - 3/0x*)(p). (4.39)

Somit sehen wir: haben zwei Vektorfelder X; und X; die gleichen Koeftizienten
X§(p) und X§(p) beziiglich der Entwicklung ihrer Werte X;(p) und X;(p) nach
der Basis 0/0x“|, von T,(M), mit anderen Worten, gilt X;(p) = X;(p), dann
stimmen auch die Werte 0(X1)(p) und 8(X;)(p) iiberein. O

Genauso beweist man nun das folgende

Proposition 95. Gegeben eine Funktion 0, die jedem n-Tupel von glatten globalen

Vektorfeldern (X', --- | X™) ein Feld 8(X',--- ,X") € ST! (M) zuordnet. Diese
Funktion sei R-multilinear, d.h. in jedem der n Argumente R-linear (s.o.). Dann
existiert ein © € STﬁHn(M), sodassO(X',--- | XM)(p) = Gp(X;, -+, XY), genau

dann, wenn 0 in jedem der 1 Argumente C*(M)-linear ist.
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Wir werden unten Gelegenheit zur wichtigen Anwendung haben, wenn wir die
Tensorfelder der Torsion und Kriimmung definieren.

4.4 Differenzierbare Abbildungen

Definition 96. Seien M und M’ differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimen-
sionen n bzw. n’. Die Atlanten {(Uy, dy) | & € I} und {(U), L) | « € T’} re-
prisentieren die C'- und CY Strukturen von M bzw. M’, wobei £ := min{l, 1’} > 1.
Eine Abbildung F : M — M’ heiBt differenzierbar von der Klasse Ck mitk < ¢,
wenn fiir alle Karten die Funktionen

Fap =i oFodg’, R"™Ddp(Ug) - RY (4.40)

im gewohnlichen Sinne k mal stetig differenzierbar sind, fiir alle Paare (o, 3) €
I’ x T fiir die f(Ug) N U, # 0. Die Menge solcher Abbildungen wird mit
C*(M, M) bezeichnet. Ist n = k = oo so spricht man auch oft von glatten
Abbildungen. Wieder ist zu beachten, dass diese Definition unabhingig von den
Atlanten ist, die die C'-Struktur auf M und die C '-Struktur auf M’ reprasentieren.
Ist F € C¥(M, M) eine Bijektion, so dass F~' € C¥(M’, M), dann nennt man F
einen C*-Diffeomorphismus, bzw. einen glatten Diffeomorphismus falls k = oo.

Die glatten Abbildungen F € C°°(M, M) definieren Algebren-Homomorphismen
F*:C®(M') = C*®M), f—Ff:=foF. (4.41)

Die Homomorphie-Eigenschaft folgt einfach aus (f + g) oF = foF+ g o Fund
(f-g)oF = (foF)-(goF). Damit definiert jedes F aber auch lineare Abbildungen
auf den punktalen Derivationen dieser Algebren. Ist ndmlich p € M und F(p) =
p’ € M/, so sind diese gegeben durch

Fip : T (M) = T,/ (M), FpXp:=Xp o F, (4.42a)
das heiBt, dass fiir jedes f € C°(M’) gilt:
FaopXp(f) = Xp (F(f)) = Xp(fo F). (4.42b)

Man beachte, dass wir sowohl in (4.41) das Argument von F* als auch in (4.42) das
Argument von F,, absichtlich nicht in Klammern gesetzt haben um die Notation
nicht zu iiberfrachten. In konkreten Fillen wird meist klar sein, welche der rechts
von F* bzw. F, stehenden Symbolketten das Argument bildet. Nur wenn Zwei-
deutigkeiten zu befiirchten sind sollten Klammern gesetzt werden, wobei dann die
erste auf F* bzw. F,,, folgende Klammer das Argument enthilt.
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Sei nun p im Gebiet der Karte (Ug, ¢pg) von M und p’ = F(p) im Gebiet der Kar-
te (Uf, %) von M’, so kénnen wir F,,, auf 0/ axglp anwenden und das Ergebnis
nach den Basisvektoren 0/0x g, entwickeln. Dabei sind die Entwicklungskoeffi-
zienten die Spalten der Jacobi-Matrix der Abbildung Fg, wie man wie folgt sieht
(in der folgenden Gleichung ist die Summenkonvention auBler Kraft gesetzt):

9 d
F*paxg)p(f) —axg‘p(foF)
B E‘tzo(f oF)o ‘1’51 (bp(p) + tey)
d f—
T dtle (fo‘bc/x ") o Fap(dp(p) + tep)
-1
_D(fo / )q’&(P/)O(DF“ﬁ)q,B(p)(eb) (4.43)
n’ |
a
= [(DchB)d)B(p)}b D(fo - )¢é(P/](ec/1)
a=1
n/
0
e (DF ) a v -
1 [ of (brs(p)}b ' |y

a

Da dies fiir alle Funktionen f gelten muss, haben wir allgemein

/

n
d
CI
*pax‘ ; (OFaplosmly  rm

Dabei bezeichnet (DFup) ¢, (p) € Lin(R™, R ) die Ableitung von Fop (vgl. (4.40),
deren Matrixdarstellung beziiglich der Basen {ey }p—1..., von R™ und {e/}q=1..n’
von R™ durch e, — J¢ el gegeben ist, wobei J& := [(DFap)g, )]y die Jacobi-
Matrix ist.

(4.44)

pr

Fiir jede lineare Abbildungen L : V — V' zwischen Vektorrdumen V und V’
existiert eine umgekehrt verlaufende lineare Abbildung der Dualrdume L* : W* —
V*, definiert durch L*() := o o L; man nennt L* die zu L duale Abbildung.
Entsprechend ist die zu (4.42) duale Abbildung gegeben durch

BT (M) = T (M), Fi0y =0, 0Fyp, . (4.45)

Beziiglich der zu {0/ axg} und {0/0x’} dualen Basenfelder {dxg} und {dx'g} hat
man dann das transponierte Verhalten zu (4.44)

n
Frdx'olor =D [(DFap)gsm]y dxfl (4.46)
b=1
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Ist die Abbildung F : M — M’ injektiv und X € ST(M) ein Vektorfeld auf M, so
ist durch die punktweise Abbildung X, — F,,X;, an jedem Punkt p’ des Bildes von
M in M ein Vektor definiert, der ein Vektorfeld iiber Bild(F) C M’ definiert. Wir
wollen uns nun auf den Fall beschrinken, wo M und M’ von gleicher Dimension
sind (n = n’) und auBerdem F,;, fiir alle p € M nicht ausgeartet (d.h. vom Rang
n) ist. In diesem Fall sind alle F,;, und F{, Isomorphismen und wir erhalten fiir
jede Abbildung F € C>°(M, M) und jedes Vektorfeld X € ST(M) ein Vektorfeld
F.X € ST(M) durch die Vorschrift

M’ Dp' = (FX)p :=FpXp, fiir p’ =F(p) (4.47)

Ist f € C*°(M’) so kann man das Vektorfeld F,X auf f’ anwenden und erhiilt
wieder ein Element in C>°(M’), das man mit Hilfe der Abbildung F* aus (4.41)
zu einer Funktion in C*°(M) zuriickziehen kann. Diese ist gegeben durch M >
P — (FX)p(p)(f'), was wegen (4.47) gleich ist F., X, (') = X, (f/ o F), so dass
allgemein gilt

F*(F.X(f) = F.X(f) o F=X(f' o F). (4.48)

Haben wir nun zwei Vektorfelder X und Y in ST(M), so konnen wir beide mit
F. nach ST(M’) abbilden, nacheinander auf f’ € C>°(M’) anwenden und das
Ergebnis mit F* nach C®° (M) zuriickziehen. Zweimalige Anwendung von (4.48)
ergibt

FX(FY(f) o F = X(F.Y(f') o F) = X(Y(f' o F)) (4.49)

Man wire nun geneigt, die rechte Seite als XY(f’ o F) = F,(XY) o F zu schreiben,
was aber nicht definiert ist, da Vektorfelder keine Algebra bilden und somit XY
kein Vektorfeld ist, so dass auch die Anwendung von F, darauf nicht definiert ist.
Wie wir aber in Abschnitt 4.3 gesehen haben, bilden Vektorfelder eine Lie-Algebra.
Also konnen die in X und Y antisymmetrische Kombination von (4.49) bilden und
schreiben

[ X, EY](f) o F = [X, YI(f' o F) = F.[X, Y](f') o F, (4.50)

wobei wir in letzten Schritt (4.48) anwenden konnten, da [X, Y] ein Vektorfeld ist.
Also gilt allgemein:
F.IX, Y] = [F.X, FY]. (4.51)

4.5 Die duBere Ableitung

Unter den Tensorfeldern auf einer Mannigfaltigkeit nehmen solche, die an jedem
Punkt p € M Werte im antisymmetrischen Tensorprodukt A" (T5(M)) annehmen,
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eine besondere Stellung ein; sie heilen {-Formen und werden auch einfach mit
S/\K(M) (statt S/\E (T*(M)) bezeichnet.

Definition 97. Die dufiere Ableitung besteht in einer zu jedem { € N gehorigen
Abbildung
d:SA' M) = SAYT (M), (4.52a)

die fiir alle f € C®(M), X € ST(M), &, &/ € SA (M) und p € SA™(M)
(£, m € N) folgenden Bedingungen gentigt:

df(X) = X(f), (4.52b)
d(df) =0, (4.52¢)
dloe + ') = doc + do’, (4.524)
d(aAR)=daAB+ (=1 aAdB. (4.52¢)

Proposition 98. Es existiert genau eine den Bedingungen (4.52) geniigende Abbil-
dung.

Der Beweis dieser Proposition wird sich aus den nachstehenden Betrachtungen
ergeben. Zunichst folgern wir aus der Definition folgendes

Korollar 99. Der Wert von do an der Stelle p € M héingt von oo nur durch dessen
Einschrinkung o|y auf eine beliebig kleinen Umgebung U von p ab.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass dx(p) = df3(p) wenn « und f in einer offenen
Umgebung U von p iibereinstimmen. Wegen der Linearitit (4.52d) ist da(p) =
dB(p) genau dann, wenn d(ox — 3)(p) = 0. Also reicht es aus, zu zeigen, dass
da(p) = 0 falls « in einer offenen Umgebung U von p verschwindet. Wir nehmen
also an, dass «|y = 0. Nach Korollar 77 existiert g € C° (M) mit Triger in U,
so dass g die Einsfunktion auf einer kleineren offenen Umgebung V C U von p
ist. Dann ist f := T — g eine glatte Funktion, die auf dem Komplement von U die
Einsfunktion ist und in V die Nullfunktion. Da der Triger von & im Komplement
von U liegt, gilt &« = f - & und somit wegen (4.52¢), dass d(f - o) (p) = df(p) N\
a(p) + f(p) - da(p) =0, wegen x(p) = 0 und f(p) = 0. O

Fiir 0-Formen (Funktionen) folgt aus aus (4.52b) und Proposition 81 sofort der
lokale Ausdruck fiir das Differential der Einschrankung f|y; in lokalen Koordinaten:

of
dfly = dx®. 4.53
u=3.a (4.53)
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Fiir ein allgemeines o € S /\E(M) hat man beziiglich der Karte (U, ¢) den lokalen
Ausdruck fiir die Einschriankung /|y

aly = %(xa]---ae dx® AL A dxS =: %oqul, (4.54)

wobei wir abkiirzend die Multi-Index Schreibweise dx! := dx®' A --- A dx% und
K] i= Kq,..q, eingefiihrt haben. Nach (4.52¢) und (4.52e) gilt ddx! = 0, so dass
man wegen (4.53) bekommt

dofy = grdog A dx' = §9q0ayap dX% A dx® A - dx® (4.55)

wobei wir abkiirzend 04, := 0/0x% geschrieben haben. Insbesondere folgt unter
Verwendung der Antisymmetriesierungsklammer (7.14b), dass

(dot)ag-ap = (L4 1) 0jqy Xy ay] - (4.56)

Somit ist der Ausdruck von doy in lokalen Koordinaten eindeutig durch (4.52)
bestimmt. Damit wire wegen Korollar 99 auch do eindeutig bestimmt, sofern
do iiberhaupt existiert. Tatsdchlich haben wir ja noch kein Beweis von Proposi-
tion 98, denn es wurde ja bisher nicht gezeigt, dass dx € S /\e+1 (M). Somit ist
die Existenz der Abbildung d bisher nicht gesichert. Dies kann man z.B. durch
den Nachweis zeigen, dass sich die Komponenten (dot)q,...q, gemih dem Trans-
formationsverhalten (4.36) und (4.37) eines Tensors transformieren. Dies sieht
man in der Tat fast ohne Rechnung ein, da die einzigen von diesem Verhalten
potentiell abweichenden Terme genau diejenigen sind, in denen die Differentia-
tion dq, = (9x'°0/0x%)0/dx'* in Ausdruck fiir (dowi)qy.a, auf der rech-
ten Seite von (4.56) auf die Transformationsmatrizen 9x% /9x'? wirken und je-
weils einen Term proportional zu 9°x% /9x /20 9x/?t erzeugen. Wegen der anschlie-
Benden Antisymmetrisierung im Indexpaar (bg, b;) durch die Multiplikation mit
dx’PoA-- - Adx®i A- .. dx'Pt verschwinden diese ,,potentiell gefihrlichen* Terme
jedoch samtlich (wegen der Symmetrie der 2. partiellen Ableitungen). Aus dieser
Betrachtung wird auch sofort klar, dass die vollstindige Antisymmetrie wesentlich
ist und eine analoge Vorschrift etwa fiir vollstindig symmetrische Tensoren nicht
zu einer Abbildung zwischen Tensorfeldern fiihren wiirde.

Ein vom geometrischen Standpunkt befriedigenderer Beweis von Proposition 98
wird sich unmittelbar aus folgender Proposition ergeben, die auch fiir die weiteren
Anwendungen sehr niitzlich ist.

Proposition 100. Sei « € S/\E(M); dann ist do = 0 falls { = n = dim(M) und
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fiirl <n

da(Xo, -+, X)) = Y (=D Xi(a(Xoy -+, Kiy -+, Xe))
0<it
+ Z H_](X XuX]XO)"'vjzi)"'752j)"')xl)-
0<igi<t

(4.57)

Dabei sind die mit einem Hut gekennzeichneten Argumente stets wegzulassen.

Beweis. Der Beweis ist etwas miihsam, aber nicht schwierig. Wir beginnen im
ersten Teil des Beweises mit dem Nachweis, dass die rechte Seite von (4.57) in
allen £ + 1 Argumenten Xy, - - - , X¢ C°°(M)-linear ist. Im zweiten Teil beweisen
wir die vollstandige Antisymmetrie der rechten Seite von (4.57). Aus diesen beiden
Teilen folgt dann gemil Proposition 95, dass dx € S /\€+1 . Im dritten und
letzten Teil miissen wir dann nur noch nachweisen, dass in lokalen Koordinaten
die Einschriankung der rechten Seite von (4.57) auf das Kartengebiet U identisch
ist zu (4.55). Zusammen ergibt dies dann auch einen Beweis fiir Proposition 98.

Erster Teil: Ersetzt man fiir ein 0 < k < { das Xy durch f- Xy, wobei f € C>* (M),
dann ergeben sich in der ersten Summe auf der rechten Seite von (4.57) folgende
zusitzliche Ableitungsterme in f:

D (E1Xalf) a(Xoy -+, Koy, Xe) (4.58)

1<i<te

£k
In der zweiten Summe auf der rechten Seite von (4.57) ergeben sich ebenfalls
zusitzliche Ableitungsterme in f, ndmlich genau dann, wenn in der Lie Klammer
im ersten Argument von « entweder X; = X (erster Fall) oder X; = Xy (zweiter
Fall). Im ersten Fall verbleibt die Summation iiber k < j < £, im zweiten Fall die
Summation iiber 0 < i < k. Wegen (4.30) sind die daraus zusammen entstehenden
Ableitungsterme in f aus der zweiten Summe gegeben durch

Z (_1)i+k Xi(f) Cx(Xk)XO) T )Xi) T )Xk) T 7Xl’,)

0<i<k
_Z 1% X (f (Xk,Xo,"',Xk,"')ﬁj)"'yxf) 4.59)
k<j<t ’
= Z (_])i_1 Xl(f) OC(XOa T )Xia T )XE) .
1<i<e
ik
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Dabei haben wir im letzten Schritt das Xy in der ersten Summe durch (k — 1)-
faches Transponieren, in der zweiten Summe durch k-faches Transponieren mit
dem nichsten rechten Nachbarn an die Stelle des ausgelassenen R gebracht, was
im ersten Fall einen Faktor (—1)*', im zweiten Fall einen Faktor (—1)¥ ein-
bringt. Die Anteile (4.58) und (4.59) kompensieren sich offensichtlich, womit die
C°°(M)-Linearitit nachgewiesen ist.

Zweiter Teil: Die vollstindige Antisymmetrie des durch die rechte Seite von (4.57)
definierten Tensors do ist dquivalent der Aussage, dass da(Xp, - - - , X¢) = 0 wenn
zwei der { Eintriige gleich sind. Ist also 0 < k < k/ < £ und Xy = X/, dann ver-
schwinden wegen der Antisymmetrie von « zunéchst alle Terme der ersten Summe
in (4.57) auBer zwei:

(=1 )ka(o‘(XO) T )Xk) T >X@)) + (_] )k,Xk’ (‘X(XO> t 352k’> T )Xf)) .

(4.60)
Diese Summe verschwindet aber, da das {-Tupel der Argumente von « im er-
sten Summanden in das des zweiten Summanden durch Verriicken des Eintrags
Xy um k’ — k — 1 Stellen nach rechts iibergeht. Dies bringt einen zusitzlichen
Faktor (—1)%' 7%=, der zusammen mit (—1)* gerade —(—1)¥’ ergibt. In der zwei-
ten Summe verschwindet der Term (Xi, X;) = (X, Xy/) (wegen Xy = Xy ist
(X, Xi/] = 0) sowie alle Terme mit (X, Xj) # (Xy, Xi/) (wegen der Antisymme-
trie von ). Es bleiben daher nur Terme iibrig, fiir die

I)i=kund k < j < € mitj # k', oder

2)j =kund 1 <1<k, oder

3)i=k’und kK’ <j < {, oder

4)j=%"und 1 <1< k/miti#k.

Dabei wir es sich als zweckmaBig erweisen, den ersten und letzten dieser vier Fille

noch jeweils in zwei Unterfille zu unterteilen, je nachdem ob im ersten Fall j < k'
oder j > k' und im zweiten Fall i < k oder i > k. Danach resultieren die sechs
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Summen

Z (— 1)k+] (X([Xk)X] Xoy - >2k)"' ) X]’)"') X(’,) (4.61a)

k<j<k’

+ 3 (=0T (X X1, Xoy e Kie e, Ky, X) (4.61b)
k/<j<t

+ Z k+l Xn Xily Xoy - - >21) Ty Xk» HA) X(’,) (4.61¢)
1<i<k

+ Y DR (X, Xl Xoy e Ry, Kgy e, Xo) (4.61d)
k/<j<t

+ Z k o Xn Xyl Xoy - - - >21) Ty Xk’a T )X(’,) (4.61¢)
k<i<k’

+ ) (IR (X, Xy Xoy -5 Kiy ey Riy -, Xa) (4.61f)
1<i<k

In dieser heben sich nun paarweise die erste und fiinfte, zweite und vierte, sowie
die dritte und letzte Summe gegenseitig auf. Dies sieht man wie folgt: Zuerst be-
nennt man den laufenden Index einheitlich, schreibt also etwa in (4.61e) j statt
i. Der «-Term in (4.61e) geht dann in den o-Term von (4.61a) iiber indem man
Xy zwischen Xy/_7 und Xy, bringt. Dazu muss man X um k/ — k — 2 Stellen
nach rechts vorriicken lassen, denn zwischen Xy und Xy stehen wegen des feh-
lenden Xj (es ist ja k < j < k') genau k/ — k — 2 weitere X. Dieses Vorriicken
bringt ein Vorzeichen (—1 )¥'~¥ ein. Zusammen mit der Ersetzung des Kommu-
tators [Xi, X/l = —[Xyr, Xi] = —[Xy, Xi] folgt, dass sich (4.61a) und (4.61e)
gegenseitig aufheben. Noch einfacher ist die Lage bei den beiden anderen Paaren,
denn der -Term von (4.61d) geht in den von (4.61b) ebenfalls durch Vorriicken
von X in die Position zwischen Xj/_; und Xy, iiber, ohne dass dazwischen ein
X ausgelassen wire (denn die Auslassung von X; betrifft wegen j > k' eine Posi-
tion rechts von Xy/), also um k’ — k — 1 Positionen. Also resultiert ein Vorzeichen
—(—1 )k,_k, das (4.61d) in das Negative von (4.61b) transformiert. Genauso geht
man bei (4.61f) vor um es in das Negative von (4.61c) umzuformen (denn hier be-
trifft die Auslassung von X; wegen i < k eine Position links von Xy). Somit ist do
als vollstindig antisymmetrisch erwiesen.

Dritter Teil: Setzt man im Kartengebiet U fiir X; = 0/0x!, dann verschwin-
den alle Kommutatoren und damit der zweite Term in (4.57). Wegen (7.8b)
ist d‘XU(Xao»' e )Xag) = ((-H (dfxu)ao -ap und ‘X(Xao»' e )52(11)"' )Xa@) =
%ocao...ai...ae, so dass die Anwendung von (4.57) auf das (£ 4+ 1)-Tupel der kom-
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mutierenden Vektoren Xq, = 0/0x% mit 0 < i < { ergibt:

(docw)aga = (E+ 1) Y (—=1)"dq, (&U)ag-a;--ap
1<i<e (4.62)

= (E + 1) a[ao(o‘U)mnug]

Die rechte Seite stimmt aber gerade mit der von (4.56) iiberein, womit der
gewiinschte Beweis erbracht ist. O

Korollar 101. Fiir F € C®°(M,M') und « € SA\'(M) gilt

Fda = dFf«. (4.63)

Beweis. Dies ist wegen (4.51) unmittelbar klar fiir den zweiten Term der rechten
Seite von (4.57). Fiir den ersten Term hat man

(FX0) ((FuXoy - FuXiy - X0)) = Xi(et(FuXoy -+, FuXiy -+ Xe) o F) =
Xi(F*CX(XO)' e )Xi)" Xf)) O

Korollar 102. Die zweifache Anwendung der dufleren Abbildung ist die Nullab-
bildung:
@2:=dod: SA' M) = {0} e A" (M) (4.64)

Beweis. Man beachte, dass in den Ausgangsaxiomen (4.52) diese Eigenschaft
gamil (4.52c) nur fiir { = 0 gefordert wurde. Wegen Korollar 99 reicht es aus,
diese Eigenschaft fiir die Einschrinkung von Formen Koordinatengebiete U nach-
zuweisen, in dem die Darstellung (4.54) gilt. Sei also & € S /\e(M), dann ist

ddadu = §10a0a; Xayeap,; X% A dXT Adx®2 A+  Adx® . (4.65)

Da o ein glattes Feld ist vertauschen die partiellen Ableitungen (dafiir reicht
natiirlich C?), so dass dq,0q; ®a,.-a,., im Indexpaar (ag, aj) symmetrisch ist,
wirend dx® A dx®' antisymmetrisch ist. Also verschwindet die Doppelsumme
der rechten Seite von (4.65) iiber ap und aj. ]

Zum Schluss notieren wir noch zwei hiufig gebrauchte Spezialfille von (4.57),
namlich fiir Eins- und Zwei-Formen. Ist x € S /\] (M), dann gilt

do(X,Y) = X(ee(Y)) = Y((X)) — x([X, Y]). (4.662)
Fiir X = eq und Y = ey, mit [eq, ep] = C¢, ec, wird daraus

(dt)ab = ealop) — ep(xa) — ‘XCCfxb . (4.66b)
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Istoxe S /\Z(M), dann gilt nach wenigen Umstellungen

da(X, Y, Z) = X(«(¥, Z)) + Y((Z,X)) + Z(a(X,Y))

4.67a
Fa(X,2) + (% 1Z,X) ez Xy, O

Fir X = ey, Y = e, und Z = e, wird daraus
(da)abe = ealotpe) + ep(&ea) + eclotap) (4.67b)

n n n
+ xanCpe + apnCoq + XenChy -

Bezeichnen wir die Summe ueber die drei zyklischen Permutationen der a, b und
cmit 3 y,), S0 bekommt das die spiter niitzliche Form

(do‘)abc = Z {ea(o‘bc) + Xan EC} y (467C)
(abc)

in der wir unter dem Summenzeichen in jedem Term unabhéngig die Indizes abc
in einer anderen, zyklisch permutierten Reihenfolge schreiben diirfen.

Fiir Koordinatenbasisfelder e, = 0/0x? fallen die Terme mit den Koeffizienten
C¢,, natiirlich wieder weg.

4.6 Die Lie Ableitung

Die Lie Ableitung erlaubt, Tensorfelder beliebiger Stufe nach einem gegebenem
Vektorfeld abzuleiten. Sind also T € ST! (M) und X € ST} (M) gegeben, so kann
man nach der Lie Ableitung von T nach X fragen. Diese ist dann wider ein Element
in STﬁl(m) und wird mit Lx T bezeichnet. Insgesamt hat man also eine Abbildung

L: ST} (M) x STL.(M) — STL (M) (.68

.68a
(X, T) — LxT .

Wir fiihren nun die Lie Ableitung zuerst axiomatisch ein, indem wir sie auf Funk-

tionen und Vektorfeldern spezifizieren und dann mit geeigneten Regeln eindeutig

auf alle Tensorfelder fortsetzen. Diese Prozedur werden wir auch spiter bei ande-

ren Ableitungsbegriffen (z.B. der kovarianten Ableitung) anwenden. Sodann geben

wir aber auch Thre anschauliche geometrische Definition.

Definition 103. Die Lie-Ableitung ist eine Abbildung (4.68a) die fiir alle f ¢
C*®M) = STg(M), allen X,Y € ST&(M) und allen T € STL(M), T/ €
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STﬁ,(M) folgenden Regeln geniigt:

Lxf = X(f), (4.68b)
LxY =[X,Y], (4.68¢)
T — LxT ist R-linear, (4.68d)
IxTRTN=ILxTRT +T® LT/, (4.68e)
Colx=1LxoC. (4.68f)

Hier ist C die Kontraktionsabbildung zwischen Vektoren und Kovektoren (natiirli-
che Paarung), d.h. C(a ® X) = ixa = a(X).

Es ist klar, dass dadurch die Lie Ableitung auf Kovektorfeldern festgelegt ist, denn
sei o0 € ST{)(M), dann ist Ly o durch alle Kontraktionen Lyoc(Y) mit Y € ST& (M)
festgelegt. Nach Obigem gilt aber

(L) (Y) — C(Y ® Lxo)
< CLx(Y ® ) — LxY ® «)
o8 Lx (x(Y)) — a(LxY)
(4.68a,4.68) X(oc(Y)) - oc([X, Y]) , (4.69)

so dass (Lxo)(X) eindeutig bestimmt ist. Damit sind gemal (4.68¢) aber auch alle
Lie Ableitungen von Tensorprodukten festgelegt. Insbesondere ergibt sich fiir das
Produkt einer Funktion f und eines Tensorfeldes T

Lx(f-T)=X(f) - T+ f- LxT. (4.70)

Im Unterschied zu den spéter zu besprechenden kovarianten Ableitungsoperatio-
nen ist die Lie Ableitung zwar R-linear im Ableitungseintrag:

Lxicy = Lx +cly, “4.71)

jedoch nicht C°°(M)-linear. Zwar gilt fiir Funktionen f,g € C°°(M), dass
Lixg = (f- X)(g) = f(X(g)) = fLxg, aber fiir Vektorfelder und Kovektorfel-
der folgt aus (4.68c) bzw. (4.69), dass

LixY = f-LyY—Y(f)-X, (4.72a)
Lixa = f-Lya+ afX) - df. (4.72b)

Das folgende Resultat zeigt, dass die Lie Ableitung Lx T an einem Punkt p definiert
ist wenn X und T bereits in einer (beliebig kleinen) Umgebung U von p definiert
sind.
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Proposition 104. Der Wert der Lie Ableitung Lx T an der Stelle p € M héingt von
Xund T nur durch die Einschrinkungen X|y und T|y von X und T auf eine beliebig
kleine Umgebung U von p ab.

Beweis. Fiir den Beweis reicht es wegen der R-Linearitidt aus, zu zeigen, dass
LxT = 0 wenn T oder X in einer Umgebung U von p verschwinden, denn es ist ja
IxT=LxT' & Lx(T—T") =0und LxT = Ly T & Lyx_x/T = 0. Sei also U eine
Umgebung von p. Gemil Korollar 77 existiert eine Funktion g € C*°(M) deren
Triger in U enthalten ist und fiir die gilt gl = E|y, wobei E die Einsfunktion und
V C U eine kleinere Umgebung von p ist. Dann ist f := E — g die Einsfunktion
im Komplement von U und verschwindet identisch in V. Verschwindet nun T in
U, dannist T = f- Tund LxT = Lx(f-T) = X(f) - T + f - LxT. Ausgewertet
bei p € V C U verschwindet dies offensichtlich, da f(p) = O und T(p) = 0.
Verschwindet hingegen X in U, so ist X = - X und es gilt fiir Vektorfelder LxY =
LixY = - LxY —Y(f) - X und Kovektorfelder Lxyox = Ly.xox = f- Ly + a(X) df.
Ausgewertet bei p verschwinden wieder die rechten Seiten. Dies gilt dann auch fiir
beliebige Tensorprodukte zwischen Vektor- und Kovektorfeldern. O

Eine sehr niitzliche Darstellung der Lie Ableitung von Formen ist durch die fol-
gende Proposition gegeben:

Proposition 105. Sei « € SA'(M), £ > 1, dann gilt
Lxa = (doix +ixod)x. 4.73)

Dabei seien Funktionen wieder durch die Festsetzung S /\O(M) = C®(M) einge-
schlossen. AufSerdem bezeichnet ix : S /\K(M) — S /\2_] (M) die ,Einsetzabbil-
dung® (oder ,Kontraktionsabbildung*“), die einfach Punktweise den Vektor X(p)
in das erste Argument der L-Form oy, einsetzt. Per Definition annihiliert diese Ab-
bilding Funktionen, d.h. fiir x € C*°(M) ist immer ixo = 0.

Beweis. Wir rechnen die rechte Seite von (4.73) unter Verwendung von (4.57) ex-
plizit nach und bekommen

dix, o) (X1, Xe) = D (=D X («(Xoy -+, Ky -+, X))

1<i<t
L 4.74)
+ Z (_])H_] OC(X(), [Xi)XjLX]) T »Xb T 752]') T »Xll) )
1<i<i<t
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sowie
(ixoda) (X, -+, X¢) = Z (=) X (alXoy - -+, Kiy -+, X0))
0<i<t

+ ) (I (X, Xy, Xoy Xy oo Riy e, Ky, Xa)
0<i<j<t

(4.75)

Addiert man diese Ausdriicke, so hebt sich die erste Summe der rechten Seite von
(4.74) gegen alle Summanden der ersten Summe der rechten Seite von (4.74) mit
Ausnahme des einzelnen Summanden fiir i = 0 weg. Genauso hebt sich die zweite
Summe der rechten Seite von (4.74) gegen alle Terme der zweiten Summe der
rechten Seite von (4.74) mit Ausnahme der { Terme fiir i = 0 weg. Somit ist

((doix, +ix, o d)ax) (Xy, -+, X¢)
= Xo(a(X1,- -+, X¢)) + Z (=1 oc(Xo, Xi1, X1, -+, K5y -+, Xe)

<<t
= Xo (X1, -+, Xe)) — o([Xo, Xil, Xz, -+, X) (4.76)
= ot (Xa, X0y Xaly X3y o+, Xe) = = (X, X, [Xoy X))
= (Lx, @) (X1, -+, Xe) -
0

Korollar 106. Eingeschrinkt auf Formen verschwindet der Kommutator der
duferen- und der Lie Ableitung. Es gilt also

[d, IyJo == (do Ly —Lyxod)x =0 4.77)
fiir alle o € S/\E(M), 0> 1, undalle X € ST&(M).

Beweis. Nach (4.73) und Korrolar 102 (d.h. d = 0) ist

dolx=doixod=1Lxod. (4.78)

Proposition 107. Fiir den Kommutator von Lie Ableitungen gilt

[Lx, Ly] = LX (@) Ly — Ly (@) LX = I—[X,Y] . (4.79)

Beweis. Fiir die Lie Ableitung von Funktionen ist Gleichung (4.79) unmittelbar
klar. Fiir Vektorfelder folgt sie aus (4.68c) und der Jacobi Identitit (4.29¢):
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Fiir Kovektorfelder folgt (4.79) aus (4.69):

([Lx, Lyl) (2) = (Lx(Lye) ) (Z) = (X & Y)
= X(Lya(2)) — (Lya) ([X, Z]) = (X & V)
= XoY(«(Z)) =X («([Y, Z1)) — Y(ee([X, Z])) + (Y, [X, ZI)

symmetrisch unterX«—Y

—(XeY)
X, VI(w(2)) + (1% [X, Z10) — ae([X, 1Y 21)
= X, YI((2)) — ([X, Y1, Z])
= (L) (2), (4.81)

wobei von der drittletzten zur vorletzten Zeile wieder die Jacobi Identitét (4.29¢)
benutzt wurde.

Der allgemeine Fall folgt nun aus (4.68e) und der Tatsache, dass jedes Tensorfeld
hoherer Stufe Tensorprodukt von Vektor- und Kovektorfeldern ist. Denn es gilt
nach (4.68¢)

L, L (T@®T) = (Ixoe LyT) @ T"+ T® (Lx o LyT")
+IxTRLyT + IyT @ LxT' — (X < Y)
symmetrisch unterX«Y
=LxyT@T' +TeLxyT’
=Lxn (TeT), (4.82)

so dass (4.79) fiir ein Tensorprodukt gilt wann immer es fiir die Faktoren zutrifft.
O

Bevor wir uns der geometrischen Interpretation zuwenden, wollen wir noch die
lokal giiltigen Koordinatenausdriicke der Lie Ableitung verschaffen. Diese sind
recht einfach, wenn wir Koordninatenbasen verwenden. Sei also (U, ¢) eine Karte
mit den dualen Basen {0/0x',---,9/0x™} und {dx',--- , dx"}. Wir entwickeln
die Einschrinkungen von T € ST (M) und X € ST& (M) nach diesen Basen:

0
— ay---ag b bm
Thu = To/lom 370 @ @ 3a '@ @dxTm, (4.83)
0
Xju = X° . 4.84
lu e (4.84)
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Es gilt:

0 (4.68¢) 0 0 (4.30) 0
X (axa> - {XC o ax] = X (4.85)
. . 0
LX(de) (4:77) dLXXb (4i8b) d <Xcaxcxb> _ dxb — X})c dx¢ (4.86)

wobei wir hier erstmals der folgende Abkiirzung fiir die partiellen Ableitungen von
Komponentenfunktionen von Tensoren bedienen, die auch im Folgenden hiufig

verwendet werden wird:
b b oxb
X,C == aCX - w . (487)

Durch wiederholtes Anwenden von (4.68¢e) erhilt man

(T, = X T =X T — X T

F X TES + o XS Tol et g (488)
Fiir jeden der £ oberen Indizes erhilt man also einen Term der diesen Index mit der
Matrix —X{ transformiert und fiir jeden der m unteren Indizes einen Term, der
diesen Index mit der Matrix +bek transformiert. Diese Formel macht besonders
deutlich, dass die Lie Ableitung eines Tensors nach einem Vektorfeld am Punkt
p sowohl von Wert des Vektorfeldes als auch seiner ersten Ableitung am Punkt p
abhiéngt. Nur die Ableitung von Funktionen (Tensoren der Stufe Null) hdngt nicht
von den Ableitungen ab. Wir werden sehen, dass dies die Lie Ableitung von der
noch zu definierenden kovarianten Ableitung unterscheidet. Bei letzterer hdngt die
Ableitung aller Tensorfelder nur punktal (ultralokal) vom Vektorfeld am betreffen-
den Punkt ab.

Wir kommen nun zur geometrischen Interpretation der Lie Ableitung. Dazu er-
kldren wir zunédchst die Begriffe Integralkurve und Fluss eines Vektorfeldes.

Definition 108. Sei X € ST(M) ein Vektorfeld auf der Mannigfaltigkeit X und ] €
R ein offenes Intervall. Eine differenzierbare Kurve y : ] — M heilit Integralkurve

von X genau dann, wenn
y=Xov. (4.89)

Dabei ist die linke Seite wie in (4.5) definiert. Es gilt also (t) = X(y(t)) fiir alle
t € L. Eine Integralkurve hei3t maximal genau dann, wenn ihr Definitionsbereich
J C R nicht erweitert werden kann, wenn es also keine Integralkurve v : ' — M
von X gibt mit y'[; = y|j, wobei ] in ]’ echt enhalten ist. Man sagt dann auch oft
vereinfachend, dass das Intervall ] maximal sei.
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Lemma 109. Sei X € ST(M), dann existiert fiir jeden Punkt p € M ein offenes
Intervall ], € R mit O € ], und eine Integralkurve y ) durch p, wobei y ;)(0) =

p. Ist ], maximal so ist vP) eindeutig.

Beweis. In einer Karte (U, ¢) um p wird aus (4.89) das System von n gewohnli-
chen Differentialgleichungen fiir die n Funktionen y¢ :=x%ovy:J, = R

Yt =X oy, (4.90)

wobei X¢ : R™ D ¢(U) — R die Komponentenfunktionen des Vektorfeldes
Xlu = X*0/0x? sind. Sind letztere zumindest lokal Lipschitz stetig (fiir jedes
a € {1,---,n} und jedes y € R™ im Definitionsbereich von X existiert eine
Konstante C* € R und eine Umgebung Vy von y, so dass fiir alle x € Vj gilt:
IX%(X) — X4(y)| < CY|X — y]||) was wir hier annehmen und was sicher der Fall
ist wenn X stetig differenzierbar ist, so gilt nach dem Satz von Picard-Lindelof,
dass lokal eine eindeutige Losung exsitiert und dass diese stetig von den Anfangs-
bedingungen abhiingt (sogar glatt, falls X glatt ist). Ist ], = (a,b) und existiert
lim¢_yp y(p)(t) in M so kann demnach die Integralkurve fiir ein b’ > b ein-
deutig auf t € (a,b’) fortgesetzt werden. So verfihrt man weiter bis entweder
lim¢p v(p) (t) nicht mehr existiert oder b = oo. Entsprechend mit der unteren
Grenze a des Intervalls. Als Resultat erhélt man fiir jeden Punkt p ein maximales
intervall Tp CR. O

Definition 110. Sei X ein glattes Vektorfeld auf M und Tp das gemil Lem-
ma 109 existierende maximale Intervall der eindeutigen maximalen Integralkurve
Y (p) durch p. Dann bezeichnet man mit dem Definitionsbereich des Flusses von X
die Menge

DX)=JTpxp (4.91)
PEM

und mit dem Fluss von X die Abbildung
FIX : D(X) = M, (t,p) = FIX(t,p) =y (1) (4.92)

Proposition 111. Sei X, D(X) und FIX wie oben. Dann ist D(X) ist eine offene
Umgebung von 0 x M in R x M, Fl ist glatt und es gilt fiir jedes p € M.:

FIX(t +s,p) = FI*(t, FX(s,p)) . (4.93)

Diese Gleichung ist wie folgt zu verstehen: Existiert die rechte Seite (d.h. ist s € /I\p
und t € /I\FX(S’p)) dann existiert auch die linke Seite (d.h. ist t + s € Tp) und
es besteht Gleichheit. Umgekehrt, sind entweder t und s beide positiv oder beide
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negativ, und existiert die linke Seite (d.h. ist t + s € Tp ), dann existiert auch die
rechte Seite (d.h. es ist t € Jpx(s ), denn s € ]y ist dann sowieso erfiillt) und es

besteht Gleichheit. Wir bemerken noch, dass man auch oft schreibt le(t,p) =:
FIX(p), so dass (4.93) die einfachere Form annimmt

FIf, s = FI{ o FIY, (4.94)

die jedoch wie angegeben interpretiert werden muss, da ja fiir gegebene t,s die
Existenz jeder Seite vom Auswertungspunkt p abhdngt.

Beweis. Da der Beweis entwas lidnger ist, verweisen wir auf [1] Seite 18-19. L]

Im Folgenden wollen wir der Einfachheit halber voraussetzen, dass der Fluss FIX
der betrachteten Vektorfelder X fiir ein endliches Parameterintervall (—e, €) glo-
bal, d.h. auf ganz M, existiert. Mit anderen Worten, wir nehmen an es giibe ein
R 3 ¢ > 0, so dass (—e, e) C Tp fiir alle p € M. Hat X einen nicht kompakten
Tréager so muss dies i. A. nicht zutreffen. Da die Lie Ableitung Lx an einem Punkt
p jedoch nur vom Verhalten des Vektorfeldes X in einer beliebig kleinen Umge-
bung V des Punktes p abhingt, konnen wir V so wihlen, dass V einen kompakten
Abschluss hat und dann mit Hilfe der in Korollar 64 beschriebenen Funktion ein
neues Vektorfeld X = f - X bilden, das in V mit X iibereinstimmt aber einen kom-
pakten Trdger auf M hat. Die Lie Ableitung am Punkt p konnen wir dann mit X
statt X berechnen. Fiir X ist es aber sicher richtig, dass sein Fluss an jedem Punkt
mindestens ein Intervall (—e, €) enthilt (sogar ganz R!).

Die Lie Ableitung einer Funktion f € C*(M) nach einem Vektorfeld X kann
wegen (4.68b) und (4.5) nun geschrieben werden als

f o FIX d

d
Luf = & :7’
X t dtlt=0

=l (FIX)*f . (4.95)

Die Lie Ableitung eines Vektorfeldes Y nach einem Vektorfeld X ist gegeben durch

LxY = FIX,),Y

d
= ‘t:O( Y. (4.96)

Denn wenn wir danach LxY am Punkte p € M auf f € C*°(M) anwenden erhalten
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d
LYVp(h) =] [(F%),Y] (f
(L) =g L [0, Y] (0
d X
d d
——| | (feRX oAy o FY(p))
dtli=ods s:O< ° FIZy o Fl o FI (p)
d Y | grX d X Y
=—| —| foFl;ioFl —| —| foFIZ,oFl
dtl-odsls—o s ° e(p)+ dsls—odth—o = t° s (P)
=[X, Y], (f),
(4.97)
was gerade (4.68c) entspricht.
Die Lie Ableitung eines Kovektorfeldes « € ST*(M) ist gegeben durch
Lyx = i’ (FIX)" o (4.98)
dtl=o" * ' ’

Dies sieht man wieder ein durch Anwenden auf einen Vektor Y, € T,(M):

d -
L Yy,) =—

( X“)p( p) dt li—o L
d

~dtl=o
d

dtli=o

1 d
=l () o Fp) - a‘tzo[

=Xp ((Y)) = o (X, Y -

(FE)"o (%)
:o‘Fli<(p) ((FIF)*YP)]

[ X
s (Yo + (FR)Yp = Yo
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Dabei haben wir im letzten Schrit ausgenutzt, dass

d X
dtli=o [OCF@((P) ((FIE) Yy — YFlNPJ)}
x X
= lim ) ((Fl)-Yp — YFlﬁ(p)) — %EX(p) ((FI3):Yp — YFlé(p))
h—0 h
X
~ im {O‘le(p)((Flh)*Yp Yle(p)) }
0 h (4.100)
= lim * ((Flﬁ)*Yp Yle(p))
" h0 h
X
— «p | lim (El) Y = Yy
P\ ho h

iy (LYh) = o6 (X, V)

Die Lie Ableitung eines allgemeinen Tensorfeldes T € ST (M) ist nun dadurch
bestimmt, dass man die einzelnen Tensorfaktoren so wie auf den rechten Seiten von
(4.96) und (4.98), und die Koeffizientenfunktionen wie auf der rechten Seite von
(4.95) behandelt. Wegen der Produktregel, erhédlt man dann genau das derivative
Verhalten (4.68e). Es reicht, dies am Beipiel T = a« ® Y, mit & € ST?(M) und
Y € ST} (M), zu demonstrieren:

Xy * X
Lx(a®Y) = dt‘ NGHETILNRY
d d (4.101)
— | (R —) FIX).
dt’t:()( t) a®Y+“®dt t:O( “uY

=Lxa® Y+ a®LxY.

Daraus ersieht man auch die Vertauschbarkeit mit der Kontraktion, d.h. die Regel
(4.681). Es gilt ja
((FrE)™0) ) ((FIX)LY). ) = oty (FIF) 0 (FX ). Vi )

1t (p) t
(4.102)
( ( )) 1X(p)

da FI¥ o FIX, = idy und somit (FI}), o (F1X,), = idny. Dies kann man ohne
Erwédhnung des Punktes p auch so schreiben:

(FIE)* o) ((FIXy).Y) = («(Y)) o FIY . (4.103)
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Also gilt, da die Kontraktion eine lineare Abbildung ist,
Lx(Cla® Y)) = X(er(Y))
d .
(R «((F%,).Y)

T dt
C [(F?)*a@ (Flﬁt)*v} (4.104)

t=0
d

= il
=t [Ryas @X).y]

=Clx(ax®Y).

Somit ist klar, dass die durch den Fluss FIX definierte Lie Ableitung allen Aus-
gangsaxiomen (4.68) geniigt, die ihrerseits die Lie Ableitung eindeutig bestimmen.

Ist F : M — M ein Diffeomorphismus dann definieren wir F* wie iiblich auf
Kovektorfeldern und auf Vektorfeldern als

FX = F'X. (4.105)

Wir kénenn dann die ‘Pull-Back’ Abbildung eines beliebigen Tensorfeldes T defi-
nieren, indem wir in seiner Tensorproduktzerlegung jedes Kovektorfeld und jedes
Vektorfeld entsprechend abbilden. Also z.B. fiir T = & ® X setzen:

FT:=Fa®F,'X. (4.106)
Wegen FIX, = (FI¥)~" kénnen wir dann also allgemein schreiben:

d
LT =— FIX)*T. 4.107
X dt t:O( t) ( )

IstF:Jx M — M eine einparametrige Schar von Diffeomorphismen, wobei
0 € ] € R mit Fy = idp, die auch differenzierbar von t € | abhédgt (d.h. F €
C*(J x M, M)), so definieren diese ein Vektorfeld X, dessen Wert am Punkte p
durch folgende punktale Derivation gegegen ist:

d
X, (f) = a‘tzof(Ft(p)) . (4.108)

Definition 112. Ist F ein Diffeomorphismus und T € ST (M), dann sagt man T
sein invariant unter F falls F*'T =T.

Ist F: ] x M — M eine einparametrige differenzierbare Schar von Diffeomorphis-
men mit F—p = idp und T invariant unter jedem F¢, t € ], dann folgt aus F{T =T
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durch Differentiation nach t bei t = 0 sofort Lx T = 0. Die Umkehrung, dass aus
LxT =0 auch F{T =T fiir alle t € ] folgt, wird im Allgemeinen nicht gelten. Da-
zu ist aber hinreichend, dass die Abbildung F : | — Diff(M) die zu (4.94) analoge
Bedingung

Fris =Froks (4.109)

erfiillt, die wieder so zu interpretieren ist, dass Gleichheit dann gilt, wenn beide
Seiten der Gleichung sinnvoll sind. Denn dann gilt

d d
Sl T = RaT
dt/ =t * dhln=o ™t
- d%(hio (FpoF)'T (4.110)
—Fo d%‘h:OF;;T — F{LxT =0.

In diesem Fall ist aber F; = Flf, denn beide Fliisse erfiillen dieselbe Differential-
gleichung

d d
@ t’:tFt/ (P) = ﬁ ’h:OFh o Ft(P) = XFt('p) = (Ft)*Xp . (41 1 1)
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Kapitel 5

Zusatzstrukturen auf
differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten

5.1 Kovariante Ableitungen

Wir kommen nun zum wichtigen Begriff der kovarianten Ableitung. Ahnlich der
Lie Ableitung ist auch diese eine Abbildung ST& (U) x STE (U) — STL (U) die
bestimmte, von der Lie Ableitung leicht abweichende Eigenschaften erfiillt. Man
spricht dann von der kovarianten Ableitung eines Tensorfeldes vom Typ T¢, nach
einem Vektorfeld, wobei das Ergebnis wieder ein Tensorfeld des Typs T£1 ist. Im
Unterschied zur Lie Ableitung soll die Abhéangigkeit vom Vektorfeld, nach dem die
Ableitung gebildet wird, punktal (oder ultralokal) sein. Das bedeutet folgendes: Ist
das Vektorfeld X, so soll gelten, dass das resultierende Tensorfeld am Punkt p von
X nur iiber dessen Wert X(p) am Punkte p abhéngt und nicht etwa noch von dessen
Ableitungen, wie bei der Lie Ableitung. Wir formulieren die allgemeinen Axiome
in Stufen, angefangen von

Definition 113. Die kovariante Ableitung fiir Vektorfelder ist eine Abbildung

V: ST} (M) x ST} (M) — ST (M)

1
(X,Y) = VyY (>-12)

die fiir alle X7,,Y7, € ST& (M) und alle f € C*(M) folgenden Bedingungen
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genuigt:

Vi +x, Y = Vx, Y+ VyxY, (5.1b)
Vx(Y1+Y2) = VxY; 4+ VxYs, (5.1¢0)
VixY = f-V\Y, (5.1d)
Vx(f-Y) = f-VxY+X(f)Y. (5.1e)

Die Abbildung ist also R-linear in beiden Argumenten, im ersten nach (5.1d) aber
zusitzlich auch C°°(M)-linear, wihrend (5.1d) besagt, dass sie im 2. Argument
C°°(M)-derivativ ist. Dies hat folgende Konsequenz:

Korollar 114. Der Wert von VxY an der Stelle p € M héingt von X nur durch den
Wert X(p) ab und von Y nur durch die Einschrinkung Y|y von Y auf eine beliebig
kleinen Umgebung U von p.

Beweis. Die erste Aussage folgt wie im Beweis von Proposition 94. Um die zweite
Aussage einzusehen, reicht es aus, zu zeigen, dass VxY(p) = O falls Y in einer
Umgebung U von p verschwindet. Das wiederum sieht man so: Nach Korollar 77
existiert g € C°°(M) mit Tréger in U, so dass g die Einsfunktion auf einer kleine-
ren offenen Umgebung V C U von p ist. Dann ist f := 1 — g eine glatte Funktion
die auf dem Komplement von U die Einsfunktion ist und in V die Nullfunktion.
Da der Triager von Y im Komplement von U liegt, gilt Y = f - Y und somit wegen
(5.1e), dass VxY(p) = Vx(f - Y)(p) = Xp(f)Y(p) + f(p)VxY(p) = 0, wegen
Y(p) =0und f(p) =0. O

Als direkte Folge von Korollar 114 stellen wir fest, dass die kovariante Ableitung
bereits fiir lokale Vektorfelder definiert ist, also fiir jedes ST(} (U) mit U C M offen.
Weiter gilt, dass unter gewissen Voraussetzungen jede kovariante Ableitung fiir
Vektorfelder eindeutig eine kovariante Ableitung fiir alle Tensorfelder impliziert.
Die genauen Bedingungen ergeben sich aus folgender

Proposition 115. Sei V eine kovariante Ableitung gemdf; Definition (5.1); dann
Existiert eine eindeutige Abbildung

D: ST} x ST, (M) — ST (M)

(X, T) — DxT, (5.22)

fiir alle nicht-negativen ganzen Zahlen {, m, wobei STg(M) = C®°(M), die fiir
alle f € C®(M), X,Y € ST&(M) und alle A € ST. (M), B € STﬁl' folgenden
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Bedingungen geniigt:

Dxf = X(f), (5.2b)
DxY = VxY, (5.2¢)
A — DxA st R-linear, (5.2d)
Dx(A®B)=DxA ®B+ A ® DxB, (5.2¢)
CoDx=DxoC. (5.2f)

Hier ist C die Kontraktionsabbildung zwischen Vektoren und Kovektoren (natiirli-
che Paarung). Als Folge dieser Bedingungen ergibt sich automatisch, dass D im
ersten Argument C*°(M)-linear ist.

Beweis. Durch (5.2b) und (5.2c) ist D auf Funktionen und Vektorfeldern eindeutig
festgelegt. Wegen (5.2e) und (5.2f) ist es dann auch auf Kovektorfeldern bestimmt;
denn seien X, Y Vektorfelder und 0 ein Kovektorfeld, dann gilt

X(8(Y))) "2 Dx(8(Y)) = Dx(C(6 @ Y))

(5.2f)

= C(Dx(6®Y))

(5.2¢)

= C(Dx6 ® Y+ 06 ® DxY))
“27(Dy0)(Y) + 0(DyY). (5.3)

Auflosen nach Dx0(Y) und Benutzen von (5.2f) liefert
(Dx6)(Y) = X(8(Y))) —8(VxY). (5.4)

Da alle Ausdriicke auf der rechten Seite bekannt sind und diese Gleichheit fiir alle
Y gilt, ist damit Dx 0 eindeutig bestimmt. Man beachte, dass die rechte Seite von
(5.4) C*°(M)-linear in X und derivativ in 0 ist. Also gilt auch fiir Kovektorfelder

Df‘xe = f. Dxe , (5521)
Dx(f-0) = f-Dx0 + X(f) - 0. (5.5b)

Da nun jedes Tensorfeld als Summe von Tensorprodukten von Vektor- und Kovek-
torfeldern mit Koeffizienten in C>°(M) geschrieben werden kann, ist seine kovari-
ante Ableitung mit Hilfe von (5.2e) eindeutig bestimmt. O

Bemerkung 116. Wir wollen von nun an die kovariante Ableitung eines Tensor-
feldes T nach einem Vektorfeld X, genauso wie im Falle eines Vektorfeldes Y, mit
VxT bezeichnen, also Dx — Vx setzen.
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Sei {ey, - - - en} ein Basisfeld iiber einer offenen Menge U. Diese kénnen, miissen
aber nicht von Karten herriihren, also mit irgendwelchen 0/9x® identisch sein. Wir
setzen also nicht voraus, dass die Felder e, kommutieren. Da die kovariante Ablei-
tung eines Vektorfeldes nach einem Vektorfeld wieder ein Vektorfeld ist, und somit
eine Entwicklung nach den Basisvektoren zulésst, gibt es glatte Koeffizientenfunk-
tionen w¢, € C*°(M), so dass

Ve.€b = Wy €c - (5.6)

Die kovariante Ableitung des zu {e1, - - - e, } dualen Kobasisfeldes {8', - - - , 0™} er-
gibt sich dann wie folgt: Zunichst ist 0°(ey) = &Y. Da die Anwendung eines
glatten Kovektorfeldes auf ein glattes Vektorfeld aber eine glatte Funktion ist, ist
die linke Seite dieser Gleichung als Element in C®°(U) zu interpretieren, wobei die
rechte Seite besagt, dass es sich entweder um die Einsfunktion oder die Nullfunk-
tion in U handelt. Also gilt X(6°(eq)) = O fiir alle Vektorfelder in U. Damit folgt
aus (5.4) fir X = e,, Y = e, und © = 0° unter Benutzung von (5.6) sofort
(veaeb)(ec) = _eb(veaec) = _eb(wgced) = —w?

ac)

(5.7)

so dass
Ve 0% = —wb. 0c. (5.8)

Wir machen uns nun mit den Ausdriicken der kovarianten Ableitung in Komponen-
ten vertraut. Zunéchst ist fiir Y = Y%e, wegen Vy = Y®V,_ klar, dass es ausreicht
die kovarianten Ableitungen nach den Basisfeldern zu kennen. Fiir Vektorfelder
V = V%, bzw. Kovektorfelder K = K,0% hat man dann:

VeV = VoVPe, mit VoV = 9,V + wb Ve, (5.9a)

a

Ve K = VoKp 0% mit VoKp 1= 34Ky — wpKe . (5.9b)

a

Fiir ein allgemeines Tensorfeld in STfn(U) mit Komponenten wie in (4.34) gilt
dann:

Ve T = VeC(TSJ é“i eq, @+ ® eq, ® 0Y1 @...®9bm)

= (VT8 Y eq, @+ @ eq, @ 0% @ - @ 0™ (5.10a)
mit
‘11 — ay-- ay daz--ap ag ay-ap_1d
VT E)Tb1 by T Weq Top by T ntweg Tyl bm
aj d ap--
cb1 Tdbz bm T T Weby, Tb1 by id (5.10b)
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Jeder der £ oberen (kontravarianten) Indizes wird also geméB (5.9a) und jeder der
unteren (kovarianten) Indizes gemif (5.9b) versorgt.

Wegen der C*°(M)-Linearitéit der Abbildung X — Vx kann man die kovariante
Ableitung V unter Freilassung des Ableitungsarguments als Abbildung

V:STL(M) — STE 41(M) (5.11)

verstehen, wobei der zusitzliche Kovektor-Tensorfaktor gerade dem freien Ablei-
tungsargument entspricht. In der Komponentenschreibweise (5.10b) ist dies bereits

klar angedeutet: Die Komponenten des Tensors VT € Sf;l +1(M) sind VT, ]‘_'_'_'}ii .

Ist {€/}q—1..nn ein anderes Basisfeld gemiR (4.35a), so gilt (5.6) analog fiir die
gestrichenen GréBen, und man rechnet mit Hilfe der C®° (M )-Linearitét und De-
rivationseigenschaft der kovarianten Ableitung im ersten bzw. zweiten Argument
sofort nach, dass

W'y =[5 @l Fofl + 116 el (). (5.12)

Der Vergleich mit (4.36) zeigt, dass der erste Term auf der rechten Seite die Struk-
tur eines tensoriellen Transformationsverhaltens zeigt, aber davon eben durch den
zweiten, von w unabhingigen Term, abweicht. Die wg,, sind eben nicht die Kom-
ponenten eines Tensors.

Bemerkung 117. In der Literatur werden die w¢, die Zusammenhangskompo-
nenten genannt, denn kovariante Ableitung sind dquivalent dem differentialgeo-
metrischen Konzept eines Zusammenhangs, auf das wir noch eingehen. Werden
die Zusammenhangskomponenten auf eine Koordinatenbasis bezogen, so bezeich-
net man sie oft mit einem grofen Gamma, also 'Sy, statt einem kleinen Omega.
Diesem Gebrauch schlieBen wir uns im Folgenden an.

Fir die Zusammenhangskomponenten beziiglich zweier Koordinatenbasen ist
(5.12) dann gemél (4.37) dquivalent zu

ox'c . Oxt X ox'e %k
Xk U 9x/ x| dxK ox/adx/®

Iy = (5.13)

An dieser Stelle konnen wir eine Definition einfiigen, die den Differenziationstyp
einer kovarianten Ableitung festlegt:

Definition 118. Eine kovariante Ableitung V (ein Zusammenhang) auf einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit heiBt vom Typ C* (oder einfach C*), wenn sei-
ne Koeffizientenfunktionen I'$, in jeder Karte vom Typ Ck sind. Da in (5.13)
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2. Ableitungen der Funktionen des Kartenwecksels auftreten, ist diese Definition
nur sinvoll, falls M eine C¥t2-Struktur besitzt. Besitzt M eine C-Struktur, so
heilt V glatt falls die Koeffizientenfunktionen 'S, in einer (und wegen (5.13) da-
mit in jeder) Karte glatt sind.

Hat man zwei kovariante Ableitungen , so kann ihre Differenz durch ein Tensorfeld
charakterisiert werden, wie die folgende Proposition zeigt:

Proposition 119. Seien YV und N zwei kovariante Ableitungen, dann existiert
ein Tensorfeld D € ST, (M), hier Punktweise aufgefasst als bilineare Abbildung
T,(M) x T,(M) — T,(M), so dass

VxY =VxY+D(X,Y) (5.14)
Man bezeichnet D auch als die Differenz der Zusammenhdnge und schreibt
D:i=V-V (5.15)

Ist umgekehrt V eine kovariante Ableitung und A ein Tensor des genannten Typs,
so definiert (5.14) eine kovariante Ableitung.

Beweis. Die Abbildung ST(M) x ST(M) — ST(M),
(X,Y) = VxY — VxY (5.16)

ist in beiden Argumenten C°° (M )-linear. Definiert man also D durch (5.15), d.h.
D(X,Y) := VxY — VxY, so definiert dies nach Proposition 95 ein Tensorfeld des
genannten Typs. Umgekehrt ist klar, dass durch (5.14) eine kovariante Ableitung
auf Vektorfeldern und durch die iibliche derivative Fortsetzung dann auf allen Ten-

sorfeldern definiert wird. O

Bemerkung 120. Die Aussage von Proposition 119 ist dquivalent der Aussage,
dass die Menge der kovarianten Ableitungen ein affiner Raum iiber dem reellen
Vektorraum STZ] (M) ist. Dies wird auch durch das affine Transformationsgesetz
(5.12) bzw. (5.13) gezeigt, in dem der zweite, inhomogene Teil durch Differenzbil-
dung herausfillt und dann tensoriellen Transformationscharakter zeigt.

5.2 Kovariante Ableitungen entlang von Kurven

Definition 121. Unter einer Kurve verstehen wir (wenn keine Differenzierbarkeits-
voraussetzungen explizit genannt werden) eine mindestens einmal stetig differen-
zierbare Abbildung v : I — M, t — y(s), wobei I C R ein offenes Intervall oder
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ganz R ist. Die Spur der Kurve ist das Bild der Abbildung v in M, was wir auch
mit Bild(y) bezeichnen. Man beachte, dass hier , Kurve sowohl die Information
ihrer Spur als auch ihrer Parametrisierung umfasst.

Die Bedingung der einmaligen stetigen Differenzierbarkeit sichert, dass in jedem
Tangentialraum T, (;)(M), der iiber einem Punkt der Spur von y in M liegt, ein
eindeutiger Geschwindigkeitsvektor y(t) definiert ist.

Sei nun U C M eine offene Menge, die die Spur von y enthilt, und T € ST (U)
ein Tensorfeld in U, so konnen wir die kovariante Ableitung von T nach vy an allen
Punkten der Spur nehmen.

Definition 122. Unter der kovarianten Ableitung eines Tensorfeldes auf M entlang
einer Kurve 'y verstehen wir die kovariante Ableitung des Tensorfeldes nach den
Geschwindigkeitsvektoren der Kurve an den Punkten der Spur von 7.

Sei nun (U, ¢) eine Karte mit Komponentenfunktionen x, a = 1---n, so ist

0
oxa

, mit y*:=x%ovy. (5.17)

V(1) =v4(t)
v(t)

Die Komponenten der kovarianten Ableitung von T nach y an der Stelle y(s) sind
wegen der fiir jede in U definierte Funktion geltenden Beziehung (vgl. (4.5))

d d
vvinf=—| foy(t) =7t f 5.18
vt =g, oy(t) =¥ )axa ym( ) (5.18)
gegeben durch
(V)28 (y(t) == | T8 ()
Vb bom dt/ |v/—q b1bm

+ Terme der Form  v(t). (v(t)) T (v(t) (5.19)

gemil dem Schema (5.10b).
Aus der offensichtlichen Beobachtung, dass die rechte Seite von (5.19) nur von

der Einschrinkung der Komponentenfunktionen auf das Bild von <y, d.h. von der
Einschriankung des Tensorfeldes T auf dieses Bild, abhéngt, erhalten wir sofort

Lemma 123. Stimmen zwei Tensorfelder auf dem Bild einer Kurve iiberein, so
stimmen auch ihre kovarianten Ableitungen entlang dieser Kurve iiberein.

Das bedeutet, dass wir die kovariante Ableitung eines Tensorfeldes T nach y auch
dann noch definieren konnen, wenn T lediglich auf der Spur von 7y (also einer
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nicht offenen Menge) definiert ist. Man muss nur T auf eine offene Umgebung
U der Spur fortsetzen (was mit Hilfe der Abschneidefunktionen immer méglich
ist) und dann die Ableitung wie oben gesehen bilden. Lemma 123 sichert dann,
dass das Ergebnis von der Wahl der Fortsetzung unabhiingig ist. Tatséchlich ist die
Ableitung aber auch ohne die explizite Fortsetzung berechenbar, wenn man dazu
den Ausdruck (5.19) als Definition benutzt. Denn die Aussage, T sei auf der Spur
von 7y definiert, bedeutet ja, dass eine Funktion T : p — Tpf’n(M) fiir alle p der
Spur existiert. Also ist die Abbildung, die wir oben mit T o y bezeichnet haben
auch hier gegeben, und das reicht um (5.19) anzuwenden. Man darf nur nicht die
Ableitung dT."/dt durch y®0, T ersetzen, denn die partiellen Ableitungen 0,T"
in den zu 7y transversalen Richtungen sind nicht definiert.

Das fassen wir nun genauer:

Definition 124. Seiy : I — M eine glatte Kurve. Eine Abbildung T, die jedem t €
I einen Tensor in T € Ty(t)fn(M) zuordnet heilt Tensorfeld iiber y. Es heiBt glatt,
wenn fiir alle Karten (¢, U) mit U N Bild(y) # @) die Komponentenfunktionen

Tl ¢y 1 (UNBild(y)) — R (5.20)

der fiir alle t € I mity(t) € U existierenden Entwicklung

v ® oxe

T() =T (1)

AX"T| @ @dx ™| (5.21)

oxa v(t)

glatte Funktionen sind. Die Menge der glatten Tensorfelder vom Typ T,f/l iber y
wird mit STﬁl(y) bezeichnet.

Definition 125. Seiy : | — M glatte Kurve. Eine kovariante Ableitung von Ten-
sorfeldern iiber 'y besteht aus Abbildungen, eine fiir jedes Paar (£, m):

Dy : STH(v) = STL (V) (5.22a)

die fiir alle f € C*°(I) = STg(y), A € ST (y) und B € STTen/,h/) folgenden
Bedingungen geniigt (vgl. (5.2)):

D,f = f gewOhnliche Ableitung , (5.22b)
A — DyA ist R-linear, (5.22¢)
D,(A®B)=D,A®B+ A ®D,B, (5.22d)
CoDy=DyoC, (5.22e)

wobei C wieder die Kontraktionsabbildung zwischen Vektoren und Kovektoren ist.
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In dieser Definition haben wir absichtlich nicht V als Ableitungssymbol gewahlt,
um nicht zu suggerieren, dass eine kovariante Ableitung fiir Tensorfelder iiber
v notwendig von einer herkommlichen kovarianten Ableitung induziert ist.
Tatsédchlich wird es sich als sinnvoll erweisen, bei gegebener kovarianten Ableitung
V verschiedene kovariante Ableitung fiir Tensorfelder iiber Kurven einzufiihren,
von denen eine die durch y induzierte ist, eine andere, die wir weiter unten noch
definieren werden (siehe Abschnitt,5.8), bezeichnet man meist unter dem Namen
Fermi Ableitung (manchmal auch ‘Fermi-Walker Ableitung’). Sie ist durch physi-
kalischen Anwendungen motiviert.

Korollar 126. Zu jeder kovarianten Ableitung V und jeder Kurve 'y existiert eine
eindeutige kovarianten Ableitung D, fiir Tensorfelder iibery, die folgender Bedin-
gung geniigt: Ist T Tensorfeld in einer offenen Umgebung der Spur vony und T oy
das davon induzierte Tensorfeld iiber vy, so soll fiir alle T gelten

Dy(Toy) = (VyT)oy. (5.23)

Das so definierte D, wird mit Vy, bezeichnet.

Beweis. Der Beweis ist nach obiger Diskussion eigentlich klar; denn ist ein Ten-
sorfeld T’ iiber y gegeben und T irgendeine Fortsetzung, so dass also Toy = T’, so
konnen wir die rechte Seite von (5.23) genau wie in (5.19) berechnen und argumen-
tieren, dass das Ergebnis nur von T abhéngt. In diesen Koordinaten sind dann die
Koeffizientenfunktionen 'S, o y aber gerade die Koeffizientenfunktionen fiir D,
also in jedem Koordinatensystem eindeutig bestimmt, so dass auch D, eindeutig
bestimmt ist. O

Bemerkung 127. Der allgemeine Zusammenhang D., fiir Tensorfelder iiber 'y hat
als Ableitungsargument absichtlich y und nicht v, denn es wird im Allgemeinen
nicht richtig sein, dass der Wert von D, T in t € I nur von y(t) abhingt, wie bei
V5. Bei der Fermi Ableitung (siehe Abschnitt 5.8) hidngt er z.B. noch von ¥/(t) ab.
Mit V5 werden wir also immer nur die zu einer gegebenen kovarianten Ableitung
V gehorige kovariante Ableitung fiir Tensorfelder iiber y bezeichnen.

Analog zu Proposition (95) sind auch Tensorfelder iiber 'y charakterisiert:

Proposition 128. Gegeben eine Funktion 0, die jedem n-Tupel von glatten glo-
balen Vektorfeldern (X',--- | X") iiber y ein Feld 8(X',--- ,X™) € ST! (y) zu-
ordnet. Diese Funktion sei R-multilinear, d.h. in jedem der n Argumente R-linear.
Dann existiert ein 0 € STfﬁJm(y), so dass O(X',--- , XM (p) = SP(X;, ey XB)
genau dann, wenn 0 in jedem der n Argumente C*(7y)-linear ist.

Domenico Giulini: Skript zur Differentialgeometrie 103/160
qig.itp.uni-hannover.de/ giulini/



Ebenso gilt analog zu (119)

Proposition 129. Seien D, und Dy zwei kovariante Ableitungen entlang vy, dann
existiert ein Tensorfeld d € ST11 (v), hier Punktweise aufgefasst als Endomorphis-
mus T, (M) — T,(M) fiir p € Bild(y), so dass

DyX =Dy X + dy(X). (5.24)

Man bezeichnet d auch als die Differenz der kovarianten Ableitungen und schreibt
d, =D, —D,. (5.25)

Ist umgekehrt D, eine kovariante Ableitung entlang v und d, € ST]1 (v), so defi-
niert (5.24) eine kovariante Ableitung entlang 'y. Die kovarianten Ableitungen iiber
7y bilden also einen reellen affinen Raum iiber dem reellen Vektorraum ST11 (v).

Definition 130. Ist D, eine kovariante Ableitung entlang y und T € ST! ().
Dann heil3t T entlang 'y parallel verschoben (beziiglich D) genau dann wenn

D,T =0. (5.26)

Seien p,q € M Anfangs- bzw. Endpunkt der Kurve y. Da Gleichung (5.26) ei-
ne gewohnliche, lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir T ist, besitzt sie
fiir jeden Anfangswert T; € T¢ (p) eine eindeutige Losung. Der Losungsraum ist
ein (dim(M))"™-dimensionaler reeler Vektorraum und die Abbildung, die jedem
Anfangswert T; € Tﬁl(p) seine Losung zuordnet ist ein linearer Isomorphismus.
Somit ist auch die Abbildung P (y) : T4 (p) — TL.(q), die jedem Anfangswert
seinen Endwert zuordnet, ein linearer Isomorphismus zwischen T,gl(p) und Tﬁl(q ):
Die Lineartitét ist klar.

5.3 Geoditische und Autoparallele

Ein wichtiges Beispiel fiir eine Vektorfeld iiber vy ist das Geschwindigkeitsfeld der
Kurve selbst: v € ST& (v) = ST(v). Seine kovariante Ableitung entlang y durch
einen Zusammenhang V ist das Beschleunigungsfeld ¥ € ST(y) der Kurve:

Y=Vyv = <YC + (Tab OY))YQYb) << (5.27)
X"y

wobei hier ¥¢ und y¢ die gewohnliche erste und zweite Ableitung der Funktion

x%oy =v9:R DI — R bezeichnen.
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Definition 131. Ist ¥ = 0 so heilit y geodditisch bzw. eine Geoditische. Existiert
eine Funktion k : I — R, so dass ¥ = kY, so heillit v autoparallel bzw. eine
Autoparallele.

Klarerweise sind Geodétische auch Autoparallele (fiir k = 0). Umgekehrt gilt die
folgende

Proposition 132. Ist v : I — M zweimal stetig differenzierbare Kurve mit y =
kY (Autoparallele), wobei k : 1 — R stetig ist; dann existiert ein zweimal stetig
differenzierbarer Diffeomorphismus f : 1 — 1’ (d.h. T ist eine Bijektion von 1
und 1’ und sowohl f als auch £~ sind zweimal stetig differenzierbar), so dass die
reparametrisierte Kurve y' =y o f~! eine Geodiitische ist. Ist ty € 1, so sind das
Bildintervall 1’ und die Funktion f eindeutig durch die Vorgaben f(ty) = a € R
und f(tg) = b € R — {0} festgelegt, wobei

t t/
f(t) =a+ bJ dt’exp {J dt"k(t”)} . (5.28)

to to

Beweis. Es ist y¢ = y’¢ o f und somit nach der Kettenregel V¢ = (v o f)f und
Y© = f2(y'¢ o f) + (y' o f)f. Trigt man dies in den Klammerausdruck von (5.27)
ein, so wird dieser zu

(¥ o f+ (T oy o f) (¥ o )Y o f)) +f(¥/ o f). (5.29)

Nach Voraussetzung ist dies gleich ky¢ = kf(y’¢ o f). Wihlt man also f so, dass
es der Differentialgleichung f = kf geniigt, deren eindeutige Losung mit nirgends
verschwindendem f und den gegebenen Anfangsbedingungen durch (5.28) gege-
ben ist, so muss im Intervall I gelten

(7 o f + (IS 0y 0 f) (7' 0 f) (¥ o)) =0, (5.302)

was wegen f(t) # O fiir alle t € I gleichbedeutend ist mit der Giiltigkeit von
'+ (T 0¥ 1YY" =0 (5.30b)
im Intervall I'. O

Bemerkung 133. Aus dem Beweis ist ersichtlich, dass die Menge der Repa-
rametrisierungsfunktionen f, die eine Geoditische wieder in eine Geodétische
iiberfiihren, gegeben ist durch Funktionen fiir die f identisch aber f nirgends ver-
schwindet; also f(t) = a+ bt mit a € R und b € R —{0}. Diese bilden gerade die
affine Gruppe der reellen Zahlen, weshalb man die Untermenge der Parametrisie-
rungen, die Autoparallele zu Geodétischen machen auch affinen Parametrisierun-
gen nennt.
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5.4 Torsion und Kriimmung

Ist eine kovariante Ableitung V in Sinne der Definition 113 gegeben, so kann man
mit ihrer Hilfe weitere Tensorfelder definieren, die gewisse Eigenschaften von V
charakterisieren. Zu diesen gehoren insbesondere die Torsion und die Kriimmung,
die wir nun vorstellen wollen.

Torsion
Definition 134. Die Torsion ist ein Tensorfeld T € ST21 (M), was gemil Proposi-
tion 95 durch eine Abbildung

T:ST(M) x ST(M) — ST(M) (5.31a)
definiert wird. Dies ist gegeben durch

T(X,Y) :=VxY —VyX—=[X,Y], (5.31b)
so dass

T(X,Y) = —T(Y,X). (5.31¢)

Durch Anwendung von Proposition 95 ist es wirklich leicht zu sehen, dass (5.31b)
ein Tensorfeld in ST21 (M) definiert. Dazu reicht es wegen der Antisymmetrie
(5.31¢) namlich aus, die C*°-Linearitit im ersten Argument zu beweisen. Das ist
aber mit (5.1d,5.1¢) und (4.30) sofort zu sehen.

Ist{eq}q=1..n €in lokales Basisfeld mit Dualbasisfeld {0%},_1...n, S0 schreiben wir
T=T e, ®0°®0°,
= 1T¢ eq @ (8° © 6° — 6° @ 8°), (5.32a)

=:0bAp¢

wobei /\ das antisymmetrisierte Tensorprodukt bezeichnet. Wegen der Antisym-
metrie (5.31b) gilt ja
Toe =—T% - (5.32b)

Da [ey, e.] wieder ein lokales Vektorfeld ist, gibt es lokal glatte Koeffizientenfunk-
tionen Cy ., so dass
[ey, ec] = Cic €a- (5.32¢)

Die Torsionskomponenten setzen sich dann diesen und den Zusammenhangskom-
ponenten (5.6) wie folgt zusammen:

Toe = wpe. — wg — Cpe - (5.32d)
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Ist das Basisfeld von den Koordinaten induziert, d.h. gilt e, = 0/0x%, dann ist
Toe =Toe — Tdp - (5.32¢)

Bemerkung 135. Beziiglich einer fest gewihlten Metrik g kann man die
Kriimmung auch durch ein Element © € ST3°(M) charakterisierien, namlich

O(X,Y,2):==g(X,T(¥,2)), (5.33a)

so dass
0X,Y,Z) :=—-0(X,Z,Y). (5.33b)

Es gilt dann in Komponenten
Oabe = Jan T];IC und g‘m Onbe = T];lc . (5.33¢)

Man beachte, dass der obere Index beim Herunterziehen an die erste Stelle gesetzt
wird. Diese Konvention wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet; manch-
mal stellt man ihn auch an die zweite Stelle. Zu merken ist, dass sich bei der hier
verwendeten Konvention die Antisymmetrie (5.31c) auf den zweiten und dritten
Eintrag von © iibertrigt, wie in (5.33b) angegeben.

Kriimmung

Wir kommen nun zur Kriimmung.

Definition 136. Die Kriimmung ist ein Tensorfeld R € ST31 (M), was gemiB Pro-
position 95 durch eine Abbildung

R:ST(M) x ST(M) x ST(M) — ST(M) (5.34a)
definiert wird. Dies ist gegeben durch
R(X,Y)Z :=VxVyZ—~VyVxZ—-VxyZ, (5.34b)

so dass
R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z. (5.34¢)

Durch Anwendung von Proposition 95 weist man wieder leicht nach, dass (5.34b)
ein Tensorfeld in ST31 (M) definiert. Dazu reicht es aus, die C*°-Linearitit im X-
und Z-Argument zu zeigen, was anhand der Regeln (5.1d,5.1¢e) und (4.30) leicht
geschieht.
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Bemerkung 137. Die Kriimmung kann alternativ auch aufgefasst werden als Ab-
bildung R : ST(M) x ST(M) — ST(M) @ ST*(M), (X,Y) — R(X,Y) =
VxoVy—VyoVx—Vy, oder, wegen der fiir jeden Vektorraum V giiltigen Be-
ziehung End(V) = V ® V*, als Feld von Abbildungen, das an jedem Punkt p € M
einem Paar von Vektoren (X,Y) € T,(M) x T,(M) eine Abbildung End(T,(M))
zuordnet. Diese Zuordnung ist nach (5.34¢) anti-symmetrisch in (X,Y), so dass
also dem vertauschten Paar (Y, X) die negative Abbildung zugeordnet wird. So
aufgefasst ist der Kriimmungstensor eine endomorphismenwertige 2-Form.

Beziiglich lokaler und dualer Basisfelder {eg}qo—1..n und {8%}q—1...,, schreiben wir

R - Rabcdea® eb ®9C ®ed

= IR% cq€a ©0° @ (0°® 0% — 0% ® 0°, (5.352)
0cApd
oder
R(ec, ea)enr = R%cqea- (5.35b)

Daraus folgt mit (5.6) und (5.32c)
R% cd = €c(wiy) —eq(wd) + wewiy — wiwe, — Coywny - (5.35¢)
Im Falle von Koordinaten-Basisfeldern féllt der letzte Term wieder weg:
R% ca = 0§y — 0alsy + T Tay — T Teh - (5.35d)

GemifB der verabredeten Schreibweise (5.10) ist Vo, Z = (VyZ%)ec und
Ve Ve, Z = (VoVpZE)e, etc, so dass wir R(eq, e, )Z auch so schreiben konnen:

VoVpZ =V VoZ¢ — CYVaZ¢ =Ry 28, (5.35¢)

was sich durch Wegfall des 3. Terms vereinfacht, wenn sich die Komponenten auf
Koordinaten-Basisfelder bezichen.

Bemerkung 138. Beziiglich einer fest gewdhlten Metrik g kann man die
Kriimmung auch durch ein Element Riem € STA?(M) charakterisierien, ndmlich

Riem(W, X, Y, Z) := g(W, R(X,Y)Z)), (5.36a)

so dass
Riem(W, X,Y, Z) = —Riem(W, X, Z,Y). (5.36b)

Es gilt dann in Komponenten

(Riem)gbed = gan R™peq = Rabea  und g™ (Riem)ppeqg = R%.q-  (5.36¢)
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5.5 Torsion, Kriimmung und die Nicht-Vertauschbarkeit
kovarianter Ableitungen

Ist f € C*°(M), dann ist VVT € STzo(M). Wir interessieren uns fiir den antisym-
metrischen Anteil dieses Tensorfeldes. Verschwindet dieser nicht, so sagen wir,
dass die zweiten kovarianten Ableitungen von Skalarfeldern nicht vertauschen.

Nun gilt, falls C wieder die Kontraktion zwischen Vektor- und Kovektorfeldern
bezeichnet,

VxVyf = VxC(Y® df) = C(VxY® df + Y ® Vxdf)

(5.37)
= Vy,vf+ VVI(XY).
Also ergibt sich die Auswertung des Tensorsfeldes VVf auf X, Y € ST(M):
VVE(X,Y) = VxVyf — Vy,vf. (5.38)

Differenzbildung unter Beriicksichtigung von Vx Vyf = X(Yf) und der Definition
der Torsion (5.31b) liefert

VVE(X,Y) = VVF(Y, X) = —Vyxyf = —T(X, Y)f, (5.39)

wobei T(X, Y)f die Ableitung von f nach dem Vektorfeld T(X, Y) bezeichnet.

Dieselbe Uberlegung fiihren wir nun fiir Vektorfelder Durch. Ist also Z € ST& (M)
dann ist VVZ € STZ] (M). Analog zu (5.40) gilt nun

VxVyZ =VxC(Y®VZ) =C(VxXY® VZf+ Y ® VxVZ)

(5.40)
=Vy,vZ+ VVZ(XY),
so dass ganz analog zu (5.38) gilt:
VVZ(X,Y)=VxVyZ—-Vy,vZ. (5.41)

Mit Hilfe der Definitionsgleichungen (5.31b) und (5.34b) fiir Torsion und
Kriimmung berechnet man leicht den in X, Y antisymmetrische Anteil zu

VVZ(X,Y) = VVZ(Y,X) = R(X,Y)Z — Vixy)Z. (5.42)

Als nidchtes betrachten wir Kovektorfelder. Ist & € ST{)(M) dann ist VV«&x €
ST3°(M) und man hat wieder

VVOC(X, Y) = VXVYZ — VVX\/Z, (543)
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so dass

VVa(X,Y) = VVa(Y, X) = (VxVy — VyVx — Vixy) &) — Vrxy) . (5.44)
Benutzt man

(VxVya)(Z) = XY(x(Z)) = X(a(VyZ)) = Y(x(VXZ)) + &(VyVxZ) (5.45)
und die entsprechende mit X, Y vertauschte Gleichung, so wird daraus

VVa(X,Y) = VV(Y,X) = —ao R(X,Y) — Vyixy&. (5.46)

Der allgemeine Fall fiir eine Tensorfeld F € ST&(M) ergibt sich aus
VVF(X, Y) - VVF(Y, X) == (VXVY - VYVX - V[X,Y])F - VT(X,Y)F (547)

und der Beobachtung, dass die Kombination Vy := VxVy — VyVx — V| y| de-
rivativ beziiglich des Tensorprodukts ist. Das heif3t Folgendes: Sind F € STﬁl(M)
und F/' € STTC;{/ (M), dann rechnet man mit Hilfe von (5.2¢) leicht nach

Viy(FRF) = (Vi F) @ F + F® (Vi F). (5.48)

Da jedes Tensorfeld Tensorprodukt von Vektor- und Kovektorfeldern ist, bestimmt
(5.47) mit Hilfe von (5.42) und (5.46) die rechte Seite von (5.47). Die Komponen-
tenversion von (5.48) ist wie folgt:

4
ap-ag E ak Q7+ Qx—1 8 Ary1--Qy
(Vavb - Vavb) Fb1---bm - R sab Fb1---bm
k=1

m

_ S ay---ag
Z R by ab Fbl b1 sbyrbm
k=1

_ TC ap---ag
Ty Vol e

(5.49)

Die Systematik dieses Ausdrucks sollte klar sein: Jeder obere Index wird mit der
zu R(eq, ey ) gehorigen Matrix transformiert, jeder untere Index mit dem Negativen
der dazu Transponierten.

5.6 Metrik und metrischer Defekt

Definition 139. Eine Metrik auf einer Mannigfaltigkeit ist ein Tensorfeld g €
STY(M), so dass fiir alle p € M g(p) eine nicht-ausgeartete symmetrische Biline-
arform auf T, (M) ist. Jedes g(p) ist durch seine Signatur (s, s_) charakterisiert,
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wobei s die maximalen Dimensionen der linearen Unterrdume von T, (M) sind,
auf die eingeschrinkt g(p) positiv/negativ definit ist. Da g iiberall stetig und nicht
ausgeartet ist, ist die Signatur von p unabhingig. Ist s_ = 0 (also s = dim(M))
so nennt man g eine Riemannsche Metrik; ist s_ = 1 (also s = dim(M) — 1)
oder umgekehrt s_ = dim(M) — 1(also s;- = 1), so nennt man g eine Lorentz’sche
Metrik. Allgemein nennen wir das Paar (M, g) eine metrische Mannigfaltigkeit.

In der Allgemeinen Relativitdtstheorie hat man es mit Lorentz’schen Mannigfaltig-
keiten zu zu tun, also Paaren (M, g), wo M eine (mindestens stiickweise C2, aber
oft als C* vorausgesetzte) Mannigfaltigkeit ist und g eine Lorentz’sche Metrik.
Wenn im Folgenden weder explizit auf den Riemannschen noch den Lorentz’schen
Charakter der Metrik hingewiesen wird, so bedeutet dies, dass die getroffene Aus-
sage von der Signatur unabhéingig ist.

Definition 140. Sei (M, V, g) eine Mannigfaltigkeit M mit kovarianter Ableitung
V und Metrik g; dann ist der metrische Defekt ein Tensorfeld Q € ST30 (M), was
gemal Proposition 95 durch eine Abbildung

Q:ST(M) x ST(M) x ST(M) — C*(M) (5.50a)
definiert wird. Diese ist gegeben durch

QX,Y,Z) : = (Vxg)(Y, Z)

5.50b
— X(9(Y,2)) — g(VxY,Z) — g(Y, VxZ), (500

so dass

5.7 Die Levi-Civita kovariante Ableitung

Sei (M, g, V) eine metrische Mannigfaltigkeit mit Torsion, dann lésst sich die ko-
variante Ableitung durch den Torsionstensor und den Tensor des metrischen De-
fektes auf eine niitzliche Weise charakterisieren, die wir nun vorstellen wollen.

Dazu schreiben wir die Definitionsgleichung (5.50b) des metrischen Defektes drei-
mal auf, wobei die zweite und dritte durch zyklische Permutation der Eintrige
(X,Y, Z) aus der ersten entstehen:

Q(X,¥,Z) =X(g(Y,Z)) —g(VxY,Z) —g(Y, VxZ)
Q(Y,Z,X) =Y(g(Z,X)) — g(VvZ,X) — g(Z, VyX) (5.51)
Q(Z» X, Y) = Z(g(X>Y)) - Q(VZX» Y) — g(X> VzY)
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Addieren wir die ersten beiden Gleichungen und subtrahieren die dritte, so konnen
wir unter Benutzung von (5.33a) nach g(VxY, Z) auflésen:

2g(VxY,Z) = +X(g(Y,Z2)) +Y(g(Z,X)) —Z(g(X,Y)) (5.52a)
—g(X, v Z) + 9V [Z,X]) +9(Z, [X,Y]) (5.52b)

—Q(X,Y,Z) —Q(Y,Z,X) +Q(Z,X,Y) (5.52¢)

—0(X,Y,Z) +0O(Y,Z,X) +0(Z,X,Y). (5.52d)

Aus dieser Gleichung ergibt sich

Proposition 141. Auf einer Mannigfaltigkeit mit Metrik bestimmen die Tensoren
der Torsion und des metrischen Defekts einer kovarianten Ableitung diese eindeu-
tig. Umgekehrt kann man beliebige Tensoren der Torsion und des metrischen De-
fekts vorschreiben zund dann durch (5.52) eine kovariante Abbildung eindeutig
definieren.

Beweis. Der erste Teil der Aussage, die Eindeutigkeit, ist klar. Fiir den zweiten
Teil, die Existenz, miissen wir nachweisen, dass die durch (5.52) definierte Abbil-
dung V die Axiome (5.1) erfiillt. Das aber priift man leicht nach. O

Definition 142. Fin Zusammenhang heiflt metrisch genau dann, wenn Q =
(& Vxg = 0VX) und rorsionsfrei genau dann, wenn T = 0 (& © = 0).

Korollar 143. Auf einer Mannigfaltigkeit mit Metrik gibt es genau eine metrische
und torsionsfreie kovariante Ableitung. Diese heifst Levi-Civita kovariante Ablei-
tung und entsteht aus (5.52) durch streichen der dritten und vierten Zeile:
29(VxY,Z) =+X(9(¥,2)) +Y(g(Z,X)) —Z(9(X,Y))
g(X, v, Z) +g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X, Y]). (5.53a)

Beziiglich eines lokal definierten Paares dualer Basisfelder {eq}q—1..., und
{09 q—1..;m ist (5.53a) fir X = ey, Y = ep und Z = e, dquivalent zu folgender
Komponentenform, in der gqp := g(eq,ep) ist und eqgpe = eq(gpc) die Ablei-
tung der lokalen Funktion gy nach dem lokalen Vektorfeld e, bezeichnet:

2gen Wop = — €cGab + €aJbe + €vYca

(5.54)
+ genCap — 9anCpe + gon Cey -

Mit Hilfe der inversen Matrix g®° zu g, kann man dies dann wie folgt nach den
Zusammenhangskomponenten w¢, auflosen:

( engab + €aJgbn + ebgan)

79°
f R (5.55)
Z(C +9 Cnagbm + g Cnbgam)
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Dabei haben wir in der letzten Zeile noch die Antisymmetrie von Cg, im unteren
Indexpaar ausgenutzt. Somit sind bei gegebener Basis {eq}q—1..n (und damit be-
kannten Koeffizientenfunktionen C¢,) und gegebener Metrik (und damit bekann-
ten Koeffizientenfunktionen gqp) die Koeffizientenfunktionen w¢, berechenbar.
Man beachte die Symmetrieeigenschaften im Indexpaar (a, b) auf der rechten Sei-
te von (5.55): Die Klammer mit den drei Termen 0g ist symmetrisch, der Term
C¢,, ist antisymmetrisch und die verbleibenden zwei Terme zusammengenommen
wieder symmetrisch. Der in (a, b) symmetrische Anteil von w¢, besteht also nicht
nur aus den 0g — Anteilen, sondern zusitzlich aus den beiden letzten Termen mit
den Koeffizienten C.

Fiir Koordinatenbasisfelder e, = 0/0x® =: 0, hat man

IS = 39 (—ngab + daGon + dvGna) - (5.56)

In diesem Falle nenne man die Koeffizientenfunktionen 'Sy auch die Christoffel
Symbole. Zwischen ihnen und den partiellen Ableitungen der Metrik besteht eine
lineare Bijektion, denn aus (5.56) folgt auch umgekehrt

0cgab = gcmrl?c + gbnr& . (5.57)

Allgemein gilt: Ist V metrisch und {ey, - - - , e, } ein lokales Basisfeld in U C M,
beziiglich dem die Koeffizienten gqp := g(eq, ep) konstant sind, dann ist

0=V, (g(eb> ec)) = g(Veqev,ec) + glev, Ve ec)

(5.58)
= genWap + JonWy -

Das bedeutet, dass alle durch a € {1,---dim(M)} nummerierten Endomorphis-
men ey — Wy ec eines jeden Tangentialraumes T, (M) mit p € U beziiglich g,
antisymmetrisch sind. Setzt man (Achtung: Der runtergezogene Index steht unter
in der Mitte):

Wabe = gon Wy, - (5.59)
dann gilt also

Wabe = —Wach - (5.60)

Sei V die Levi-Civita kovariante Ableitung einer metrischen Mannigfaltigkeit und
V eine weitere metrische, aber nicht notwendigerweise torsionsfreie kovariante
Ableitung. Zweimalige Anwendung der allgemeine Formel (5.52) auf V und V
und Subtraktion der 2. von der ersten Formel ergibt dann

g(VxY — VxY,Z) = K(X,Y,Z), (5.61)

wobei K gleich einen eigenen Namen erhilt:
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Definition 144. Der Tensor K € ST3O (M), mit
K(X,Y,Z) = 1(-O(X,Y,Z) + O(Y, Z,X) + O(Z, X, Y)) (5.62)

heillt Kontorsion.

Dann kann man sich nun fragen, unter welchen Bedingungen an die Torsion von \Y
beide Zusammenhinge die gleichen Geoditischen besitzen. Ist also vy Geodétische
von V, so dass Vyy = 0, so soll auch @yﬁ/ = 0 gelten und umgekehrt. Dies
muss fiir jede Startrichtung vy gelten, was gemil3 (5.61) genau dann der Fall ist,
wenn K (X, X,Y) fiir alle X, Y € TM verschwindet, also die Kontorsion im ersten
Eintragspaar antisymmetrisch ist:

K(X,Y,Z) +K(Y,X,Z) =0. (5.63a)
Das ist dquivalent zu

0=-0(X,Y,Z) +0(Y,Z,X) +O(Z,X,Y)
—O(Y,X,Z) +O(X,Z,Y) +O(Z,Y,X) (5.63b)
=—-2(8(X,Y,2) +©(Y,X,2)),

wobei wir in der zweiten Gleichheit von (5.63a) die Antisymmetrie (5.33b) von
© unter Vertauschen des zweiten und dritten Eintrags benutzt haben. Aus (5.63b)
folgt also, dass die Antisymmetrie der Kontorsion in den ersten beiden Eintriagen
dquivalent ist der Antisymmetrie von © ebenfalls in den ersten beiden Eintrdgen.
Wegen der sowieso bestehenden Antisymmetrie von © im 2. und 3. Eintrag ist das
aber dquivalent der vollstdndigen Antisymmetrie der kovarianten Torsion ©.

Eine offensichtliche, leichte Verallgemeinerung ist nun gegeben durch

Proposition 145. Zwei beziiglich der gleichen Metrik metrische Zusammenhdnge
V und NV haben genau dann die gleichen Geodiitischen, wenn die Differenz © — 6
ihrer kovarianten Torsionstensoren vollstindig antisymmetrisch ist.

Allgemein gilt zunichst ohne Bezug auf eine metrische Struktur, dass ein Zu-
sammenhang unter Festlassung seiner Geodétischen immer so abgeédndert werden
kann, dass seine Torsion einen beliebigen vorgegebenen Werte annimmt. Existiert
eine Metrik g, so wird durch diese Abénderung der metrische Defekt i.A. ebefalls
verdndert. Inbesondere wird ein ehemals metrischer Zusammenhang i.A. in einen
mit nicht-verschwindenden metrischen Defekt iibergehen, es sei denn, die Diffe-
renz der kovarianten Torsionstensoren ist wieder vollstindig antisymmetrisch.
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Proposition 146. Sei V ein Zusammenhang mit Torsion T. Sei ferner Te STZ1 (M)
ein in den kovarianten Eintrdgen antisymmetrisches Tensorfeld. Dann hat

V=v+3(T-T) (5.64)

die gleichen Geoddtischen wie NV aber die Torsion T, Ist g eine Metrik, dann un-
terscheiden sich die metrischen Defekte von V und ¥V durch

AQ(X,Y,Z) = —1[AB(Y, X, Z) + AB(Z, X, Y)] (5.65)

wobei AQ = Q — Q und AO = © — O. Der metrische Defekt bleibt also genau
dann ungedindert, wenn AQ® total antisymmetrisch ist.

Beweis. Aus der Definition (5.31b) der Torsion, angewandt auf den durch (5.64)
definierten Zusammenhang V, folgt sofort, dass T die Torsion von V ist. Genauso
folgt aus der Definition (5.50b) des metrischen Defekts, angewandt auf den durch
(5.64) definierten Zusammenhang @, sofort die Beziehung (5.65). ]

5.8 Die Fermi kovariante Ableitung entlang von Kurven

Sei (M, g) eine Mannigfaltigkeit mit Metrik und V die zugehorige Levi Civita
kovariante Ableitung. Wie in Abschnitt5.2 beschrieben definiert diese eine kova-
riante Ableitung entlang von Kurven, die wir mit Vy bezeichnen, da sie nur von y
abhiéngt. Mit ihrer Hilfe definieren wir nun eine neue kovariante Ableitung entlang
7Y, die sowohl von 7y als auch von ¥ abhingt und die wir mit dem Symbol F, be-
zeichnen. Dabei erinnert F an den Namen Fermi und als Index ist y statt y gewdhlt,
da die Ableitung eben nicht nur von ¥y abhéngt.

Wir setzen vy als mindestens zweimal stetig differenzierbar voraus. Fiir den Fall,
dass g nicht positiv definit ist, nehmen wir an, dass g(y,y) nirgends entlang
der Kurve verschwindet. Dadurch ist gewihrleistet, dass an jedem Punkt p €
Bild(y) € M der Vektor y, den Tangentialraum T,(M) in eine direkte g-
orthogonale Summe zerlegt:

Tp(M) = T} (M) & T+ (M) (5.66)

wobei TIU (M) := Span{y,}, also eindimensional ist, und Tpl(M) definiert ist als
g-orthogonales Komplement. Die Bedingung g(v,y) # O sichert gerade, dass
T1|,| (M)nN TPL(M) = {0}, die Summe also direkt ist. Ohne Beschriankung der All-
gemeinheit nehmen wir an, dass die Parametrisierung von 'y durch die Bogenlinge
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(beziiglich g) gegeben sei, also gilt

wobei € = +1. Eine unmittelbare Folge davon ist
9(¥,v) =0. (5.68)

Die zu (5.66) gehorigen, fiir jeden Punkt p € Bild(y) giiltigen Projektionsabbil-
dungen sind dann durch folgende Ausdriicke gegeben durch

PL:TM) = TIM), X = eg(X, ) (5.69)
Py :T(M) = THM), X X—eg(X, V)7 (5.69b)

Man beachte, dass die Projektoren an jedem Punkt p folgende Eigenschaften be-
sitzen:

Pl +PE =idr, ), (5.70a)
PWH/I! © P#p = P\%P © Pll/r’ - O’ (57Ob)
(pgp)f - pgp und  (Py )T =Ps . (5.70¢)

Dabei haben wir die Definition 180 der adjungierten Abbildung aus Abschnitt7.2
verwendet, so dass (5.70c) die Selbstadjungiertheit beziiglich g, der Projektoren

ausdriickt, also die Tatsache, dass gp (ng Xp, Yp) = gp(Xp, ng Yp) und ebenso fiir
P .
Yp

Definition 147. Die Fermi-Ableitung ist eine kovariante Ableitung entlang von
Kurven im Sinne der Definition 122, wobei im Falle nicht positiv-definiter Metri-
ken g die Kurven auf solche mit g(y,y) # O eingeschrinkt werden. Sie ist auf
Vektorfeldern iiber Bild(y) definiert durch

Fy:=P)oVyoP) +PLovy 0P, (5.71)

wobei Vy die Levi-Civita kovariante Ableitung von Vektorfeldern iiber 'y ist. Man
zeigt nun analog zu (5.4), dass die Bedingungen (5.22b), (5.22d) und (5.22¢) die
Ableitungen F, zunichst auf Dual-Vektorfeldern und dann iiber allen Tensorfel-
dern iiber y definierten.

Die Notation auf der rechten Seite von (5.71) ist insofern irrefiihrend, als die
Abhingigkeit von 'y nur durch die Indizierungen der Projektoren und der kovarian-
ten Ableitung V durch v erfolgt. Zwar hingen diese Einzeloperatoren individuell
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tatsdchlich nur von vy ab, ihre Komposition hingt dann aber auch vom Beschleu-
nigungsfeld ¥ := Vv ab, da die Differentiation Vy auch auf das rechts von ihr

stehende vy in Pwl'l/ bzw. P% wirkt. Dies wird durch die weitere Auswertung von
(5.71) (siehe (5.77) unten) explizit werden.

Zunichst stellen wir fest, dass wegen (5.70a) gilt V = (P\H, + Pw'%) oVyo (Pg + PY-L)
und somit (5.71) dquivalent ist zu

F, =V, —(D; +Dy), (5.72)

wobei
D == P} oVy0Ps, (5.73)
D, := P{ oVyoP). (5.73b)

Gemal Proposition 119 ist die Differenz zweier kovarianter Ableitungen iiber y
ein Tensorfeld iiber vy, so dass die Summe D7 + D; ein Element in ST]1 (v) ist.
Tatsdchlich trifft dies aber schon fiir D1 und D; einzeln zu, denn die Abbildungen
ST11 (v) 2 X+ Dq(X) und X — D3 (X) sind C*°(y)-linear, d.h. es gilt z.B. D;(f -
X) = f-D4(X) fiir alle Funktionen f und Vektorfelder X iiber 'y, was sofort aus den
Definitionen (5.73) und (5.70b) folgt. Proposition 128 impliziert dann die gemachte
Aussage. Dariiber hinaus rechnet man aus den Definitionen (5.73) unter Benutzung
von (5.70b) und (5.70c) leicht nach, dass an jedem Punkt p die Abbildungen D1,
und D3, zueinander anti-selbstadjungiert bezliglich g, sind:

DI

l,=-Dzp and D} =-Dy,. (5.74)

Die Tensorfelder D1 ; kann man nun durch die Kurve y und ihre Ableitungen aus-
driicken. Mit X € ST(vy), ist etwa nach (5.69a)

D>(X) = P 0 Vy 0 PJ(X)
= e Py (9(X,¥)y + Terme o< ¥) (5.75)
=€ Q(X) Y)‘Y )
wobei wir Vyg = 0, PVH/ = 0 und Pyﬁ"/ = ¥ benutzt haben. Aus (5.74) folgt dann
sofort der Ausdruck fiir Dy (oder ebenso leicht durch nachrechnen). Schreibt man
gz, ) = Z° fiir das zum Vektorfeld Z vermittels der Metrik g gehorige Dual-

Vektorfeld (dies ist genauer in Abschnitt7.2 erklart; vgl. auch Bemerkung 178 fiir
die Bezeichnung) so erhilt man

D = —ey®7, (5.76a)
D, = +ey®7, (5.76b)
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und
Fy=Vi+te(yo?V —voy). (5.77)
%/_/

esT ()

Einige charakteristische Eigenschaften der Fermi Ableitung seien zusammenge-
fasst in folgender

Proposition 148.

F, = Vy & vist Geoditische , (5.78a)
F,y =0, (5.78b)
Fyg = 0. (5.78¢c)

Beweis. (5.78a) ist nicht unmittelbar aus der Anfangsdefinition (5.71) ersichtlich,
folgt aber sofort aus (5.77). (5.78a) ist hingegen folgt sofort aus (5.71) ersichtlich
wegen (5.68), d.h. PL,}"/ = 0, folgt aber ebenfalls auch sofort aus (5.77). Um (5.78c)
zu beweisen berechnen wir mit Hilfe der Regeln (5.22b), (5.22d) und (5.22¢), sowie
Vyg =0:

(Fy9)(X,Y)

Y(9(X,Y)) — g(FyX,Y) — g(X, FyY)
(VyX —FyX,Y) + g(X, V4 Y — F,Y) (5.79)
((D] + Dz)X,Y) + g(X, (D1 + Dz)Y) =0

g
g

wobei die letzte Gleichung aus (5.74), d.h. (D7 + D,)T = —(D; + D;) folgt. [

5.9 Die Cartanschen Strukturgleichungen

Beziiglich lokaler dualer Basisfelder {eq}q—1..n {0%}a=1..n in U C M schreiben
wir die Tensoren der Torsion und Kriimmung in Komponentenform:

T=T,e®0°20° = IT¢ ec® (0°A0Y), (5.80a)

R=R%Lpea®0°®0°®0° = JRY,, (ea®0%) ®(6°A0°) . (5.80b)
—_—
€End(TM)Iu)  eAZT(M)lu

Die Torsion T liet man so als eine T(M)-wertige 2-Form, die Kriimmung als
eine End(T(M))-wertige 2-Form. Entsprechend lieBt man w als eine End(T(M))-
wertige 1-Form:

w=w0*® (e ®0°) . (5.81)
—
End(T(M)ly)
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Wir schreiben auch w€ = wg 0°. Metrizitit bedeutet nach (5.58) nun gerade,
dass der Wertebereich in End(T,(M)) in der Lie-Algebra o(gy) der orthogonalen
Gruppe O(gy) des Paares (T,(M), gp) liegt, wobei

O(gp) := {A € GL(T,(M)) | gp (A(X),A(Y)) = gp(X,Y) VX, Y € T,(M)}
(5.82)

o(gp) = {A € End(T,(M)) | gp (A(X),Y) = —gp (X, A(Y)) VX, Y € T,(M) }
(5.83)

Man beachte noch einen wichtigen Unterschied zwischen (5.80) und (5.81): Die In-
terpretation der Torsion und Kriimmung in der angegebenen Weise ist unabhingig
von der gewihlten Basis {e1, - - - , en}. Das ist gerade dquivalent der Aussage, dass
T und R Tensorfelder auf M sind. Im Falle des Zusammenhangs ist das anders:
Erst durch Wahl einer Basis kann dem Zusammenhang lokal, d.h. in U C M, ein
Tensorfeld (5.81) mit der Interpretation einer End(T(M))-wertige 1-Form zuge-
ordnet werden. Beziiglich einer anderen Basis e/, := f2e, erhilt man einen davon
verschiedenen Tensor, der sich direkt aus (5.12) ergibt:

©=w’ 0w (el
=w+ [ e,(f) 0 @ (e, ®0)
—w+dff @ (e, ©0")
=w+df-f',

(5.84)

wobei df = 0%, (f) = 0’/%€/(f) das duBere Differential einer (lokal definierten)
Funktion f ist und wir im letzten Schritt f als lokale, End(T(M))—wertige Funktion
auffassen.

Wir kommen nun zu den Cartanschen Strukturgleichungen. Die erste Strukturglei-
chung bezieht sich auf die Torsion und ergibt sich direkt durch Umschreiben von
(5.31b)

T¢(X,Y)e. =VxY — VyX — [X,Y]
=Vx(0%(Y)ea) — Vy(8%(X)ea) — 0%([X, Y])eq
={X(0°(Y)) — Y(0°(X)) — —0°([X, Y])} ec (5.85a)
+ (W (X)BU(Y) — W (YV)04(X)) ec
=(d0°(X,Y) + w% A 0°(X,Y)) ec.
Dabei haben wir (4.57) benutzt, wonach d6¢(X,Y) = X(SC(Y)) — Y(GC(X)) —
0°([X, Y]). Gleichung (5.85a) schreiben wir auch kurz (Unterdriickung der Matri-

xindizes)
T=d0+wAB8. (5.85b)
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Analog gilt fiir die Kriilmmung nach (5.34b):

R%(X,Y)ec = VxVyeq — VyVxeq — Vixyiea
= Vx(w(Y)ec) — Vy(w(X)ec) — wy (X, Y]ec
- {x(wcd(v)) — Y (w5 (X) — wcd([X,Y])} e (5.86a)
+ (WS (X) S (Y) — W (Y)wSy(X)) ey
= (dw%(X,Y) + w A w5(X,Y)) ec.

Wieder haben wir (5.85a) fiir dw*,; (X, Y) benutzt. Gleichung (5.86a) Das schreiben
wir wieder abkiirzend als (Unterdriickung der Matrixindizes)

Q=dw+wAw, (5.86b)

wobei wir hier fiir die Matrixwertige 2-Form der Kriimmung nicht R sondern ()
geschrieben haben, um nicht mit weiteren Verwendungen desselben Buchstabens
(Kriimmungstensor, Skalare Kriimmung, etc.) in Konflikt zu geraten. Es gilt also

Q% == IR 409N 0. (5.87)

Gleichung (5.85) bezeichnet man als erste, Gleichung (5.86) als zweite Cartan-
sche Strukturgleichung. Sie gelten beziiglich jedes Paares lokaler dualer Basen-
felder {e1,--- ,en} und {8',---,0™), insbesondere auch fuer Koordinatenbasen
eq = 0/0x% bzw. 0¢ = dx“. Wirklich niitzlich als effektives Hilfmittel zur Be-
rechnung der Zusammenhangskomponenten w¢, und der Kriimmung werden sie
aber vor Allem fiir orthonormierte Basisfelder. Fiir solche besitzt die Metrik in
einem Gebiet U C M die Entwicklung

Sy S++s—
glu=9gab*®0° =) 0°®0°— > 0°®6°, (5.88)
a=1 a=s4+1

wobei (s, s_) die Signatur von g ist. Dann gilt Wqpe = gadwgc = fwgy, (vgl
(5.59)). Die Antisymmetrie (5.60)) der kovarianten Komponenten w gy im letzten
Indexpaar iibersetzt sich dann in die folgende Relation fuer die Komponenten w¢,
(hier keine Summenkonvention):

c b
Wap = €c Wach = —€c Wabe = —€p€c Wy (5.89)

wobei €, = +1 den Wert von g, = g““ bezeichnet.

Gilt die Antisymmetrie Wqpe = —Wq b, dann 146t sich die erste Cartansche Struk-
turformel wie folgt nach den Komponenten wg . auflosen: Es ist d0¢(eq, ep) =
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—0([eq, ev]) (vgl. (4.57)) und [eq, ep] = C&;ec (vgl. (5.320¢)), also dO°(eq, ep) =
—C¢,,- Die erste Strukturgleichung (5.85b) ist dann im torsionsfreien Fall (T = 0)
dquivalent zu

do=—-w N0 & Chy = why, — wig - (5.90)

Oder mit den Bezeichnungen (5.59) und Cgpc := guq Cgc

Cabe = Wabe — Weba
Cbca = Wpca — Wqach (5'91)

Ceab = Weab — Whac

wobei die zweite und dritte Gleichung aus der ersten durch zyklische Vertauschung
der Indizes (abc) hervorgehen. Addieren wir nun die erste und zweite Zeile und
subtrahieren die dritte, so erhalten wir, unter Benutzung der Antisymmetrie der w
im letzen Indexpaar,

Wabe = 1j(Cabc + Coea — Cca‘b) y (5.92)
was dquivalent ist zu
wop = %(Cab + g ClaGom + gchTTbgam) ) (5.93)

Dies entspricht gerade (5.55) fiir den (hier vorliegenden) Fall konstanter Koeffizi-
enten gqp.

Fiir die explizite Berechnung ist Folgendes wichtig: Oft ist die Metrik in der Form
(5.88) gegeben, wobei die 0¢ ihrerseits in einer Koordinatenbasis dx* vorliegen:
0% = 0y dx. Es ist dann nicht notig, erst umstindlich die zu den ¢ duale Basis
{e1,- -+, en} zu berechnen um durch Kommutatorbildung an die Koeffizienten C¢,,
zu kommen. Viel einfacher ist es, die dufleren Ableitungen dO¢ zu bilden und das
Ergebnis (eine 2-Form) in die Basis 8¢ /A 8° zu entwickeln; denn es gilt

doc = —1CS, 0% N 0° (5.94)

wie man durch Auswerten beider Seiten auf (eq, ep) unter Ausnutzung von (4.57)
sofort sieht (vgl. das oberhalb von Gleichung (5.90) Gesagte).

Meist wird man es aber nicht einmal notig haben, tatsdchlich auf diese Weise al-
le Koeffizienten C¢, zu bestimmen um mit diesen dann gemal (5.92) die w¢,
zu berechnen. In vielen Fillen gelingt es, direkt die 1-Formen wy = w¢, 0% aus
do® = —wp A 0P abzulesen, wobei zu beachten ist, dass (5.89) gelten muss.
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5.10 Die Bianchi Identitiaten

Es gibt zwei Identititen fiir die Tensorfelder der Torsion und der Kriimmung und
deren erste Ableitungen, die fiir allgemeine Zusammenhiinge gelten und in An-
wendungen extrem niitzlich sind. Am einfachsten sind diese aus den Cartan’schen
Strukturgleichungen abzuleiten, wobei ihre Riickiibersetzung in die Sprache der
kovarianten Ableitung V dann etwas Miihe macht.

Nimmt man die duBere Ableitung der ersten Cartan’schen Strukturgleichung
(5.85b), so folgt wegen (4.64), d.h. d? =0, und (4.52e) (diese Gleichungen gelten
natiirlich weiterhin fiir mehrkomponentige Formen)
dT=dw A8 —w /A do
= Q—-—wAWA—wA(T—wAB) (5.95)
=QAN0—wAT,
wobei wir die Assoziativitit des /\ - Produktes benutzt haben und beide Car-

tan’schen Strukturgleichungen um d6 und dw zu eliminieren. Somit erhélt man
die erste Bianchi Identitdit:

AT+ wAT=QAB. (5.96)

Die oft niitzlichere Komponentenform ergibt sich daraus wie folgt: Wir benutzen
(4.67¢c) und haben

Z {echad + Ten Cla + Wi éld} = Z R%ed - (5.97)
(bed) (bed)

Ersetzt man darin gemiB (5.10b) die Ableitung nach ey, durch die kovariante Ab-
leitung, so ist dies (5.97) dquivalent zu

S Vel TonCla+ T Whe + T& wia p = ) R, (598)
(bed) (bed)

was wegen der Moglichkeit, in jedem Term unter den Summenzeichendie Indizes
bcd unabhingig zyklish zu permutieren, dquivalent ist zu

> {VeTa+ T (@i~ Wl +Cl) } = 3 Ry (5.99)
(bed) (bed)
Mit (5.32d) ist dies widerum dquivalent zu

Z{Vb o Ta g}i} Y R (5.100)
)

(bed) (bed
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Oder mit allgemeinen Vektorfeldern X, Y, Z geschrieben

Yy {(VXT)(Y,Z) —T(X,T(Y,Z))} 3 R Y)Z. (5.101)
)

(XYZ) (XYZ

Wir kommen nun zur zweiten Identitit. Dazu mimmt man die duflere Ableitung
der zweiten Cartan’schen Strukturgleichung (5.86b) und erhalt

dOQ=dwAw—wAdw
=(Q—-—wAwWAw—wANAQ—-—wA w) (5.102)
=Q0Nw—wAQ,

und das ist die zweite Bianchi Identitdit:

dO+wNANQ-OAw=0. (5.103)

Benutzen wir wieder (4.67c), so hat die Komponentenform die Gestalt

Z {eC(Rabde) + Rab cn Tc}e + w((:ln Rnbde - Rande w?b} =0. (5.104)
(cde)

Mit (5.10b) folgt

Z {chabde + R%cn Ce T R%ne wea + R%an w?e} =0, (5.105)
(cde)

was wegen der Antisymmetrie des Kriimmungstensors in zweiten Indexpaar dqui-
valent ist zu

Z {VCRabde + Rabcn<w2d - wHe + Cge)} =0. (5'106)
(cde)

Mit (5.32d) ist dies wiederum dquivalent zu

3y {VCR“bde —R%., Tge} =0. (5.107)
(cde)

Oder mit allgemeinen Vektorfeldern geschrieben

3 {(VXR)(Y,Z) —R((X,T(Y,z))} —0. (5.108)
(XYZ)
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5.11 Symmetrien des Kriimmungstensors

Aus der Definition (5.34¢) des Kriimmungstensors folgt sofort seine Antisymme-
trie unter Austausch von X und Y. Fiir die Komponenten R%, _; bedeutet dies

R%.q = —R%q  (giltimmer). (5.109)

Mit ,gilt immer* ist gemeint, dass diese Symmetry fiir alle Zusammenhénge gilt,
also unabhiingig davon, ob diese Torsion besitzen oder metrisch sind.

Fiir torsionsfreie Zusammenhinge ist die erste Bianchi-Identitit wegen (5.100)
dquivalent zu

R%ca + R%pe + R%qp, =0  (falls torsionsfrei) . (5.110)

Ist nun der Zusammenhang hingegen metrisch (aber nicht notwendig torsionsfre),
so folgt aus (5.58) die Antisymmetrie von wqyp, das heisst

Wap = —Whq , (5.111)
wobei wgp = ggcwy. Fiir die Komponenten Rgpeq von Riem (vgl. (5.36)) so
ergibt sich daraus und (5.86b)

Rabed = —Rbacd ((falls metrisch) . (5.112)

Der erste Term der rechten Seite von (5.86b), dwy, ist klarerweise antisymme-
trisch, und fiir den zweiten Term gilt

(7.6b)
(w A\ w)ab = Wqc N\ w]% = ng Wae A Wap = _QCd Wdb A Wqc

(5.111)
= g% Wpa A Wea = — (WA W)pg -

(5.113)

Fiir den Levi-Civita Zusammenhang gelten somit (5.109,5.110,5.112) gleichzeitig.

Proposition 149. Sei V endlichdimensionaler Vektorraum iiber K und T € V X
V x V x V = K Multiminearform T € Tf(V) mit folgenden Symmetrien (geltend
fiiralle W, X, Y, Z € V)

TW, X, Y, Z)+ TW, Y, Z,X)+T(W,Z,X,Y) =0, (5.114b)

dann gilt auch
TW, X, Y, Z) =T(Y, Z, W, X). (5.115)
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TW,X,Y,Z)

A\
N
S

= ) T(W, Z,X,Y)

T(Y, Z,W,X)

Abbildung 5.1: Zum Beweis von Proposition 149

In Worten: Gilt Symmetrie unter gleichzeitigem Vertauschen des ersten mit dem
zweiten und dritten mit dem vierten Eintrags (5.114a), und auBerdem das Ver-
schwinden aller zyklischen Summen in den letzten drei Eintrégen (5.114b), so folgt
die Symmetrie unter eintragsweisen Vertauschen des ersten Paares (W, X) mit dem
zweiten (Y, Z), also (5.115).

Beweis. Man betrachte die Abbildung 5.1. In dieser ist eine Doppelpyramide ge-
zeichnet, deren sechs Ecken jeweils Komponenten von T zugeordnet sind die durch
Auswertung von T auf dem 4-Tupel (W, X, Y, Z) und gewissen Permutationen da-
von entstehen. Von den acht Dreiecksflichen sind vier schraffiert gezeichnet und
mit W, X, Y und Z bezeichnet. Fiir diese gilt, dass die Summe der Komponen-
ten an ihren Ecken gemif (5.114b) verschwinden, wobei bei den mit X, Y und Z
bezeichneten Dreiecken gegebenenfalls noch die Transformationen (5.114a) anzu-
wenden sind um beziehungsweise die Eintrdge X, Y und Z an die erste Stelle zu
bringen. Die Summe erstreckt sich dann jeweils durch zyklisches Permutieren der
komplementiren Eintrdge 2,3 und 4. Bildet man nun die Summe aller Eckkom-
ponenten der oberen Dreiecke W und X und setzt dies gleich der Summe aller
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Eckkomponenten der unteren Dreiecke Y und Z (beide Sumen verschwinden ja),
so heben sich die vier gemeinsam auftretenden Koponenten weg und man erhilt
sofort 2T(W, X, Y, Z) = 2T(Y, Z, W, X). O

Diese Proposition kann nun unmittelbar auf den Kriimmungstensor Riem des Levi-
Civita Zusammenhangs angewendet werden, den fiir ihn gilt insbesondere (5.114a)
wegen der separaten Antisymmetrien (5.109) und (5.112), und (5.114b) ist iden-
tisch zu (5.110). Es folgt

Korollar 150. Der Riemann-Tensor Riem € STf (M) des Levi-Civita Zusammen-
hangs geniigt folgenden Identitdten:

Riem(W, X,Y, Z) = —Riem(W, X, Z,Y), (5.116a)

Riem(W, X,Y, Z) = —Riem(X, W)Y, Z) , (5.116b)

Riem(W, X,Y, Z) = Riem(Y, Z, W, X) , (5.116¢)
( )

Riem(W, X, Y, Z) + Riem(W, Y, Z, X) + Riem(W, Z,X,Y) =0.  (5.116d)

Die ersten drei Symmetrien erlauben, fiir jeden Punkt p € M den dortigen Tensor
Riem,, als symmetrische Bilinearform B, auf T,(M) A T, (M) aufzufassen (vgl.
(7.5) fiir die Definition des /\-Produktes). Seien Wy, X;,, Y, Zp in T,(M), dann
ist diese definiert durch

Kp (W A Xy, Yp A Zp) i= Riemy (Wi, Xp, Vp, Zp) (5.117)

und bilineare Fortsetzung auf Summen von reinen /A\—-Produkten. Ist n die Dimen-
sion der Mannigfaltigkeit, d.h. dim(T,(M)) = n, so ist (vgl. (7.10b))

dim(T,(M) AT,(M)) = N = In(n—1). (5.118)

Auf der anderen Seite ist die Dimension des Vektorraum der symmetrischen Bili-
nearformen auf einem Vektorraum der Dimension N

dim(symmetrische Bilinearformen) = %N (N+1). (5.119)

Die Dimension D des Vektorraums der symmetrischen Bilinearformen auf
T, (M) AT, (M) ist daher

D=¢nn—1)[nmn-1)+2]. (5.120)

Das ist also die Dimension des Untervektorraums aller Tensoren in TS 4(M), die
den ersten drei Symmetriebedingungen (5.116a-5.116¢) geniigen. Die Bianchi-
Identitét (5.116d) fiihrt aber zu einer weiteren Reduktion der Dimensionsanzahl.

Domenico Giulini: Skript zur Differentialgeometrie 126/160
qig.itp.uni-hannover.de/ giulini/



Dazu beobachten wir, dass (5.116d) aufgrund von (5.116a-5.116c¢) identisch erfiillt
ist, wenn zwei der Eintrige W, X, Y, Z iibereinstimmen. Auf dem Raum der Tenso-
ren die (5.116a-5.116c¢) erfiillen gibt also (2) unabhingige Bedingungen (5.116d)
falls m > 4, und keine weitere Bedingung falls n < 4. Im ersten Fall ist mit (5.120)
und (}) = zm(n—1)(n—2)(n—3)

D— <Z) = tn2m?—1). (5.121)
Diese Formel bleibt fiir n = 2 und n = 3 giiltig, da dann der gerade gegebene
Ausdruck fiir (2) einfach Null ist. Also ist fiir n > 2 die richtige Formel fiir die
Anzahl der Dimensionen des Raumes von Tensoren, die allen Bedingungen (5.116)
geniigen. Insbesondere gilt fiir die Anzahl der unabhingigen Komponenten von
Riem.

1 falls n=2

) . 6 falls n=3
dim(Riem) = (5.122)
20 falls n=4

50 falls n=>5.

5.12 Exponentialabbildung und Riemann’sche Normal-
koordinaten

Wir wihlen einen Punkt p € M und betrachten die Menge der Geoditischen durch
p. Verlangt man, dass y(t = 0) = p so ist die Geoditische samt Parametrisierung
durch den Anfangspunkt p und die Anfangsgeschwindigkeit v := v(0) € T,(M)
eindeutig bestimmt; wir nennen sie v, ,) Nach dem Satz von Picard Lindelof exi-
stiert ein maximales Intervall T(p,v) CRmit0 € T(p,v)’ sodassy : Jpy) @ M
nicht fortsetzbare (maximale) Geodétische ist die durch p geht und dort die Ge-
schwindigkeit v besitzt.

Ist R > s > 0, so geht die Geoditische y' : s_]](py\,) — M, Y'(t) = v (st)
ebenfalls durch p und hat dort die Geschwindigkeit sv. Wegen der Eindeutigkeit
der Losung der Geoditengleichung (Picard Lindeldf) gilt also v/ = v, mit
Definitionsbereich s~ Ji

Pysv)
pyv)- Indem wir also s hinreichend klein wihlen konnen
wir stets erreichen, dass 1 € s~ J(p,v)- Mit anderen Worten, fiir jedes p existiert
eine Umgebung V,, C T,(M) des Nullvektors im Tangentialraum, so dass eine
Geoditische durch p mit y(0) = p und ¥(0) = v € V,, (wodurch der affine

Parameter eindeutig festgelegt ist) die 1 in ihrem Parameterintervall /]\(p)v) hat.
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Definition 151. Die Exponentialabbildung am Punkte p € M ist gegeben durch
expy, : LMDV, —=U,cM

(5.123a)
v = exp, (V) =Y (1)
Insbesondere gilt also fiir die Geoditische durch p:
Y (t) =exp,(vt), tel0,1]. (5.123b)

Wieder folgt nach dem Satz von Picard Lindeldf fiir hinreichend oft differenzier-
bare Zusammenhinge (vgl. Definition 118), inbesondere fiir glatte, dass exp,, dif-
ferenzierbar bzw. glatt ist. Nun ist T,(M) als Vektorraum selbst eine Mannigfal-
tigkeit, deren Tangentialraum an der Stelle v € T,(M) mit T,(M) identifiziert
werden kann. Das Differential der Exponentialabbildung an der Stelle 0 € T, (M)
berechnet man dann so. Sei c(t) eine Kurve in T,(M) mit c(t = 0) = 0 und
ct=0)=veT (Tp(M)) = T,(M), dann ist mit den Bezeichnungen von
Abschnitt 4.4

(expp)xo(v) exp,, (c(t)) . (5.124)

. d

N ELZO
Um dies zu berechnen, kann man irgendeine differenzierbare Kurve c(t) mit
¢(0) = v wihlen, z.B. c(t) = vt. Dann folgt nach (5.123b) wegen y(;,)(0) = v
sofort (expp)*o (v) =v. Dadies fiir alle v € T, (M) gilt, folgt:

(expp)s0(V) = idr, (m) - (5.125)

Nach dem Satz iiber inverse Funktionen folgt dann die Existenz von offenen Um-
gebungen W, C V;, von 0 € T,(M) und Uy, von p in M, so dass exp,, [u, : Wp —
U, ein Diffeomorphismus (vgl. Definition 96) ist.

Fiihrt man in T, (M) eine Basis {e7, - - - , en} ein, so definiert diese eine Abbildung
b : T,(M) — R", die jedem Vektor v € T,(M) seine Komponenten beziiglich
dieser Basis zuweist. Die Abbildung ¢ := b oexp, ! von U, nach R™ nehmen wir
dann als Karte um p.

Definition 152. Karten der Form
¢ :=boexp,’ (5.126a)
heillen Riemann’sche Karten, die zugehorigen Komponentenfunktionen
x® :=b% o exp),’ (5.126b)

Riemann’sche Koordinaten. Hier ist b® die a-te Komponentenfunktion von b.
Wihlt man die Basis {e,---,eq} von T,(M) so, dass gqp(p) = £0qp, dann
spricht man von Riemann’schen Normalkarten und Riemann’schen Normalkoor-
dinaten.

Domenico Giulini: Skript zur Differentialgeometrie 128/160
qig.itp.uni-hannover.de/ giulini/



In Riemann’schen Koordinaten hat die Geodétische 7y, ,) demnach die Gestalt

VO =X 0 V) = bR 0 expy o (1) TE T BOVE) =L, (5.127)

ist also ein Geradenstiick (im Kartengebiet b(W,,) € R™). Somit ist die Geoditen-
gleichung (5.27) in diesen Koordinaten gegeben durch

(VA =0, (5.128)

wobei v := (v',---,v") = b(v). Diese Gleichung gilt fiir alle v € R™ und alle
t € R, so dass Vt € W,,. Insbesondere gilt sie fiir hinreichend kleine t fiir alle v
aus einer offenen Umgebung des Nullvektors in R™. Daraus folgt fiir t = 0, dass

F(Cab)(O) =0. (5.129)
Durch n-malige Differentation nach t bei t = 0 folgen ebenfalls die Bedingungen

Mab,dy-an) (0) =0. (5.130)

Dabei bezeichnen die runden Klammern wie immer die vollstindige Symmetrisie-
rung in den eingeklammerten Indizes und das Komma gefolgt von n indizes die
n-fache partielle Ableitung nach den entsprechenden Koordinaten.

Aus (5.32¢) folgt

Proposition 153. Am Ursprung eines Riemannschen Koordinatensystems sind die
Zusammenhangskomponenten gleich den Komponenten der Torsion,

ab(0) = Tgp - (5.131)

Fiir einen torsionsfreien Zusammenhang verschwinden diese also.

Verschwindet die Torsion an einem Punkte p € M nicht, so ist klar, dass die Zu-
sammenhangskoeffizienten in keiner Karte verschwinden; denn der antisymmetri-
sche Anteil, also die Torsion am Punkte p, ist ja der nicht-verschwindenden Wert
eines Tensorfeldes dessen Komponenten in keiner Karte verschwinden kdnnen.

Im Folgenden schrinken wir uns auf den Levi-Citiva Zusammenhang ein. Fiir die-
sen gilt natiirlich in Riemann’schen Normalkoordinaten I'{, (0) = 0, was wegen
(5.57) gleichbedeutend ist mit dem Verschwinden aller ersten partiellen Ableitun-
gen des metrischen Tensors: 0.gqp(0) = 0. Die Komponenten des Riemann’schen
Kriimmungstensor sind durch (5.35d) gegeben. Am Ursprung des Riemann’schen

Domenico Giulini: Skript zur Differentialgeometrie 129/160
qig.itp.uni-hannover.de/ giulini/



Normalkoordinatensystems verschwinden alle nicht abgeleiteten I's und alle parti-
ellen Ableitungen von gqp, und g*° (letzteres wegen 9.9%° = —g“*g°™0d.gnm),
so dass man nach kurzer Rechnung folgenden Ausdruck erhilt:

Rabed (0) = =3 (Gac,bd + Gbd,ac — Gad,be — Gbe,ad) » (5.132)

wobei wir hier und im Folgenden gqp cq := agdgab (0) setzen und héufig benutzen
werden, dass Symmetrie sowohl unter Vertauschen von a mit b als auch von ¢ mit
d herrscht.

Wir zeigen nun, dass unter Analytizititsvoraussetzungen diese Beziehung inver-
tiert werden kann, man also die zweiten Ableitungen des metrischen Tensors am
Ursprung des Riemann’schen Normalkoordinatensystems durch die dortigen Kom-
ponenten des Riemann’schen Tensors ausdriicken kann. Genauer gilt:

Lemma 154. Seien die Koeffizienten gq, des metrischen Tensors beziiglich Rie-
mann’scher Normalkoordinaten analytisch am Ursprung, dann gilt

Jab,ed = _%(Racbd(o) + Radbc(o)) (5.133)

Beweis. Nach Voraussetzung kdnnen wir g.q in einer Umgebung des Ursprungs
Taylor entwickeln. Da die ersten Ableitungen am Ursprung verschwinden folgt

gab(V) = gav(0) + 3 gap,cavv® + O(3). (5.134)

Daraus folgt also etwa 0.gq, = 9ab,cdvd. Tragt man dies Entwicklung in (5.128)
ein, wobei die Koeffizienten I';, durch die g4, und deren Ableitungen wie in (5.56)
auszudriicken sind, so folgt

(—9abycd + Geapa + Goc,aa) VEVIVE = 0. (5.135)

Da dies fiir alle V einer offenen Umgebung des Nullvektors gilt, muss der in (abd)
vollstandig symmetrische Anteil der Klammer verschwinden, was wegen der be-
reits vorhandenen Symmetrie in (ab) gleichbedeutend mit dem Verschwinden der
in (abd) zyklischen Summe ist. Das ergibt

2(9ca,bd + gcb,da T+ ch,ab) - (gbd,ca + Jda,ch + Qab,cd) =0. (5.136a)

Die Terme mit negativen Vorzeichen entstehen aus den mit positiven Vorzeichen
durch eintragsweises Vertauschen der Indexpaare vor und nach dem Komma. We-
gen der Symmetrien gab,cd = Jba,cd = Jab,dc besagt (5.136a), dass die zweifache
zyklische Summe iiber drei Indizes bei festgehaltenem Index aus dem ersten Paar
gleich ist der zyklischen Summe bei festgehaltenem Index aus dem zweiten Paar.
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Wir zeigen nun,dass dies das Verschwinden jeder der beiden moglichen zyklischen
Summen impliziert. Dazu schreiben wir (5.136a) noch zweimal an, das erste Mal
mit den Indizes ¢ und a vertauscht, das zweite Mal mit den Indizes ¢ und b ver-
tauscht:

2(9ac,pd + 9ab,dc + ad,eb) — (9vd,ac + Gde,ab + Gebad) = 0, (5.136b)
2(gbacd + ve,da + Gvd,ac) — (9ed,ba + dape + Gacpa) = 0. (5.136¢)

Addition aller drei Gleichungen liefert

Jab,cd T 9be,ad + Gea,pd = 0. (5.137a)

also das Verschwinden der zyklischen Summe bei festgehaltenem Index aus dem
zweiten Paar. Einsetzen in (5.136a) liefert dann das Verschwinden der zyklischen
Summe bei festgehaltenem Index aus dem ersten Paar:

Jab,ed T Jac,da + Jadbe = 0. (5.137b)

Subtraktion der beiden Gleichungen (5.137) voneinander ergibt schlieBlich

Jab,cd = Jed,ab - (5.138)

Benutzt man diese Symmetrie in (5.132) so folgt

Rabcd(o) = _(gac,bd - gad,bc) ) (5.139)
und damit schlieBlich

Racbd(o) + Radbc(o) = _(gab,cd - gad,cb) - (gab,dc - gac,db)
= —2gab,cd T (Jad,co + Jac,db) (5.140)
= _39ab,cd>

wobei wir im letzten Schritt (5.137b) verwendet haben um den Term in Klammern
ZU —(Jqb,cd umzuformen. ]

Als unmittelbare Folge von (5.134) und (5.133) haben wir

Proposition 155. Seien die Koeffizienten gq, des metrischen Tensors beziiglich

Riemann’scher Normalkoordinaten V. = (v1,--- ,vn) analytisch am Ursprung,
dann gilt

gab(V) = gab(0) — 3Racba(0) Vv + O(3). (5.141)
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Mit Hilfe der Riemann’schen Koordinaten erhilt der Kriimmungstensor des Levi-
Civita Zusammenhangs an einem Punkt die anschauliche Bedeutung der Abwei-
chung der metrischen Koeffizienten in fithrender (quadratischer) Ordnung.

Bemerkung 156. Die Metrik in Riemann’schen Koordinaten kann auch in folgen-
der (urspriinglich von Riemann angegebener) Form geschrieben werden:

9 =gap(0) dv ® dv°® + %gab,chCVd dv® @ dv®
=gan (0) dv* @ dv® + Lgan calv® dve —v° dv®) @ (v dv? — v dv?)
(5.142)

Das ist eine direkte Folge der Symmetrien von gqp cq; denn einerseits gilt fiir be-
liebige X%, Y® wegen (5.137a) und der Symmetrie im 2. Indexpaar

g(X) X) Y) Y) ‘=Jab,cd XaXbYCYd
=—g(X, Y, X, Y) —g(X, ¥, ¥, X) (5.143)
:—Zg(X,Y,X,Y) .

Auf den anderen Seite ist

Jab,cd (XY© — XCYG)(XbYd — XdYb)
=g(X, X, YY) —g(X, Y, V, X) — g(V, X, X, Y) + g(V, Y, X, X) (5.144)
=39(X, X, YY),

wobei wir sowohl (5.143) benutzt haben als auch (5.138) und die Symmetrie im
ersten und zweiten Indexpaar. Somit gilt allgemein

ab,ed XOXPYY = Lgap ca (XOYE — XY (XPYE — X4YP). (5.145)

5.13 Die Schnittkriimmung

In Abschnitt5.11 haben wir gesehen, dass der Kriimmungstensor des Levi-Civita
Zusammenhangs eine symmetrische Bilinearform auf dem Raum der 2-Formen
definiert. Natiirlich ist diese — wie jede symmetrische Bilinearform — durch ihre
zugehorige quadratische Form eindeutig charakterisiert. Tatsdchlich gilt aber ein
weit stirkeres Resultat, nimlich dass die Bilinearform durch die Einschrinkung
der zugehorigen quadratischen Form auf reine /\-Produkte bestimmt ist. Dies ist
eine Folge der Bianchi-Identitit (5.116d). Es gilt allgemein
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Lemma 157. Sei V endlichdimensionaler Vektorraum iiber K und T € V x V x
V x V — K Multiminearform T € Tf(V) mit den Symmetrien (5.116). Dann ist T
durch die Komponenten

TX, Y, X,Y) furalleX,Y eV (5.146)
eindeutig festgelegt.
Beweis. Wir miissen zeigen: Existieren zwei Tensoren Ty, T, € Tff(V), so dass
TI(X Y, X, Y) =T (X, Y, X, Y) fir alle X, Y € V, dann T; = T,. Dies ist dquivalent

des Aussage: Ist T(X,Y,X,Y) = O fiir alle X,Y € V, dann T = 0 (man setze
T =T; —T,). Sei also nun T so, dass T(X,Y,X,Y) = 0 fiir alle X, Y € V. Dann ist

0=T(X,Y+Z,X,Y +Z)
=T(X,Y,X,Y)+T(X,Z,X,Z) + T(X, ¥, X, Z) + T(X, Z, X, Y)
=T(X,Y,X,Z) + T(X, Z, X, Y) (5.147)
=T(X,Y,X,Z) = T(X,Y,Z,X) — T(X,X,Y, Z)

= 2T(X? Y) X) Z) )

wobei wir (5.116d) im vorletzten und (5.116a,5.116b) im letzten Schritt verwen-
det haben. Das Verschwinden von T(X,Y, X, Z) fiir alle X,Y,Z € V ist dquiva-
lent der Aussage, dass T antisymmetrisch beziiglich Austauschs des 1. und 3. Ein-
trags ist. Mit (5.116a,5.116b) folgt daraus die vollstindige Antisymmetrie von T.
Dann folgt aber aus (5.116d) TW,X,Y,Z) + TIW,Y,Z,X) + TW, Z,X,Y) =
3ITW, X,Y,Z) =0 fiiralle W, X, Y, Z € V,also T = 0. O

Somit ist Riemy, durch alle Riemy, (Xp, Yp, Xp, Yp) mit X,, Yy, € T, (M) bestimmt.
In T, (M) ist die nicht-entartete symmetrische Bilinearform g, definiert. Wir neh-
men an, dass ihre Einschrinkung auf die Ebene Span{Xy, Y,} C T,(M) ebenfalls
nicht entartet ist. In der Sprechweise der Relativitétstheorie heiflt dies, dass die
Ebene Span{Xy, Y} nicht , lichtartig” ist, also keinen Vektor Z, mit g,(Z,, Zp) =
0 enthilt. Dies ist dquivalent der Bedingung

det(M) == gp (Xp, Xp) 9p (Yp, Yp) — [9(Xp, V)] £ 0. (5.148)

Dabei hat die 2 x 2 - Matrix M die Komponenten M7 = g, (Xp, Xp), M2 =
gp(Yp, Yp) und Mz = My = gp(Xp, Yp). Sind X[, Yy € T, (M) zwei andere
Vektoren mit der gleichen linearen Hiille, d.h. Span{X,, Y} = Span{X{j, Y};}, dann
gibt es reelle Zahlen a, b, c, d, so dass

X, = aX, +bYy,

Y! = X, + dY, (5.145)
P P P
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mit

det(A) #£0,  wobei A = <‘Cl z) . (5.150)

Bildet man die Matrix M’ mit Komponenten Mj; = gp(X, X)), M3, =

gp(Y), Yp) und Mj;, = M3, = gp(X/,Y)), dann gilt natiirlich M" = A - M - AT
und desshalb

det(M’) = (det(A))* det(M) . (5.151)

Dies zeigt insbesondere, dass die Bedingung (5.148) in jeder Basis gilt, also eine
Eigenschaft der durch X, und Y}, aufgespannten Ebene ist. Solche Ebenen nennen
wir (bezliglich der Metrik gp,) nicht entartet.

Nun gilt andererseits fiir die Komponenten des Riemanntensors

aXp + bYp, cX, 4 dYp, aX, + bYy, cX, + dYy)
Xp, Ypy Xp, Yp) (ad)?

(5.152)

Der Vergleich mit (5.151) zeigt nun, dass der Quotient von Riem(X,Y,X,Y) mit
det(M) nicht von der Wahl der Basis in Span{X,, Y}, } abhingt.

Definition 158. Sei (M, g) eine metrische Mannigfaltigkeit. Dann ist die Schnitt-
kriimmung X definiert als die reellwertige Funktion, die jedem Punkt p € M und
jeder nicht entarteten Ebene (2-dimensionaler Unterraum) E C T,(M) den Wert

zuordnet Ri Ve XY
£(p,E) = tetmp (X, Yoy Xp, Vo) (5.153)

29
9p (Xp, Xp)gp(Yp, Yp) — (Qp(XmYp))
Dabei ist {X,, Y} irgend eine Basis von E.

Proposition 159. Sei (M, g) metrische Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita Zusam-
menhang. Dann bestimmt die Schnittkriimmung den Riemanntensor eindeutig.

Beweis. Aus Proposition 157 Wir wissen, dass Riem;, durch alle Komponenten
Riemy, (X;, Yp, Xp, Yp) festgelegt ist. Nach (5.153) ist Riemy, (X, Yp, Xpp, Y3 ) durch
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die Schnittkriimmung bestimmt wenn die Funktion F : T,(M) x T,(M) —
R, F(Xp,Yp) == gp(Xp, Xp)g(Yp, Yp) — (g(X]D,Yp))2 nicht verschwindet. Das
Komplement der Nullstellenmenge der Funktion F ist aber offen und dicht in
T,(M) x T,(M), so dass dadurch die sicher stetige Funktion (Xp,Y,)
Riemp (X;, Yp, Xp, Yp) auf ganz T, (M) x T,(M) eindeutig bestimmt ist. O

Definition 160. Eine metrische Mannigfaltigkeit (M, g) heisst von konstanter
Kriimmung am Punkte p € M wenn Z(p, E) von E C T,(M) unabhingig ist

Der Riemanntensor einer metrischen Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung hat
eine sehr einfache Gestalt in Form eines bilinearen Produktes der Metrik. Um die-
ses in kompakter Form zu schreiben, definieren wir ein bilineares Produkt von
symmetrischen Tensoren 2. Stufe, dessen Wert ein Tensor 4. Stufe mit den Sym-
metrien des Kriimmungstensors ist.

Definition 161. Sei V endlichdimensionaler Vektorraum {iber K und h und k in
V*\V V* (symmetrische kovariante Tensoren 2. Stufe; vgl. (7.5a)). Das Kulkarni-
Nomizu Produkt ist eine bilineare Abbildung ® : (V*V V*) x (V* V V*) —
Riem(V), wobei Riem(V) C Tf(V) die kovarianten Tensoren 4. Stufe mit den
Symmetrien (5.116) des Riemanntensors bezeichnet. Dieses ist definiert durch:

(RO k)W, X, Y, Z) :=h(W, Y) k(X, Z) + h(X, Z) (W, Y)

_h(\/\/) Z) k(X) Y) _ h(X, Y) k(\/V, Z) . (5.154a)

Oder in Indezschreibweise:

(h ® k)abea = hac kba + hva Kac — had kbe — Npe Kaa - (5.154b)

Es ist sofort einsichtig, dass h ® k den Symmetrien (5.116a-5.116¢) geniigt und
eine kleine Rechnung zeigt, dass auch die Bianchi-Identitét (5.116d) erfiillt ist.

Wir benutzen das ®-Produkt nun fiir V = T,(M) an jedem Punkt p € M. Fiir die
Metrik ist z.B.

2
gp O Gp(Xp, Yp, Xp, Yp) = 2| gp(Xp, Xp) gp (Yp, Yp) — (gp(xp»Yp)) } y (5.155)

was gerade zweimal dem Nenner von (5.153) entspricht.

Fiir die Bedingung der konstanten Kriimmung ergibt sich nach (5.153) also so-
fort die notwendige und hinreichende Bedingung, dass Riem, proportional zu
gp O gp sein muss. Dabei kann die Proportionalititskonstante durchaus noch von
p abhingen. Es gibt im Falle konstanter Kriimmung also eine (glatte) Funktion
k: M — R, so dass

Riem = Jkg® g. (5.156)
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5.14 Affine und projektive Strukturen

Wir betrachten Kurven YR D I — M im Sinne von Definition 5.2, die aber hier
als mindestens zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt werden. Wichtig bleibt
jedoch festzuhalten, dass mit ,,Kurve* stets ein ausgezeichneter Parameter als ge-
geben zu denken ist (eben die Abbildung selbst), wihrend das Bild der Kurve,
Bild(y) C M, die Kurve nur bis auf Reparametrisierung festlegt.

Wir fragen uns nun, unter welchen Bedingungen zwei kovariante Ableitungen V
und V die gleichen Geoditischen bzw. die gleichen Autoparallelen besitzen. Dies-
beziiglich verabreden wir folgende

Definition 162. Sei (M, V) eine Mannigfaltigkeit mit kovarianter Ableitung. Die
Menge der Geodiitischen definiert die affine Struktur von (M, V). Ihre Aquivalenz-
klassen beziiglich Reparametrisierungsidquivalenz nennt man die projektive Struk-
tur von (M, V).

Wir erinnern an die Definition (5.15) der Differenz zweier kovarianter Ableitungen
und zerlegen diese in ihren symmetrischen und ihren antisymmetrischen Anteil:

S(X,Y) = 5(D(X,Y) + D(Y, X)), (5.157a)
A(X,Y) := }(D(X,Y) = D(Y,X)). (5.157b)

Mit Hilfe der Definition (5.31b) der Torsion ist klar, dass der antisymmetrische
Anteil gerade der halben Differenz der zu V und V gehdrigen Torsionstensoren
entspricht:

A=3T-T). (5.158)

Fiir den symmetrischen Anteil gilt nun folgende:

Proposition 163. Die symmetrisierte Differenz S zweier Zusammenhdnge NV und
V verschwindet genau dann, wenn die Zusammenhdnge die gleiche affine Struktur
definieren, also ihre Geodditischen iibereinstimmen.

Beweis. Wir zeigen zuerst: sind die affinen Strukturen von V und V gleich, so
verschwindet S. Betrachte dazu p € M und X, € T,(M). Wiihle eine beziiglich
beider Zusammenhinge geoditische Kurve y : (—e,e) — M, so dass p = y(0)
und y(0) = Xp. Dann ist D(Xp, X,) = (Wﬂ/ — Vﬂ’/) ’t:() =0—0=0.Dapund
Xp € T,(M) frei wihlbar waren, gilt also D(X,, Xp) = 0 und damit S(X,, Xp) =
O fiir alle X, in T,(M) und alle p € M. Wegen der Symmetrie von S folgt S = 0.
Umgekehrt schlieit man aus S = 0 sofort auf die Gleichheit der affinen Strukturen
von V und V. Ist namlich die Kurve y Geoditische fiir V, so ist sie wegen ﬁy)’/ =
V¥ + S(¥,¥) = 0 auch Geoditische fiir V. O
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Damit konnen die affinen Strukturen einer Mannigfaltigkeit relativ zu einem fest
gewihlten Referenzzusammenhang V durch das Tensorfeld S treu charakterisiert
werden. Die Frage ist nun, was die analoge Charakterisierung projektiver Struktu-
ren ist. Das Regelt der folgende

Satz 164 (H. Weyl). Zwei Zusammenhiinge definieren genau dann die gleiche pro-
Jjektive Struktur, wenn es ein Kovektorfeld © € ST*(M) gibt, so dass

S=0R0+0®5. (5.159)

Hier ist 6 € STﬂ(M) = End(T(M)) das ‘Identitéts-Tensorfeld’, das in jedem
T,(M) die Identititsabbildung T,(M) — T,(M) definiert. Seine Komponenten
beziiglich dualer Basisfelder sind durch das ‘Kronecker-Delta’ 6p (= 1 fiir a = b,
sonst Null) gegeben.

Den Beweis des Satzes fiihren wir mit Hilfe zweier Lemmata:

Lemma 165. Die kovarianten Ableitungen NV und N sind genau dann projektiv
dquivalent, wenn es eine Funktion A : T(M) — R gibt, so dass D (X, X) = A(X) X.

Beweis. Sei X, € T,(M) und vy eine Geoditische beziiglich V mit y(t = 0) = p
und y(t = 0) = X,,. Nach Voraussetzung existiert eine Reparametrisierung f, so
dass v’ := y o f~! Geoditische beziiglich V ist. Also konnen wir mit Hilfe von
(5.30) schreiben

D(Xp>Xp) = (vwﬂ’ - VYY)’t:O

= ﬁyf(Y/ of) ‘t:O (5.160)
_ 1)
— o)™

Durch die Forderungen y(t = 0) = p und y(t = 0) = X,, ist die Parametrisierung
der V-Geoditischen y eindeutig festgelegt. Die Parametrisierung der V-Geod:iti-
scheny’ liegt bis auf affine Transformationen t — «(t) := at+Db fest. Dies bedeu-
tet, dass die Reparametrisierungsfunktion f bis auf Redefinitionen f — f’ := o f
festgelegt ist, so dass f/(0)/f'(0) = (0)/f(0), wegen & = 0. Die reelle Zahl
£(0)/(0) ist also nach Vorgabe von p € M und Xp € T,(M) durch obige Kon-
struktion eindeutig bestimmt. Es gibt also eine Funktion A : T(M) — R, so dass
A(Xp) = £(0)/1(0).

Existiere nun umgekehrt eine Funktion A : T(M) — R, so dass D (X, X) = A(X) X
und sei y wieder eine Geoditische beziiglich V. Dann ist

V¥ =D, V) = AF) v (5.161)
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Eine Reparametrisierung y — <y’ := vy o f~! mit f von der Form (5.28), wobei
k = A(¥), macht dann v’ zu einer Geoditischen beziiglich V. O

Die Funktion A : T(M) — R, die also jedem Tangentialvektor an M eine reelle
Zahl zuordnet, kann nun weiter charakterisiert werden. Dies geschieht durch

Lemma 166. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Es existiert eine Funktion A : T(M) — R, so dass fiir jeden Punkt p € M
und jeden Vektor X, € Ty(m) gilt: D(X;, Xp) = A(Xp) X,

2. Es existiert ein Kovektorfeld 6 € ST*(M), so dass S(X,Y) = 6(X)Y +
o(Y) X.

Beweis. Wir argumentieren punktweise. Sei V ein Vektorraum, D : V xV — V
eine bilineare Abbildung und S ihre Symmetrisierung. Es ist klar, dass 1.) aus 2.)
folgt, einfach mit A = 26. Gilt nun umgekehrt 1.), so miissen wir um 2.) als wahr
zu erweisen die Linearitit von A zeigen, denn dann gilt fiir alle v,w € V:

S(v,v) + S(w,w) +2S(v,w) = D(v+w,v+w) =Alv+w) (v+w)
= (AWV) + AW (v +W) = S(v,v) + S(W, w) +Av) w + A(w) v

(5.162)
und somit S(v,w) = 0(v) w + 6(w) v mit der Linearform 6 = A/2.

Die Linearitit selbst ergibt sich so: Zunichst gilt wegen D (aX, aX) = a?D(X, X)
sicher A(aX) = aA(X),Va € R, also die Linearitit beziiglich der skalaren Mul-
tiplikation. Zum Beweis der Linearitit beziiglich der Addition betrachten wir die
Identititen D(v + w,v = w) = D(v,v) + D(w, w) £ 25(v, w), so dass

Av+w)(v+w) =ANV) v+ AwW)w + 25(v,w),

(5.163)
Av—w)(v—w) =AWV)v+A(w)w —2S(v,w).
Addition ergibt
0 =vAv+w)+Alv—w)—2A(v
(A( )+ Al ) (v)) (5.164)
+w AWV +w) —=A(v—w) —2A(w)),
was fiir alle v,w € V gilt. Fiir linear unabhéngige v, w, impliziert dies
0 =Av+w)+Alv—w)—2A
(v+w)+Alv—w) (v), (5.165)
0 =Av+w) —Alv—w) —2A(w),
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woraus durch Addition schlieBlich die additive Linearitit fiir linear unabhéngige
Vektoren folgt. Fiir linear Abhéngige folgt sie aber aus der Linearitit der skalaren
Multiplikation.

Punktweise existiert also eine 1-Form 0,, € T3(M), so dass 0;, = %?\(Xp) VX, €
T,(M). Sind die zu V und V gehorigen Zusammenhinge C¥, so ist das durch
die Zuordnung p — 0, definierte Kovektorfeld 0 ebenfalls C¥, denn es ist dann
S € ST}(M) von der Klasse C* und es gilt Gleichung (5.159), aus der

Spur(S) =(n+1)0 (5.166)

folgt. Die Spur ist eine Abbildung Spur : Tzl(M) — T*(M), gegeben durch
Spur(S)(v) := > =, 0%S(eq,V)), wobei {€q}q—1..n und {6%}q—1..n zueinander
duale Basenpaare im Tangential- bzw. Kotangentialraum sind. Insbesondere ist die
Spurfunktion linear und damit auch C®, so dass 0 auch von der Klasse C¥ist. [

Damit ist der Weyl’sche Satz bewiesen. Aus ihm und den vorstehenden Betrach-
tungen folgt das

Korollar 167. Zwei Zusammenhdnge haben genau dann gleiche Torsion und pro-
Jektive Struktur, wenn es ein Tensorfeld © € ST*(M) gibt, so dass

D=0®0+0®50. (5.167)

Wir wollen nun auch Zusammenhinge verschiedener Torsion zulassen. Seien al-
so V und V beziiglich g metrische Zusammenhiinge mit kovarianten Torsionen
© bzw. ©; sei ferner A := © — ©. Dann folgt aus (5.52) und Beachtung von
(5.33b)sofort der folgende Ausdruck fiir die Differenz der Zusammenhiinge:

2g(D(X,Y),Z) = —A(X,Y,Z) — A(Y, X, Z) + A(Z, X, Y), (5.168)

also
9(S(X,Y),Z) = —[AX,Y,Z) + A(Y,X, Z)], (5.169)
g(A(X,Y),Z) = JA(Z,X)Y). (5.170)

Die zweite Gleichung ist natiirlich gerade (5.158). Wir kénnen nun folgendes Re-
sultat beweisen:

Proposition 168. Seien V und ¥V beziiglich g metrische Zusammenhinge mit ko-
varianten Torsionen © bzw. ©. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Die durch N und N definierten projektiven Strukturen stimmen iiberein.
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2. Die durch NV und ¥ definierten affinen Strukturen stimmen iiberein.

3. A:= 0O — 0O ist vollstindig antisymmetrisch.

Beweis. Die projektiven Strukturen stimmen genau dann iiberein, wenn S von der
Form (5.159) ist. Eingesetzt in (5.169) heif3t das:

0(X) g(Y,2) +6(Y) g(X, Z) =~} [AX, Y, Z) + A(Y,X,Z)] . (5.17D)

Permutiert man in dieser Gleichung X, Y, Z zyklisch und summiert die drei ent-
stehenden Gleichungen so heben sich wegen A(X,Y,Z) = —A(X, Z,Y) die sechs
Terme der rechten Seite paarweise weg. Auf der rechten Seite sind die Terme we-
gen der Symmetrie von g paarweise gleich und es folgt

0(X) g(Y,Z2) +0(Y) 9(Z,X) +0(Z) g(X,Y) = 0. (5.172)

Wihlt man X = Y = Z mit g(X,X) # 0 so folgt 6(X) = 0. 0 verschwin-
det daher auf allen X mit g(X,X) # 0, deren lineare Hiille jedoch der ganze
Tangentialraum ist. Also ist (5.172) dquivalent zu & = 0. Damit impliziert unter
den gegebenen Bedingungen die Gleichheit der projektiven Strukturen die Gleich-
heit der affinen. Das Umgekehrte ist trivialerweise immer richtig. Es bleibt zu
zeigen, dass die Gleichheit der affinen Strukturen dquivalent ist zur vollstdndi-
gen Antisymmetrie von A. Nun ist nach (5.169) das Verschwinden von S dqui-
valent zur Antisymmetrie von A im ersten und zweiten Argument. Da aber A
wegen der Antisymmetrie der Torsionen in den beiden letzten Eintrigen bereits
antisymmetrisch ist, ist ersteres genau dann der Fall, wenn A total antisymme-
trisch ist; denn Antisymmetrie beziliglich Austausch des ersten und zweiten Ar-
guments, sowie beziiglich Austausch des zweiten und dritten Argument, impli-
zieren die Antisymmetrie beziiglich Austausch des ersten und dritten Arguments:
AX,Y,Z) = —A(Y,X,Z) = A(Y,Z,X) = —A(Z,Y, X). Damit sind alle Aquiva-
lenzen bewiesen. 0

5.15 Konforme Strukturen; Vergleich mit projektiven
Strukturen

Wir betrachten nun sogenannte konforme Transformationen der Metrik. Diese ha-
ben die Form
g §i=eg, (5.173)

wobei ¢ : M — R mindestens C2 ist. Aus (5.52) folgt nun sofort
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Proposition 169. Sei V der metrische Zusammenhang zu g mit Torsion T und V
der metrische Zusammenhang zu § = e*® g mit Torsion T = T. Dann ist

D=06®dd+dp®d—g®gradygd, (5.174)

wobei gradq® das beziiglich g gebildete Gradientenfeld von ¢ ist. (Es ist charak-
terisiert durch g(X, gradg¢) = ddp(X),VvX.)

Definition 170. Zwei Zusammenhinge auf einer metrischen Mannigfaltigkeit
(M, g) heiBlen konform dquivalent, wenn ihre symmetrisierte Differenz S die Form
(5.174) hat. Konforme Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller
Zusammenhinge. Ihre Aquivalenzklassen heiRen konforme Strukturen.

Man beachte, dass wir konforme Aquivalenz ganz allgemein auf allen Zu-
sammenhingen definiert haben, also nicht nur den metrischen, obwohl (5.174)
zundchst nur fiir metrische Zusammenhénge abgeleitet wurde.

Mit projektiver und konformer Aquivalenz haben wir zwei Aquivalenzrelationen
auf dem (affinen) Raum aller Zusammenhiinge kennengelernt, deren Aquivalenz-
klassen sich direkt vergleichen lassen. Dies leistet der folgende

Satz 171 (H. Weyl). Sei V ein Zusammenhang auf der metrischen Mannigfaltigkeit
(M, g) und [V, bzw. [Vl seine projektiven und konformen Aquivalenzklassen.
Dann ist

VI, N[VIk={VID=V-V=A} (5.175)

d.h. D hat keinen symmetrischen Anteil. Die Angabe beider Klassen legt den sym-
metrischen Anteil des Zusammenhang also eindeutig fest. Ist V ein beziiglich g
metrischer und torsionsfreier Zusammenhang, so ist die Metrik g durch die Anga-
be der projektiven und konformen Struktur ihres Levi-Civita-Zusammenhangs bis
auf einen konstanten konformen Faktor festgelegt.

Beweis. Ist V sowohl in der projektiven als auch in der konformen Aquivalenz-
klasse von V so ist D = V — V sowohl von der Form (5.167) als auch von der
Form (5.174). Also gilt

d®(dp—0)+ (dp —0)® 6 =g® gradgd (5.176)
Auswertung auf X, X ergibt
2(dd(X) = 0(X)) X =g(X,X) gradgd. (5.177)

Also muss gradg¢ proportional zu X sein, und das fiir alle X fiir die g(X, X) # 0.
Dies impliziert gradgp = 0 bzw. d¢ = 0, also ¢ = konst. Eingetragen in
(5.177) folgt, dass 0(X) = O fiir alle X mit g(X, X) # 0, was dquivalent ist zu
6=0. O
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Kapitel 6

Weiterfithrende Themen

6.1 Orthogonale Zerlegung des Kriimmungstensors

Seien V und R(V) wie zuvor und g : V x V — R eine symmetrische, nicht-
ausgeartete Bilinearform. Der Vektorraum der symmetrischen Bilinearformen auf
V sei mit S(V) bezeichnet. Durch g € S(V) sind die folgenden drei linearen
Abbildungen definiert:'
r:R(V) = S(V), 71(R)pa:=9g“Rapca (Ricci-Abbildung), (6.1a)
s:S(V) = R, s(h) :=g®hg,  (Spur-Abbildung), (6.1b)
sowie ihre Komposition
sor=:0:R(V) =R, 0(R):=g%g° Rapca (Skalare-Abbildung). (6.1c)
Umgekehrt kann man eine Abbildung \/ wie folgt definieren:
S(V) xS(V) = R(V), (h,k) = hVk 62)
(h V k)abcd = %(hackbd + hbdkac - hadkbc - hbckad) . .

Nun ist durch g auch in S(V) und R(V) jeweils ein Skalarprodukt definiert, was
wir in beiden Fillen mit (-, -) bezeichnen:

(h,k) := hapkea 9*°g™ =t hapk®?, (6.3a)
(Q,R) := QaqbeaRergh 9%°g°7g99" = QqvcaR*. (6.3b)

!Obwohl hier und im Folgenden alle Abbildung der Einfachheit halber unter Zuhilfenahme der
Komponenten beziiglich einer Basis von V definiert werden, sind sie damit basisunabhingig festge-
legt, wie man leicht nachweist.
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Die beziiglich dieser inneren Produkte adjungierte Abbildung von 1 ist gegeben
durch
" :S(V) = R(V), h—hVg, (6.4a)

denn man rechnet leicht nach, dass

(r(R),h) = (R,r*(h)) = (R,hV g). (6.4b)
Ebenso ergibt sich die adjungierte Abbildung zu o, wenn man bedenkt, dass das
Skalarprodukt in R einfach die Multiplikation ist. Es ist

o :R—=R(V), ax— agVg, (6.52)
denn man rechnet wieder leicht nach, dass

o(R) o =: (R, 0" (at)) = (R,xg V g) . (6.5b)

Die Zerlegung von R (V) durch r

Lemma 172.
R(V) = Kern(r) @ Bild(r*), (6.6)

wobei @ die direkt Summe beziiglich des Skalarproduktes (6.3b) orthogonaler Un-
terrdume bezeichnet. (Man beachte, dass an das Skalarprodukt neben der Nicht-
Ausgeartetheit keine Definitheitsforderung gestellt wurde.)

Beweis. Aus (6.4) und (6.2) ergibt sich sofort
ror*(h) = 1 (gs(h) + (n—2)h) (6.7)

Also ist ist h € Kern(r o r*) genau dann wenn h = s(h)g/(2 — n), woraus nach
weiterer Spurbildung s(h) = s(h)n/(2—n), also s(h) = 0 folgt (wir setzen n > 2
voraus). Einsetzen in die Ausgangsgleichung ergibt h = 0 und somit Kern(ror*) =
{0}, was dquivalent ist zur Injektivitdt von r* und

Bild(r*) N Kern(r) = {0}. (6.8)

Nicht Ausgeartetheit des Skalarproduktes impliziert nun ganz allgemein (L be-
zeichnet das orthogonale Komplement beziiglich der Metrik (6.3b))

Bild(r*) = Kern(r)*. (6.9)

Gleichung (6.8) sichert nun, dass die orthogonalen Komplemente keinen nicht-
trivialen Schnitt besitzen, was bei nicht definiten Metriken ja keineswegs selbst-
verstindlich ist (,,lichtartige™ Vektoren). O
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Die Zerlegung von R (V) durch o

Lemma 173.
R(V) = Kern(o) & Bild(¢™), (6.10)

wobei @ dieselbe Bedeutung hat wie oben.

Beweis. Aus (6.5) und (6.2) ergibt sich sofort

oo U*(cx):%n(n—ﬂoc. (6.11)

Also ist Kern(o o 0*) = {0}, was dquivalent ist zur Injektivitit von o* und
Bild(o™*) N Kern(o) = {0}. (6.12)
Wieder gilt ganz allgemein
Bild(c*) = Kern(0)™*, (6.13)

so dass das Lemma bewiesen ist. O]

Die kombinierte Zerlegung von R (V) durch r und ¢

Klarerweise gilt Kern(r) C Kern(o) und entsprechend Bild(r*) D Bild(c*). In
(6.6) kann also Bild(r*) noch weiter zerlegen gemif

Bild(r*) = Bild(¢*) @ (Bild(r*) N Kern(0)) . (6.14)

Der Schnitt Bild(r*) N Kern( o) ist leicht bestimmbar: Es ist 0 o ™ = soro1*. Mit
Hilfe von (6.7) erhilt man sofort

oot (h) =J(n—1)s(h). (6.15)

Also ist
Bild(r*) N Kern(o) = v*(Kern(s)) . (6.16)

Die gesuchte Zerlegung ist nun gegeben durch den folgende Satz, den wir alles
zusammenfassend so formulieren:

Satz 174. Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und R(V) der ﬂ—znz(nz —

1)~dimensionale Vektorraum aller Multilinearformen V. x V x V x V — R mit
den Symmetrien (5.116). Sei ferner S(V) der %n(n + 1)-dimensionale Vektor-
raum der symmetrischen Bilinearformen auf V und g ein nicht-ausgeartetes (aber
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nicht notwendig definites) Element in S(V). Durch g sind die Ricci-Abbildung
r: R(V) — S(V), die Spur-Abbildung s : S(V) — R und die Skalar-Abbildung
T R(V) — R wie in (6.1) beschrieben definiert. g induziert symmetrische,
nicht-ausgeartete (aber i.A. nicht definite) Bilinearformen (Skalarprodukte) auf
R(V) und S(V), wie in (6.3) beschrieben. Beziiglich dieser und dem Standard-
Skalarprodukt in R (gewdhnliches Produkt) sind die adjungierten Abbildungen r*
und o* wie in (6.4) bzw. (6.5) definiert. Dann zerfiillt R(V) beziiglich des (nicht
notwendig definiten!) Skalarproduktes in eine direkte Summe orthogonaler Un-
terrdume wie folgt:

R(V) =Bild(c*) & r* (Kern(s))@Kern(r) . (6.17)

Deren Dimensionen sind

dim(Bild(¢*)) =1, (6.18a)
dim(r*(Kern(s))) = In(n+1)—1, (6.18b)
dim (Kern(r)) = ﬂ—znz(nz —1)— %n(n +1). (6.18¢)

Fiir R € R(V) erhdlt man entsprechend (6.17)

R=R;+R;+R3 (6.19)
mit
Ry = ﬁ o(R)gVg (Spuranteil Ricci)  (6.20a)
R, = 45 (r(R) — %g(R) g) Vg (spurfreier Ricci-Anteil)
(6.20b)
R; = R—R;—R; (Weyl-Tensor)

Beweis. Gleichung (6.17) ergibt sich sofort durch Kombination von (6.6), (6.14)
und (6.16). Die Dimensionsaussagen (6.18) sind klar. Dass Ry € Bild(o*) und
Ry e r* (Kern(s) sieht man sofort. Eine einfache Rechnung zeigt, dass auch R3 €
Kern(r). O
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Kapitel 7

Ergianzungen zur linearen und
multilinearen Algebra

7.1 Tensoralgebren

In Folgenden sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum tiber K (fiir uns ist nur
K = R wichtig) und TPV bezeichne sein p-faches Tensorprodukt: TPV := V ®
-+~ ® V (p Faktoren). Fiir p = 0 definiert man T°V = K.

Die unendliche direkte Summe
o0
v =TV (7.1)
p=0

definiert eine unendlichdimensionale assoziative Algebra mit Eins, die man die
kontravariante Tensoralgebra iiber V nennt. Das Produkt ist das Tensorprodukt,
das Einselement ist (1,0, 0, - - - ), wobei die 1 das Einselement des Korpers K be-
zeichnet. K ist in TV eingebettet durch Vektoren der Form (a,0,0,---),a € K. V
istin TV eingebettet durchi:V — TV, i(v) = (0,v,0,---). TV hat die folgende
universelle Eigenschaft: Fiir jede lineare Abbildung f : V — A in eine assozia-
tive Algebra A existiert ein Algebren-Homomorphismus ¢ : TV — A, so dass
f = @ o i. Der Beweis ist einfach: Definiere @(vi ® - @ v ) = f(vq) - - - f(vy)
(die Produkte sind in A zu nehmen) und setze linear fort. Dies wird oft {ibersicht-

146



lich in folgenden kommutativen Diagramm zusammengefasst:

vV
/ \ (7.2)
% A
f

Dieselbe Konstruktion kann man mit dem Dualraum V* von V anstellen, was dann
in der kovarianten Tensoralgebra TV* resultiert. Das Tensorprodukt TV & TV* ist
wieder eine assoziative Algebra, die man als gemischte Tensoralgebra iiber V und
V* bezeichnet, die die vorhergehenden als Unteralgebren in der Form TV ® K und
K ® TV* enthilt. Ist V komplex, so kann man diese Konstruktionen noch durch
den komplex konjugierten Vektorraum V und komplex konjugierten Dualraum A
erweitern.

Jede lineare Abbildung f : V — W definiert lineare Abbildungen ®@Pf : TPV —
TPW, wobei ®@°f : K — K durch die Identitit definiert wird. Diese definieren
weiter eine lineare Abbildung ©,(®Pf) : TV . — TW, von der man leicht zeigt,
dass sie ein Algebren-Homomorphismus der kontravarianten Tensoralgebren ist.
Ist f ein Isomorphismus, dann auch @, (®Pf). In diesem Fall ist das Transponiert-
Inverse von f definiert und wir konnen f als Isomorphismus auf die gemischte
Tensoralgebra tiber V und V* fortsetzen.

Neben der Tensoralgebra gibt es weitere Algebren von Tensoren spezieller Sym-
metrie. Dazu erklidren wir zunédchst den Begriff der Symmetrieklasse eines Tensors,
um uns dann auf die einfachsten, nicht trivialen Klassen, der vollstindig symme-
trischen und der vollstandig antisymmetrischen, einzuschréanken.

Sei S, die Gruppe der Permutationen von p Objekten. Jede Permutation kann als
Produkt von Transpositionen (Vertauschung zweier Elemente) geschrieben wer-
den. Fiir eine gegebene Permutation ist die Anzahl der Transpositionen entweder
immer gerade oder immer ungerade. Es existiert deshalb ein Gruppenhomomor-
phismus sign : S, — {1, =1} = Z, der jeder Permutation o ihr Signum zuordnet:
sign(o) = +1 falls o durch eine gerade Anzahl und sign(o) = —1 falls o durch
eine ungeraden Anzahl von Transpositionen darstellbar ist.

Der Vektorraum TPV triigt eine offensichtliche Darstellung von S,,. Mit anderen
Worten, es existiert ein offensichtlicher Homomorphismus 7, : S, — GL(TPV)
der Gruppe S, in die Gruppe der linearen invertierbaren Abbildungen von TPV,
der durch

T (01 @ -+ @ Vp 1= V(1) @ - @ Vg(p) (7.3)
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und die lineare Fortsetzung auf Summen reiner Tensorprodukte definiert ist. Diese
Darstellung ist i.A. reduzibel. Die irreduziblen Unterrdume heilen Symmetrieklas-
sen der Tensoren der Stufe p. Hier sind wir nur an den vollstindig symmetrischen
und vollstiandig antisymmetrischen Tensoren interessiert, die 7,(0)T = T bzw.
7, (0)T = sign(o)T fiir alle 0 € S, erfiillen. Wir bezeichnen die linearen Un-
terrdume der symmetrischen bzw. antisymmetrischen Tensoren in TPV durch \/PV
und /\PV. Die zugehérigen Projektionsabbildungen sind gegeben durch

1
Sym,, = o > mlo), (7.42)
" o€Sy
1 :
Alt, = - Z sign(o)7y (o). (7.4b)
P o€Sy

Es existieren bilineare Abbildungen \ : \/PV x V%V — \/P"V und A :
APV x AWV — APTIV die man das symmetrische (engl. “vee product”) bzw.
antisymmetrische (engl. “wedge product”) Tensorprodukt nennt. Sie sind definiert
durch

(p+q)! )
SVT:.= W Sym.p+q(3 & T) fir Se \/P\/) Te qu, (753)
|
SAT = wAltp+q(s ®T) fir Se APV, TeAlV, (7.5b)

und geniigen folgenden Relationen unter Umkehr der Faktoren:

SVT =TVS fir Se\/V, Te\Viv, (7.6a)
SAT = (=1)PITAS  fir S€ APV, TeAV. (7.6b)

Die bilineare Fortsetzung von V und /A auf die direkten Summen

VV = VP, (7.7a)
p=0

[e.e]

AV = APV, (7.7b)

p=0

verleihen diesen die Strukturen assoziativer Algebren (durch die Assoziativitit des
Tensorproduktes ®) mit Eins, die man die symmetrische Tensoralgebra bzw. die
antisymmetrische Tensoralgebra (letztere auch alternativ duflere Tensoralgebra)
tiber V nennt.
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Firvi e VA =1,---,p)istaus (7.5) mit Induktion leicht zu beweisen, dass

iV Vv, = ZVU(1)®"-®V0(p), (7.8a)

o€Sy
VIA- AV = Y sign(0) Vo) @ -+ @ Vop) - (7.8b)

o€Sy
Sei {e1, - - - ey} eine Basis von V, wobei n = dim(V), dann sind Basen von \/PV

bzw. APV gegeben durch

{eq)ay = €a, V- Veg, [T<ai<ap < < ap <nj, (7.9a)
{eﬁr.. =eq N Neg, [T<ap<ay<---<ap <nj. (7.9b)

Die Basis (7.9a) enthilt (”*E 1) Vektoren und die Basis (7.9b) ( ) Vektoren falls
P < nund keinen falls p > n. Also ist

dim (\/PV) = (“+E1>, (7.102)
dim (APV) = {<P) firp <mn (7.10b)
0 fiirp>n.
Insbesondere gilt also
00 P
dim(\/ V) = Y dim(\/V) = oo, (7.11a)
p=0
dim(AV) = Zdim(/\pV) = 2", (7.11b)

Da man tiblicherweise die Entwicklung eines allgemeinen T € TPV wie folgt
schreibt:
T=T4 "% e? (7.12)

reduziert sich dies im Falle, dass T total symmetrisch oder antisymmetrisch ist
beziiglich der Basen (7.9) wie folgt:

7oeap )

T= % Tar-ap e;/]---ap bzw. T = % Tar-ap eil\]n-ap . (7.13)
Die Projektoren Sym und Alt sind in Komponenten gegeben durch:
Tlere) = [Sym (T)] = ) Tl (7.14a)
0€Sy
Tl = (Al (o = ) sign(o) Tom™em . (7.14b)
0€Sp
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Dabei haben wir gleich noch die abkiirzenden Notation eingefiihrt, dass eine runde
Klammer um Indizes deren vollstindiger Symmetrisierung im Sinne der rechten
Seite von (7.14a) entspricht und eine eckige Klammer deren vollstandiger Anti-
symmetrisierung im Sinne der rechten Seite von (7.14b). Damit nimmt die Kom-
ponentenform von (7.5) die folgende kompakten Form an:

[S v Tjerarra = [BRG) glar-apap.r-apral (7.152)
[SATIerra = [raltglar-apTapar-apral, (7.15b)

Fiir jedes o« € V* existiert eine lineare Kontraktionsabbildung fiir p > 0, die durch
i : TPV — Tp_1V, VIQV R @V = x(Vvi) Vv ® - Q@ Vp, (7.16)

und die lineare Fortsetzung auf Summen von Produkten definiert ist. Diese Ab-
bildung kann durch lineare Fortsetzung auf der ganzen Tensoralgebra TV definiert
werden, wenn wir noch festsetzen, dass i, auf TV = K der konstanten Abbil-
dung auf den Nullvektor in TV entsprechen soll. Es ist dann offensichtlich, dass
die Einschrinkung von ix auf \/?V und APV nach \/? 'V bzw. AP~'V abbilden.
Also definiert i, Abbildungen \/V — \/V und AV — AV die bzw. folgenden
Bedingungen geniigen:

1(SVT) = ix(S) VT +SVig(T), (7.17a)
i(SAT) = ix(S)AT+ (=1)P S Aig(T), (7.17b)

wobei S € \/PVund T € \/9V indererstenund S € APV und T € A9V in der
zweiten Gleichung. Diese Relationen, die leicht aus der Definition von iy folgen,
sagen aus, dass iy eine Derivation der assoziativen Algebra \/V bzw. eine Antide-
rivation der assoziativen Algebra /\V ist. Man beachte dies vor dem Hintergrund,
dass i, keine Derivation der assoziativen Tensoralgebra (7.1) ist.

7.2 Isomorphismen zwischen Vektorriumen und ihren
Dualridumen (Index hoch- und runterziehen)

In der Differentialgeometrie verwendet man in Komponentenschreibweise oft Re-
lationen der Form V, = gq, V® (Index runterziehen) oder umgekehrt V¢ = g9V,
(Index hochziehen), wobei gqp die Komponenten der Metrik sind und g*° die der
winversen Metrik”. In diesem Erginzungsabschnitt wollen wir klarstellen, welche
koordinatenunabhéngigen Operationen bzw. Abbildungen sich hinter diesen for-
malen Manipulationen verbergen.
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Definition 175. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K
(fiir uns reicht es aus an R oder C zu denken). Eine Bilinearform auf V ist eine
Abbildung

w:VxV-oK (7.18a)

so dass fiir alle w,v,w € Vund a,b € K gilt:

wu+v,w) =w(u,w)+wlv,w), wlau,v)=aw(u,v), (7.18b)

wu,v+w) =w,v)+wu,w), wu,av) =aw(u,v). (7.18¢c)
Die Form heil3t nicht ausgeartet falls
wu,v)=0VvueVsv=0. (7.18d)

[Bemerkung: Dies ist dquivalent der Aussage, dass w(v,u) =0Vu e V& v=0;
Stichwort: ‘Spaltenrang=Zeilenrang’.] Die Form heilt symmetrisch falls fiir alle
u,v e Vgilt:

w(u,v) = w(v,u). (7.18¢)

Es besteht eine bijektive Zuordnung zwischen Bilinearformen auf V und linearen
Abbildungen V — V* (Dualraum). Ist w die Bilinearform, so sei die ihr zugeord-
nete Abbildung mit w | bezeichnet. Sie ist definiert durch

w VoV v w (v)=w(y, ), (7.19)

so dass also w, (v)(w) = w(v,w). Ist umgekehrt A : V. — V* eine lineare Abbil-
dung, so entspricht dieser die Bilinearform A (v, w) := A(v)(w).

Bemerkung 176. Da w nicht als symmetrisch vorausgesetzt wurde, existiert
mit der alternativen Definition w,(v) := w(-,V) eine andere lineare Abbildung
V — V*, deren Dimensionen von Kern und Bild mit denen der Abbildung (7.19)
tibereinstimmt. Da wir fiir das Folgende nur eine dieser Abbildungen bendtigen,
entscheiden wir uns 0.B.d.A fiir (7.19).

Nach Definition (7.18d) ist sofort klar, dass die Bilinearform w genau dann nicht
ausgeartet ist wenn der Kern von w trivial (der Nullvektor) ist. In diesem Fall ist
w, injektiv und wegen der Endlichdimensionalitit von dim(V) = dim(V*) auch
surjektiv, also ein Isomorphismus. (Fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume ist
dies falsch.)

Wir beschriinken uns nun auf den Fall nicht ausgearteter Bilinearformen. Da w,
ein Isomorphismus ist, existiert eine lineare Abbildung w; := wf] :VF — Vomit
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Mit Hilfe von w; kann man nun die Bilinearform w zu einer Bilinearform @ auf
V* zuriickziehen; das bedeutet einfach die Bildung von

D:=wows X w; : VI x V" 5 K. (7.21a)

Also hat man

@ (e, B) : = w(wi(a), wi(p))
= (w, o wy(ed)) wi(B) (7.21b)
= O‘(“’T(ﬁ))-

Also gilt in Analogie zu (7.19), wenn man V und V** aufgrund ihrer natiirlichen
Isomorphie identifiziert,

w(B) =a@(-,B). (7.22)

Man beachte, dass diese natiirliche Isomorphie i : V — V** gegeben ist durch die
fiir alle v € V und o« € V* giiltige Relation i(v)(«) := «(v). Also gilt insbeson-
dere

i(w;(B)) () = ax(w;(B)) (7.23)

Bemerkung 177. Man beachte, dass hier fiir die Bilinearform @ der zweite Ein-
trag verwendet wird, hingegen der erste Eintrag in Definition (7.19) fiir die Biline-
arform w. Hitte man bei Letzterer den zweiten verwendet, wie in Bemerkung 176
erwihnt, so wiirde in (7.22) bei @ der erste Eintrag verwendet werden. Es ist also
festzuhalten, dass bei Definition von w; als dem Inversen von w, diese Gegensitz-
lichkeit grundsitzlich besteht und nur bei symmetrischen Bilinearformen belanglos
wird.

Sein =dim(V)und{eq | a = 1,--- ,n} Basis von V mit zugehoriger Dualbasis
{04l a=1,---,n}von V*, d.h. es gilt: 0%(ep) = dp. Dann ist

Wap = W(eq,ep) und ®©P° = w(6¢,0°). (7.24)
Also ist

w,(eq) = w(eq,ep) 0 = wap 8, (7.25a)
w;(0%) = @(0°,0%) ep = @ ey . (7.25b)

Man beachte, dass auf der rechten Seite von (7.25a) iiber den zweiten Index an w
summiert wird, wihrend auf der rechten Seite von (7.25b) die Summation uber den
ersten Index von (@ lauft. Dies ist eine direkte Folge von Bemerkung 177.
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Aus (7.25) ergibt sich nun sofort der Zusammenhang zwischen den Komponenten
Wgap und @ wie folgt:

eq =wr;ow, (eq) = wabwT(Gb) = wap @ e, (7.26)

was gleichbedeutend mit der Aussage ist, dass die Matrizen {wqp} und {@®°} zu-
einander transponiert invers sind.

Auf Ebene der Komponenten sind nun die Abbildungen w, und w; wie folgt: Sei
v =v%,q € Vund & = 0% € V*, dann gilt

w,(v) = viwap 0° =v,0°, mit vy : = vViwg, (7.27a)

b b b

wi(a) = xq@’%ep = x’ep, mit «’: = 0% . (7.27b)

Bemerkung 178. Auf Ebene der Komponenten entsprechen die Abbildungen
w, und w; den Operationen des Index Runter- und Hochziehens. Dabei sind
vp = v@wqp die Komponenten des Bildes in V* von v = v%e, € V unter der
Abbildung w, beziiglich der zu {e,} dualen Basis {0%}. Analog sind &® = @"%oq
die Komponenten des Bildes in V von o« = 0% € V* unter der Abbildung w;
beziiglich der zu {6} dualen Basis {e,} von V. Ist aus dem Kontext klar, auf wel-
che Bilinearform man sich bezieht, so schreibt man auch v’ statt w 1(v) und o
statt w+(oc), bleibt aber bei den Komponenten bei obiger Schreibweise, schreibt
also nicht etwa v, sondern einfach v,.

Diese zueinander inversen Isomorphismen w; : V. — V* und w; : V¥ = V
kann man nun auf beliebige Tensorprodukte TV := V&' @ V*®™ erweitern und
dadurch beispielsweise das , Runterziehen des ersten Index durch die Abbildung
w,; ®idy ® - -+ ® idy~ definieren. Analog geht dies fiir mehrere Indizes an belie-
bigen Stellen, wobei die Indexbewegung an einer Stelle mit der an einer anderen
klarerweise vertauscht, so dass eine Reihenfolge nicht angegeben werden muss.

Insbesondere ist es natiirlich moglich, die Indizes an der Bilinearform w € V*®@V*
selbst hochzuziehen, also w; ® w; auf sie anzuwenden, so dass ein Element in
V ® V entsteht, was man wegen der natiirlichen Identifikation von V** mit V als
Bilinearform auf V* auffassen darf. Diese ist dann aber gerade @, wie aus (7.21b)
und (7.23) sieht. Auf der Ebene der Komponenten sieht man dies so:

W = 0% ®*w.q = @Y. (7.28)

Bemerkung 179. Wegen (7.28) ist es erlaubt d0®° durchweg durch w®® (definiert
durch Index-Hochziehen an wgy,) zu ersetzen, was wir im Folgenden auch tun
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werden. Oft nennt man die Bilinearform @ auf V* auch w™', was aber eigentlich
nur im symmetrischen Fall gerechtfertigt ist, da nur dann die Matrizen mit den
Komponenten @%° und w qp, die in (7.24) definiert wurden, zueinander invers (statt
transponiert-invers) sind. 0

SchlieBlich kommen wir noch zum Begriff der w-adjungierten Abbildung:

Definition 180. Sei A : V — A eine lineare Abbildung und w eine nicht-
ausgeartete Bilinearform auf V. Die w-adjungierten Abbildung zu V ist die ein-
deutig bestimmte lineare Abbildung AT : V — V, die fiir alle u,v € V folgende
Gleichung erfiillt:

w(u, Av) = w(Afu,v). (7.29)

Unter Benutzung der Definition (7.19) und der natiirlich definierten transponierten
Abbildung, AT : V* — V*, definiert durch die fiir alle o« € V* giiltige Gleichung
AT := x o A, schreibt man die linke Seite von (7.29) um in

w(u, Av) = w, (u)(Av) = [AT o w, (W)](v) (7.30a)
und die rechte Seite in
w(ATw,v) = w (ATu)(v) = [w, o AT(W)](v). (7.30b)

Gleichheit beider Seiten fiir alle u,v € V impliziert dann eine dquivalente Form
zu (7.29)
Al=w,0AT ow,. (7.31)

Beziiglich der Basis {eq} von V sei Ae, = Afeq und Afe, = AT%ea, so dass
wegen (7.25) die Komponentenform von (7.31) gegeben ist durch (beachte Bemer-
kung 179)

ATy = wwpAY . (7.32)
Bemerkung 181. Wegen der nicht vorausgesetzten Symmetrie von w existiert
neben (7.29) eine weitere Definition der adjungierten Abbildung, die durch
w(Au,v) = w(u,A*v) gegeben ist. Analog zu (7.30b) erhilt man dann Af =
(w;)T o AT o (w,)". Die Abbildungen f und 1 sind zueinander invers. Sie sind
gleich, also { eine lineare Involution auf dem Raum der linearen Selbstabbildun-
gen von V, wenn w; und w, entweder symmetrisch oder antisymmetrisch sind.
(Im antisymmetrischen Fall heben sich die beiden Minuszeichen in (wT)T =—w;
und (w,)" = —w, gerade gegenseitig weg.) Beachte auch: Die Symmetrie von
linearen Abbildungen zu konstatieren ist nur dann sinnvoll, wenn Ziel- und Aus-
gangsraum zueinander dual sind.)
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7.3 Hodge Dualitit

Wir betrachten nun den Spezialfall eines Vektorraumes V mit einer nicht-
ausgearteten, symmetrischen Bilinearform, die wir aufgrund dieser Spezialisierung
1 statt w nennen. Die gemif (7.21) zugehorige, nicht-ausgeartete und symmetri-
sche Bilinearform 7 nennen wir Bemerkung 179 folgend nunn~"'.

Es ist klar, dass 1 und n~ fortgesetzt werden konnen zu einer nicht-ausgearteten,
symmetrischen Bilinearform auf dem Tensorprodukt

TIV=(Ve -2V (V' e V). (7.33)
q Faktoren p Faktoren

Wir bezeichnen diese Fortsetzung mit einer eckigen Klammer (-,-). Auf reinen
Tensorprodukten hat man dann einfach das Produkt der Faktorweisen inneren Pro-
dukte:

<(v1®-~®vq)®(oq®---®ocp), (w1®---®wq)®(ﬁ1®-~®ﬁp)>

P
= H VmWa Hﬂ (Xb)ﬁb
a=1 =
(7.34)

Auf ganz T}V ist (-, -) dann durch bilineare Fortsetzung eindeutig definiert.

Hier interessieren wir uns nur fiir das innere Produkt auf allen APV*, also auf den
vollstinsig antisymmetrischen Tensorprodukten des Dualraums (den ,,Formen®).
Dann gilt wegen

P

(@ @oap), Br@--@pp) =] [n" (et Ba) (7.35)

a=1

entsprechend fiir die antisymmetrischen Tensorprodukte wegen (7.8b)

<oq/\---/\ocp),[31/\---/\[3p>

P
= Z Z sign(o)sign(o )Hniw(xa(a))ﬁc’(a))

0€Sp 0/€Sp a=1
P
. _ _ (7.36)
= Z Z Slgn(O'/OO' ])Hﬂ ](oca)[so’ocfl(a))
0€Sp 0/eSy a=1
L 1
= p) sign(o) ] [n " (o, Boa))
oESy a=1
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Dabei haben wir fiir die letzte Gleichheit folgende Zwischenschritte ausgefiihrt:
Zunichst ist klar, dass sign(c) = sign(o™'), denn sign(c) = =1, so dass
sign(o) = 1/sign(o0). Da sign : S, — {—1,+1} Gruppenhomomorphismus ist,
muss aber sign(o~') = 1/sign(o) sein. Wir schreiben dann sign(o)sign(c’) =
sign(c”) mit 0’ := ¢’ o o~'. Dann ersetzen wir den laufenden Index a in J]
durch 0~ (a), was wir diirfen, denn dadurch wird nur die Reihenfolge des p-fachen
(kommutativen) Produktes der Faktoren 1~ (Xg(a)s Bo’(a)) umgeordnet. Die Sum-
me iiber o’ ersetzen wir durch eine iiber o”, denn dadurch wird nur die Reihenfol-
ge der Summanden geédndert. Damit hiingt kein Summand mehr von o ab und die
Summe } . 5, kann ausgefiihrt werden und ergibt einen Faktor p!. Die Summe
iiber 0” ergibt nun gerade die letzte Zeile von (7.36), wenn man ¢” wieder in o
umbenennt.

Durch bilineare Fortsetzung ergibt sich dann das innere Produkt zweier p-Formen
o= %oca]...apﬁa‘ A---/AB% und p = pl,[sbl...bpeh Ao AB% zu

(ot B) = Gtaywa, B (7.37)

Es zeigt sich nun, dass im der Faktor p! in (7.36) etwas unnatiirlich ist, jedenfalls
im total antisymmetrischen Fall. Betrachtet man etwa das p-Fache dufSere Produkt
o = 01 A- - -/ABP von orthonormierten 1-Formen 0%, die alson ' (6¢,0°) =1 =
+89° geniigen, dann ist (&, «) = +p!. Es wire natiirlicher, wenn dieses Produkt
ebenfalls vom Betrag 1 wire. Deshalb fiirt man fiir Formen oft ein renormirtes
inneres Produkt ein, dass entsprechend auf AP V* wie folgt definiert ist:

<. ’ .>norm‘/\PV* = % <') '>‘/\pv* (7.38)

Dann gilt eben
(0 B orm = 1 %ay -, B (7.39)

was auch die die Redundanz in (7.37) beseitigt, die darin besteht, dass in der Sum-
me auf der rechten Seite ein bestimmtes Produkt, etwa 3., [312"'p, mit jeder Per-
mutation der Indizes 1,2,--- ,p einmal vorkommt, also p! mal, denn alle diese
Produkte sind wegen der Antisymmetrie der &- und [3- Koeffizienten gleich. Das
normierte Skalarprodukt ist hingegen — wie gewohnt — gleich der Summe aller Pro-
dukte linear unabhdngiger Koeffizienten.

Nach diesen Vorbereitungen iiber die Fortsetzung des inneren Produktes kommen
wir zur Hodge Dualitdt. Dazu wihlen wir auf V eine Volumenform ¢ € A"V*.
Diese kann, muss aber nicht {ibereinstimmen mit der Volumenform, die durch 1
und die Wahl einer Orientierung o auf V eindeutig bestimmt ist. Letzte hat folgende
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Form: Ist{ey, - - - ,nn} eine beziiglich 1 orthonormierte Basis, d.h. gilt (e, ep) =
+04p, und hat diese Basis die Orientierung o, dann

e:=0'A---AOY, (7.40)

wobei {87, - - - , 0™} Dualbasis zu {e, - - - ,n} ist. Letztlich werden wir die Hodge-
Dualitét beziiglich einer solchen, durch 1 (und die Wahl einer Orientierung) be-
stimmten Volumenform betrachten, ihre allgemeine Definition, die wir gleich ge-
ben werden, ldsst aber auch andere Volumenformen zu. Wir werden im Folgenen
mehrfach auf diese Mdoglichkeit hinweisen, ein von 1 unabhiingiges ¢ zu wihlen.

Die Abbildung der Hodge Dualitdt tiir Formen vom Grade 0 < p < m ist nun
definiert als ein linearer Isomorphismus

*pt APV —= AVPVE (7.41a)
der folgende Bedingung erfiillt:
o N kp =€ (e, B)norm - (7.41b)

Das bedeutet, dass das Bild von 3 € APV* unter %, in A" P V* defniert ist durch
die Forderung der Giiltigkeit von (7.41b) fiir alle « € AP V*. Die Linearitiit der
Abbildung ist offensichtlich. Die Eindeutigkeit von %, folgt aus der Tatsache, dass
falls A € AP V*und « AX = 0 gilt fiir alle « € AP V*, notwendigerweise
A = 0 sein muss. Um die Existenz zu zeigen reicht es aus, x, auf einer Basis
zu definieren. Da (7.41b) auch in « linear ist, reicht es sogar aus (7.41b) fiir die
Spezialfille zu verifizieren, in denen « alle Basisvektoren durchliuft.

Von nun an werden wir der Standardpraxis folgen und den Index p an x weglassen.
Das ist gerechtfertigt, wenn aus dem Kontext klar wird, auf Formen von welchem
Grad die Hodge-Abbildung * wirken soll.

Sei {e1,- - - en} eine Basis von V und {8',--- , 0"} die zugehorige Dualbasis von
V*;d.h., 0%(ep) = 8. Sei dariiberhinaus {61, - - - , 0,,} die Basis von V* die sich
als Bild von {e7, - - - e, } unter 0, ergibt, also 0, = 14,0°. Dann hat die Abbildung
» auf der Basis {84, \--- A B, |1 < a1 <az <---<ap <nj}von AP V*die
einfache Form

(O, Ao ABp,) = ﬁeb]...bp apiroman OPTT A A (7.42)

Zum Beweis iiberpriift man (7.41b) fiir « = 64 /A---/AO und 3 = Op, /\- - -/\Op,,.
Statt (7.42) konnen wier schreiben

a a _ 1 a;b apb b bn
*(e TA---ABD P)_(nip)ln 1 1]'] P p£b1'“bpbp+1"'bne P+t A .- A D
‘l ai---a n
=y € ! Papﬂu.an PPt AL AR (7.43)
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was die Abhingigkeit von ¢ und 1 explizit zeigt..

Ist o = %oca]...apea‘ A---AO% dann xor = (njp), (%0 by by, BT A+ - AOERp,
wobei

1 aj--a
(%) by by = o7 Oayap € pbr--bnfp . (7.44)

Dies gibt den bekannten Ausdruck der Hodge-Abbildung in Komponenten wieder.
Man beachte, dass es in Komponentenform die ersten (statt die letzten) p Indizes
sind, die kontrahiert werden.

Zweifaches Anwenden von * (d.h. *(;, ) o *p) fithrt zu folgender Selbstabbildung
von A\PV*:

*(* (0T A AO))

_ 1 ap--ap Ap1--0n b . bp
e ey an byoaty 0T A A0

(7.45)

_ (=P ageapap g ea by b
= Sinp)! £ PUPE “Eb]‘..bpap+]‘..ane AERWAN < s

= (—1)PP) (e) ) norm OYT A - A B

Beachte, dass

<5> E>norm - %na]b] © 'nanbnam can €bybpy = (512---71)2/ det{n(ea) eb)} .
(7.46)
Diese Formel gilt fiir alle Volumenformen ¢ in der Definition (7.41b), unabhingig

davon, ob sie die durch 1 (und die Wahl der Orientierung) definiert sind oder nicht.
Da die rechte Seite von (7.41b) symmetrisch unter dem Austausch o« < {3 ist, muss

dies auch fiir die linke Seite gelten. Mit (7.45) bekommen wir

<OC» B>norm e=aNAxp=p NAxox = (—1 )P(H—P) * o AP

-1 1

(7.47)
= (E, 8>norm * 0N\ x % B = <£) ‘S)rjorm <*(X) *B)norm €,

also
<*(X) *B>norm - <£) 8>norm<(xy B>norm . (748)

Daraus und aus (7.45)) folgt fiir « € AP V*und g € A" P V*, dass
{0ty %B)norm = (€, 5>;o1rm<*o‘> * % ) norm = (—1)p(n7p) (%0, B)norm - (7.49)

Dies zeigt, dass die zu * beziiglich (-, -)norm adjungierte Abbildung durch
(—1)P("P)  gegeben ist. Genauer schreiben wir dies in den zwei dquivalenten
Formen

(xnp) T = (1Pl oder  (dp)T = (—1)P P (7.50)
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Auch die Ausdriicke (7.45), (7.47)(7.48) und (7.49) sind immer noch fiir allgemei-
ne Volumenformen ¢ in der Definition (7.41b) giiltig. Wenn wir nun von unserer
anfinglichen Wahl Gebrauch machen, also benutzen, dass ¢ die durch das inne-
re Produkt 1 und die Orientierung o eindeutig bestimmte Volumenform ist, die
dem Parallelpiped, das von einer o-orientierten und n-orthonormierten Basis auf-
gespannt wird, das Volumen 1 zuweist (wie in (7.40)), dann gilt

(€ €)norm = (—=1)". (7.51)

Hier ist n_ die Dimension des maximalen Unterraums von V, eingeschréinkt auf
den 1 negativ-definit ist. Mit anderen Worten, die Signatur von 1 ist (n,,n_).
Gleichung (7.48) zeigt dann, dass * eine Isometrie ist fiir gerades n_, und eine
Anti-Isometrie fiir ungerades n_. Ein wichtiges Beispiel fiir letzteren Fall sind die
Lorentzmetriken in allen Dimensionen (sofern man die ,,mostly plus* Konvention
benutzt; sonst nur in geraden Raum-Zeit Dimensionen).

Zum Schluss erwidhnen wir noch eine niitzliche Formel. Sei v € V und i, :
TPV* — TP~1V* die Abbildung, die v in den ersten Tensorfaktor einsetzt. Einge-
schrinkt auf vollstandig antisymmetrische Tensoren definiert diese eine Abbildung
iy, : AV* = AP'V* Fiir « € APV* haben wir dann

iy * o0 = (o AV). (7.52)

wo V' =1 1(v). Zum Beweis reicht es wegen der Linearitit aus diese Beziehung
fiir Basiselemente v = e, von V und o = 61 A+ - - A% von AP V* nachzupriifen,
was aber offensichtlich ist, wenn man (7.43) benutzt.
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