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Aufgabe P16 Figenfunktionen zum Drehimpuls

Da die Kugeloberfliiche S? kompakt ist, liisst sich jede anstéindige Funktion f(7|™=1) = g(¢, ¢)
mit (z,y,2) = r (sin?sin ¢, sin v cos p, cos¥) dort in eine abzéhlbare Basis entwickeln.
Setze h=1. Eine extrem niitzliche Basis kann man durch drei Eigenschaften definieren:

1. Homogenitét: f =Y ;0 fr mit fi(aF) =a’f(F) fir £=0,1,2,... und 7 € R®.
Entsprechend ist aufierhalb S? fortgesetzt g(r, 9, ) = >, 7g,(9, ¢).

2. Harmonizitat: Af, = (8§+8§ +0?) fo = 0, was in sphérischen Koordinaten bedeutet
A(rtge) = (202 — T%I_P)ngg = r2(0(0+1) — L2) gy = 0 (%) oder auch
,Funktionen g, sind Eigenfunktionen von L? mit Eigenwert ¢(¢+1).“

3. z-Orientierung: Funktionen f; bzw. g, lassen sich noch sortieren nach Eigenfunktionen

von L, = %(xﬁy—y(’?x) = %@7 ,also L, fyn = m fr,, und genauso fiir gg,,.

Nach Normierung werden die Eigenfunktionen gy, mit Yy, bezeichnet. Demnach lésst sich jede
Funktion auf der Sphére entwickeln als g(¢, ¢) = Z&m e Yo (0, ) mit ag, € C.

Anders gesagt: Yo (9, ¢) = (0,0 |0,m) fir L2|¢,m) = ((+1)|¢,m) und L.|¢,m) = m|¢,m).
(a) Rechnen Sie Gleichung (*) nach.

(b) Konstruieren Sie in kartesischen Koordinaten die Polynome Y, (x,y, 2) fir £ = 1 und 2.

Sortieren Sie dazu um: f; = a,x +ay +a,z = an(x+iy) + ap 2z + a1-1(z—iy)
und berechnen Sie die L,-Figenwerte fiir diese Terme. Wiederholen Sie die Strategie fiir
fo = ...+ agp|[(z+iy)(z—iy) + Az?] + ... und fixieren Sie A mit der Forderung A f, = 0.

(¢) Rechnen Sie nun in sphérische Koordinaten um und lesen Sie die (unnormierten) Yz, ab.

(d) Besseres Verfahren: Auf- und Absteigen im m-Wert. Wir haben

L, = L,+L, = —(x+iy)0, + 2(9,+i9,) = et (+0y +icotdd,) ,
L. = L,—iL, = +(z—iy)0, — 2(0,—i9,) = e ¥(—=0dy +icot) d,)
Die Funktion fy = (z4+iy)’ < g = sin® e’ erfiillt offenbar Ly fo = 0 = L gy

Also entspricht dieses Polynom dem Zustand |¢, ) mit ,hochstem Gewicht.“
Wegen L_ fo,, = frm—1 (oder genauso fiir gg,,) kénnen wir nun im m-Wert absteigen:

L L. L. . L. L L
fouo—= froer— ... = fo—...— fiie—0

und erhalten alle f,, fiir ein festes ¢. Wegen f; =f,_., ist also m € {—¢, ..., +/(}.
Berechnen Sie auf diese Weise erneut die Y5, (unnormiert).



