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Exercitium VI zur Vorlesung THEORETISCHE ELEKTRODYNAMIK SoSe 2020
Fourier-Transformation & Green-Funktion Prof. Dr. Olaf Lechtenfeld
Abgabe bis 14:00 am 09.06.2020 PD Dr. Michael Flohr

FOURIER-TRANSFORMATION & GREEN-FUNKTION

Die Punkte dienen nur Ihrer Information. Die Studienleistung wird am Ende der Vorlesungszeit durch
einen schriftlichen Test erreicht. Diesen werden Sie allerdings hochstwahrscheinlich nur bestehen kon-
nen, wenn Sie die Hausiibungen auch tatsédchlich bearbeiten.

Wirmeleitungsgleichung [6 + 6 = 12 Punkte]
Die Ausbreitung eines Temperaturfeldes 7'(z,¢) in einem eindimensionalen Medium mit Temperatur-
leitfahigkeit x wird beschrieben durch die Diffusions- oder Wirmeleitungsgleichung

L0y T(w,t) = 2T (x,1).

Fiir eine Wand der Dicke L, deren Ridnder wiarmedicht abgeschlossen sind, soll die zeitliche Entwicklung
der anfinglichen Temperaturverteilung 7'(x, 0) = Tp ¥ bestimmt werden.

(a) Da nur das Intervall [0, L] von Interesse ist, kann 7'(z,0) zu Ty ‘%} auf das Intervall [—L, L]
symmetrisch erweitert und aufSerhalb des Intervalls periodisch fortgesetzt werden. Die fortgesetzte
Funktion kann als Fourier-Reihe
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T(z,0)= 1Ty + a, cos HrE mit ap = n?m?
(@,0) = 3To ; " L " {0 fiir n gerade

fiir n ungerade

entwickelt werden. Leiten Sie diese Reihendarstellung ab.

(b) Fir ¢t > 0 ist die Reihenentwicklung weiterhin giiltig, blol werden die Fourier-Koeffizienten zeit-
abhingig, a,, = ay(t). Berechnen Sie die a,,(t) aus der Forderung, dass zu jedem Zeitpunkt die
Diffusionsgleichung gilt. Welches Temperaturprofil stellt sich fiir ¢ — oo ein?

Greensche Funktion [6 + 6 + 6 = 18 Punkte]
Ein Teilchen bewege sich unter dem Einfluss des Potentials V' (x) = —% A\? 22 auf der z-Achse. Zusitz-
lich wirke in dem Zeitraum 0 < ¢ < 1 eine konstante Kraft f auf das Teilchen ein. Damit nimmt die
Bewegungsgleichung die folgende Form an:

f ofiro<t<i

0 sonst

i(t) — N a(t) = F(t) mit ﬂw:{

(a) Geben Sie die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung an.

(b) Eine spezielle Lésung der inhomogenen Differentialgleichung kann mit Hilfe einer Greenfunktion
G(t) konstruiert werden, definiert als Losung von G — A2 G = 6(t). Welche Gleichung erhalten
Sie fiir é(w) durch Fourier-Transformation der Differentialgleichung fiir G ? Fiihren Sie die Riick-

transformation durch mit Hilfe von ffooo dk % =7Te =l Eine spezielle Losung erhalten Sie
nun gemiB z4(t) = [ dt’ G(t —t') F(t'). Denken Sie dabei an eine Fallunterscheidung. Welche
Randbedingungen zeichnen diese Losung aus?

(c) Finden Sie die konkrete Losung mit Anfangsbedingungen z(0) = —z9 < 0 und #(0) = 0 aus der
allgemeinen Losung. Welchem Schicksal geht das Teilchen fiir ¢ — oo entgegen, und welche Kraft
f ist mindestens aufzuwenden, um das Teilchen iiber den Berg zu stofen?

Abgeschirmte Ladung [6 Punkte]
Eine positive Punktladung ¢ wird in einem unendlich ausgedehnten Metall am Ursprung hinzugefiigt,
op = q (7). Dadurch verschieben sich die Elektronen des Metalls gegen die Atomriimpfe, so dass zu-
sétzlich eine ortsabhidngige Ladungsdichte o, entsteht, die das Potential ¢ verdndert, —A¢ = 47 (0, +
0c). Die Ladungsdichte g stellt sich dabei ihrerseits so ein, dass sie proportional zum Potential ist,
410, = —M?¢. Welche selbstkonsistente Gleichung ergibt sich fiir das Potential? Losen Sie diese
durch (dreidimensionale) Fourier-Transformation. Gehen Sie in dem resultierenden E—Integral zu Ku-
gelkoordinaten iiber, fiihren Sie die Winkelintegrationen durch und verwenden Sie dann die Identitit
fooo dx $;§Ijr(xb2z ) = 5 sgn(b) e~1%% . Bemerkung: Die zusitzliche Ladung kann man sich aus dem Unend-
lichen kommend vorstellen.

Ausfiihrung [6 Punkte]
Mit insgesamt 6 Punkten wird die Ausfithrung der Losung insgesamt bewertet, also Leserlichkeit, Voll-
stindigkeit der Rechenwege, Ausfiihrlichkeit der Kommentare zum Lésungsweg usw.
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