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[HA4]

[H5]

Peitschenknall® (242 Punkte)
Ein Seil der Lénge ¢ wird senkrecht in die Luft geworfen Die

Masse pro Langeneinheit p = m/{ sei konstant und der Luft-
widerstand vernachléssigbar. h
(a) Verwenden Sie die GroBen by und hy als Koordinaten, be-
stimmen Sie die Lagrangefunktion und stellen Sie die Bewe-
gungsgleichungen auf (Vernachlédssigen Sie das Teilstiick des
Knicks). h
(b) Substituieren Sie h; —hy =  und stellen Sie damit die Be- 1
wegungsgleichung fiir das Wandern der Knickstelle auf (Hin- |
weis: Entkoppeln Sie die Differentialgleichungen durch Ad- !

dieren und Subtrahieren der Gleichungen). Zeigen Sie, da8 & h, !

gegen unendlich geht, wenn der Knick das Seilende erreicht l
(Peitschenknall durch Uberschallgeschwindigkeit).

Minimalfliche, Seifenblase (142 Punkte)

Es soll die Fliache einer Seifenhaut bestimmt werden, die zwischen zwei festen
kreisformigen Dréahten eingespannt ist (Skizze). Die Oberflichenspannung der Sei-
fenhaut ist proportional zum Flacheninhalt und versucht daher den Fldcheninhalt
ZUu minimieren.

(a) Formulieren Sie die Aufgabe als Va- y

riationsproblem (Wirkung, Lagrange- y()
Gleichungen und Randbedingungen).

Vernachléssigen Sie dazu die Schwer-

kraft und gehen Sie von einer Ro-

tationsfliche aus, welche durch eine

Funktion y(x) beschrieben wird. Der

Fliacheninhalt eines schmalen Streifens \

ds mit der Lage = betrégt

dA = 2nyds = 2mwy+/(dz)? + (dy)?

d
=2my/1 4+ y2dr , mit y = d_y
T

r

(b) Interpretieren Sie die Koordinate z in (a) als Zeit. Verwenden Sie den zu-
gehorigen “Energieerhaltungssatz” um die Bewegungsgleichungen zu vereinfachen
(Hinweis: Multiplizieren Sie die Lagrange-Gleichung mit y’). Losen Sie die Be-
wegungsgleichung und bestimmen Sie somit die Funktion y(x), welche die rota-
tionssymmetrische Minimalflache beschreibt. Verzichten Sie darauf die Integrati-
onskonstanten durch die Randwerte rq, ry auszudriicken.

!'Der aus Ungarn stammende Physiker Istvdn Szabé trat gern mit einer reich verzierten ungarischen
Hirtenpeitsche vor seine erstaunten Studenten und liefl die Peitsche “zur Uberpriifung der Lagran-
geschen Bewegungsgleichungen” kunstvoll knallen. (Quelle: Die Zeit).



[H6] Extremale Wirkung: Minimal? (2+1 Punkte)
Gegeben sei die Wirkung eines eindimensionalen harmonischen Oszillators:

m/dt 1% — twz?). (1)

(a) Bestimmen Sie die Losung z(t) = z(t) der zugehorigen Bewegungsgleichung
mit der Anfangsbedingung z(0) = 0 und der Amplitude Z,,,x = a. Untersuchen
Sie Variationen dieser Losung indem Sie die Wirkung (1) fiir benachbarte Pfade

~—

w(t) = &(t) +en(t) mit n(0) =n(tz) =0, (2

bis einschlieBlich zur Ordnung O(€?) berechnen. Zeigen Sie, daf} fiir ¢ > Z =
die Wirkung fiir die Losung #(¢) nicht linger ein Minimum ist. Bestlmmen Si
dazu das Vorzeichen der “zweiten Variation” der Wirkung,

0?8
/ dt/ o (t) 5 ) ().
in Abhéngigkeit von der Storung 7.

Hinweise: (i) Integrieren Sie partiell und verwenden Sie die Randbedingungen (2).
(17) Verwenden Sie die Bewegungsgleichung. (iii) Entwickeln Sie die Storung 7 aus
(2) in eine Fourier-Reihe:

s
w
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. 9,
§2S[z,n] = (8 25[:13+e77)

t)=> by sm(%’f). (4)

(b) Konjugierter Punkt: Fiir den Fall der nicht-minimalen Wirkung (to > T)
bestimmen Sie ein kg, sodafl die Summe in (4) in zwei Teile zerféllt, wobei fiir
k> ko (k < ko) die Anderung 625 > 0 (§2S < 0) ist. Die Situation ty > T stellt
also einen “Sattelpunkt” im Funktionenraum dar. Was passiert wenn man ¢, (von
unten) gegen 3 L gehen 14Bt? Wie viele Losungen Z(t) gibt es zu einem statt Tpax

vorgegebenen Endwert To = &(ty), fiir to < £ und fiir to =2 7
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