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Ubungsstunde 1

Aufgabe 1: Wurzelzerlegung von so(5)

In dieser Ubung betrachten wir die Lie-Algbera so(5) = {X : X7 = —X}. Um die Wurzelzer-
legung zu finden muss man erst eine Cartan-Unteralgebra finden. Die Standardbasis von so(5)
ist hier fiir nicht so geeignet, deswegen suchen wir erstmal eine andere Darstellung. Wir kénnen
zum Beispiel eine Basisdnderung im Darstellungsraum machen mit eine invertierbare Matrize
M. Die Matrizen in dem neuen Basis ergeben sich durch M X'M~! = X, wo X die alte Matrizen
sind. Bemerken Sie dass die Abbildung X +— M ~!XM die Struktur der Lie-Algebra behaltet,
so dass wir ohne weiteres mit den neuen Matrizen arbeiten kénnen.

Wir suchen Matrizen die das Bild von anti-symmetrische Matrizen sind. Es folgt dass GX =
—XT@ fir solche Matrizen in der neuen Basis, wo G = M7 M. Wir wihlen M so dass es gilt:
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Dies 1d8t sich erkliren als eine Wechsel von einer Metrik G/ = I auf eine neue Metrik G mit
Signatur (3,2). Die Gleichung X7 G = —GX wird gelost durch Matrizen X wie
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mit A, B, C zwei-bei-zwei Matrizen und BT = —B, CT = —C.
a.) Beweis dass diese Matrizen ein 10-dimensionalen Vektorraum bilden.

Wir werden den folgenden Basis verwenden:
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Bemerken Sie das [Hi, Hy] = 0. Man kann zeigen das H; und Hs eine Cartan-Unteralgebra
erzeugen.

b.) Berechnen Sie die Kommutatoren [H;, E,| und finden die Wurzeln. Skizzieren Sie zudem
das Wurzelsystem.

c.) Berechnen Sie auch die Kommutatoren [E,, E] der weiteren Basiselemente.
d.) Ermitteln Sie mit diesen Ergebnisse die adjungierte Darstellung.

e.) Die Killing-Form ist definiert durch (X,Y) = Tr(ad(X) o ad(Y)) mit X,Y in der Lie-
Algebra. Berechnen Sie (H;, H;) fir 4,5 =1, 2.

Der lineare Spann von H; und Hs ist ein Vektorraum h. Die Killing-Form ist eine nicht-
degenerierte Form auf b, so dass es fiir jedes Funktional ¢ auf h ein Element H, in b gibt
so dass o(H) = (H,, H) fiir alle H € h. Es seien a, § jetzt zwei lineare Funktionalen auf h*,
dann kann man ein definites Skalarprodukt definieren durch («, 8) = (Hq, Hg).

f.) Ermitteln Sie das Skalarprodukt auf h*.

g.) Wihlen Sie zwei primitive Wurzeln «, 8 und bestimmen Sie die Cartan-Matrix und das
Dynkin-Diagramm.



