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Abgabe am 25.1.26.
Hinweis: Die Aufgaben sind so gestellt, dass sie sich mit python effizient lösen lassen. Abzugeben ist dann

ein ein jupyter notebook. Der Dateiname sollte aus Ihrem Vor- und Nachnamen bestehen. Sie können nach

Rücksprache auch andere Plattformen als python benutzen.

Lineare zeitinvariante Systeme und Fouriertransformation

Ein lineares zeitinvariantes System (engl. LTI-system) ist eine Abbildung

L
f(t) g(t)

Abbildung 1: Lineares Zeitinvariantes System

die eine Inputfunktion f(t) linear auf eine Outputfunktion g(t) = L[f ](t) abbildet, d.h. für zwei
Funktionen f1,2 und λ1,2 ∈ R gilt

L[λ1f1 + λ2f2](t) = λ1L[f1](t) + λ2L[f2](t).

Zeitinvariant bedeutet, dass eine Zeitverschiebung in f auch nur eine Zeitverschiebung in g zur Folge
hat. Schreibt man

f(t) =

∫
R
f(t′) δ(t− t′) dt′

und benutzt die Linearität von L, erhält man

g(t) =

∫
R
f(t′)L[δ](t− t′) dt′ =

∫
R
f(t′)G(t− t′) dt′ = (f ∗G)(t), (1)

wobei G(t) = L[δ](t) die sog. Impulsantwort des Systems ist. Sie ist gerade der Output den man be-
kommt, wenn man die δ-Funktion als Input wählt. Kennt man also die Funktion G, so kann man durch
Faltung den Output g für jeden beliebigen Input f bestimmen (falls L ein linearer Differentialoperator
ist, ist G nichts anderes als die Greensfunktion zu L).
Durch Fouriertransformation der Faltungsrelation (1) ergibt sich

g̃(ω) = f̃(ω) · G̃(ω),

d.h. die Fouriertransformierte der Impulsantwort gibt das (komplexe) Verhältnis der Amplituden von
Output zu Input bei einer gegebenen Frequenz ω. Sie wird Frequenzgang genannt.

Aufgabe H28: Transferkette (2+3+3+2(+2) Punkte)

Wir betrachten eine Kette aus 8 Punkten (Masse jeweils m = 1), die mit Federn (Federkonstante
k = 1) miteinander und mit einem festen Rand verbunden sind.
Wir beschreiben das System durch einen Vektor x⃗(t), der die Abweichung eines jeden Punktes von
seiner Ruhelage angibt. Auf den ersten Punkt wirkt zusätzlich die Kraft f(t) = F1(t), die den Input
unseres Systems in obigem Sinne darstellt. Am anderen Ende lesen wir als Output die Position g(t) =
x8(t) des letzten Punktes aus. Auf das gesamte System wirkt eine Reibungskraft F⃗R( ˙⃗x) = −0.05 ˙⃗x.
Am Anfang ist das System in Ruhe.



F1(t) x8(t)

Abbildung 2: Transferkette

(a) Formulieren Sie die Bewegungsgleichungen in der Form

¨⃗x(t) + 0.05 ˙⃗x(t) = f(t) e⃗1 +A x⃗(t)

und geben Sie die Kopplungsmatrix A an.

(b) Berechnen und plotten Sie die Impulsantwort G(t) des Systems im Intervall t ∈ [0, 500].

Hinweis: Die Bewegungsgleichungen mit einer Funktion f(t) = δ(t) direkt numerisch zu lösen ist proble-
matisch. Benutzen Sie stattdessen die Tatsache, dass ein δ−Input einen kinetischen Impuls

∫
F1(t) dt =∫

δ(t) dt = 1 instantan an das erste Kettenglied transferiert und lösen Sie die Bewegungsgleichungen in
Abwesenheit einer äußeren Kraft (f ≡ 0) mit den veränderten Anfangsbedingungen

x⃗(0) = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}
˙⃗x(0) = {1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}.

Verwenden Sie hierzu scipy.integrate.solve ivp.

(c) Berechnen Sie den Frequenzgang G̃(ω) durch Fouriertransformation der Impulsantwort aus Auf-
gabenteil (b) und plotten Sie den Betrag |G̃(ω)|.
Hinweis: Durch Diskretisierung der Zeit in N Schritte gemäß

tn = ∆t · n, ωm = ω0 +∆ω ·m

erhalten wir für die Fouriertransformation

G̃(ωm) =
1√
2π

∫
R
e−iωmt G(t) dt ≈ ∆t√

2π

N−1∑
n=0

e−imn∆t∆ω e−inω0∆t G(tn).

Setzen wir nun ∆t∆ω = 2π/N und ω0 = −π/∆t, so erhalten wir

G̃(ωm) =
∆t√
2π/N

(
1√
N

N−1∑
n=0

e−i2πmn/N (−1)nG(tn)

)
.

Der Term in der Klammer ist genau die Diskrete Fouriertransformierte der Liste (−1)nG(tn) (bzw. die
Inverse davon). Sie ist in python in scipy.fft implementiert. Die Umkehrung ist

(−1)nG(tn) =
∆ω√
2π/N

(
1√
N

N−1∑
m=0

ei2πmn/N G̃(ωm)

)
.

Hier kann der Term in der Klammer entsprechend mit scipy.ff.ifft implementiert werden. Verwenden

Sie N = 1000, ∆t = 0.5 und berechnen Sie ∆ω und ω0 entsprechend.

(d) Bestimmen Sie die Positionen der Peaks von |G̃| und vergleichen Sie sie mit den Eigenwerten
der Matrix A. Wie hängen die beiden zusammen?

(e) Nutzen Sie die Faltungsrelation (1) (in der Zeit- oder Frequenzform) um die Outputfunktion
g(t) für den Input

f(t) = exp

(
−(t− 100)2

100

)
cos(t)

zu bestimmen. Hinweis: Lösen Sie die Differentialgleichung auch einmal direkt mit solve ivp und

vergewissern Sie sich, dass die beiden Lösungen übereinstimmen.


