Analytical Mechanics and Special Relativity
WS 2025/26 Computer Exercise 2

|
Abgabe am 7.12.25.

Hinweis: Die Aufgaben sind so gestellt, dass sie sich mit python effizient ldsen lassen. Abzugeben ist dann ein ein
Jupyter notebook. Der Dateiname sollte die Form Namel_Vornamel_Name2_Vorname2.ipynb haben (Zweier-Teams).
Sie konnen nach Ricksprache auch andere Plattformen als python benutzen. Alle Ihre Plots sollten Titel und
Achsenbezeichnungen (mit Finheiten) enthalten.

Streutheorie, Zufallszahlen und Vektorisierung

Wir betrachten die Streuung an einem Potential V', bei der n = N/A Teilchen pro Fliche mit fester
Geschwindigkeit v, parallel zur z-Achse auf das Potential treffen.

A

Abbildung 1: Streuung an einem Potential

Der differentielle Streuquerschnitt ist dann definiert als

do 1dN

m(ea ¢) - ﬁ@:
wobei AN die Anzahl der Trajektorien ist, die in den Raumwinkelbereich df2 gestreut werden. Im kugel-
symmetrischen Fall haben wir mit d2 = 27 sin(6)dé

do A dN
= )= — 1
dQ () 27N sin(6) d6’ (1)

wobei dN nun die Anzahl der Trajektorien ist, die im Winkelbereich df landen. Ein einfacher Weg fiir
ein gegebenes Potential den Streuquerschnitt zu berechnen ist daher eine grofie Zahl N von Trajektorien
zu simulieren, fiir jede einzelne den Streuwinkel 6 zu ermitteln und dann zu zéhlen, wie viele von ihnen
in jeden Winkelbereich fallen.

Zur Simulation der Trajektorien kénnen die Newtonschen Bewegungsgleichungen (im Folgenden setzen

wir m = 1)
2

d* T
m@r(t) = F(7(t))
mit dem sog. Leap-Frog Verfahren gelost werden. Dazu diskretisieren wir die Zeit in M Schritte,

=,

tm =to+mAt, T =7(tm), Um

(tm)



und iterieren abwechselnd vermdoge

17m+1:17m+AtF(Fm+1/2), mGN—I—l/Q

die Positionen und Geschwindigkeiten. Sind 7y und 9y bekannt, kann die Iteration mit
Ty /9 = To + At/2 F (7o)

gestartet werden.

Aufgabe H16: Rutherford (442 Punkte)

(a) Implementieren Sie den Leap-Frog Algorithmus und berechnen Sie den Streuwinkel 6 aus den End-
werten der Geschwindigkeiten fiir 10° zufillig gewiihlte in der Fliche A startende Trajektorien
im Potential V(r) = 1/r bei der Energie F = 2.0. Wie grof} ist der totale Streuquerschnitt fiir
Riickwirtsstreuung (6 > 7/2)?

(b) Berechnen Sie den Streuquerschnitt nach (1) und plotten Sie ihn fiir € [0.1,0.5]. Vergleichen Sie
Thr Ergebnis mit der Rutherford-Formel

do 1
= (4E)Zsin(0/2)%

Hinweis: Um effizienten Code zu schreiben lohnt es sich, nicht einfach Variablen x,y, z zu definieren und dann
alle Trajektorien einzeln zu rechnen. Definieren Sie statt dessen Vektoren X,y,z, die die Koordinaten aller N
Trajektorien zusammenfassen und propagieren Sie alle Trajektorien gemeinsam. Ein Update der Positionen
und Geschwindigkeiten nach (2) ist dann einfach

X += At v,

3
v, += At F.(x,y,2) ®)

Damit das funktioniert miissen Sie sicherstellen, dass die Funktionen Fy . wicht nur auf Skalaren, sondern
auf auch Vektoren operieren kénnen. Das ist aber in der Regel kein Problem, da die meisten Funktionen in
numpy automatisch so funktionieren. Diese Art der Programmierung ist sehr niitzlich und wird Vektorisierung
genannt. In numpy laufen die Operationen auf Vektoren dann auch automatisch parallel. Als Parameter kénnen
Sie etwa

20=—50, M =1000, At=0.1, Af=n/1024, A=][-55]x [-5,5]

verwenden. Beim Berechnen des Streuquerschnitts helfen

Aufgabe H17: Rainbow scattering! (242 Punkte)

Im Folgenden betrachten wir das Potential
V(z,y,z2) = e (@FHH),

(a) Berechnen und plotten Sie die deflection function 6(b) bei der Energie £ = 2.0 durch numerische

Integration geméf
bdu

o) =m - 2/0 V1-t22 - V(1ju)/E’

wobei ug die Nullstelle des Nenners im Integranden ist.

(4)

!Der Mechanismus, der hier zum Auftreten der Singularitiit fithrt ist in der geometrischen Optik verantwortlich fiir die
Formation des Regenbogens beim Rainbow-Angle 6. = 138° zur Strahlachse. Die Farbaufspaltung ist dann in einer schwachen
Wellenléngenabhingigkeit von 6. begriindet.



(b) Berechnen Sie den differentiellen Streuquerschnitt mit der Methode aus Aufgabe H16 und stellen

Sie diesen als Histogramm dar. Erkldaren Sie das Auftreten und die Position der Singularitéit mit
Hilfe der Funktion 6(b) aus (a).

Hinweis: Bei Problemen mit zu kleinen Zahlen benutzen Sie den Datentyp np.float128.



