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Aufgabe P06: Asteroiden-Engineering – “Lechtenfeld’s Surface”

Ein Asteroid mit homogener Massenverteilung ρ und fester Gesamtmas-
se µ wird von einer fortgeschrittenen Zivilisation so geformt, dass an einem
Punkt der Oberfläche die Schwerkraft möglichst groß wird. Legen Sie den
Oberflächenpunkt in den Ursprung. Überzeugen Sie sich durch ein Sym-
metrieargument davon, dass die Oberfläche rotationssymmetrisch um die
z-Achse ist. Es genügt also, einen Schnitt mit der xz-Ebene zu betrach-
ten. Setzen Sie die Randkurve als R(ϑ) an, wobei ϑ den Winkel gegen die
negative z-Achse bezeichnet.
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(a) Durch welches Integral F [R] wird die im Ursprung wirkende z-Komponente der Gravitationskraft
beschrieben? Mit welchem Integral M [R] berechnet sich die Gesamtmasse µ? Führen Sie die In-
tegrationen über φ und r aus. Berechnen Sie F [R] für den Fall einer Kugel K mit dem Radius

rK = 3

√
3µ
4πρ , also für R(ϑ) = RK(ϑ) ≡ 2 rK cosϑ.

(b) Gesucht ist aber eine Randkurve R(ϑ), die das Funktional F [R] maximiert, wobei nur solche Kurven
zur Variation zugelassen sind, die auf die Gesamtmasse M [R] = µ führen. Beide Bedingungen lassen
sich gleichzeitig erfüllen, indem man nach einem Extremum von U [R] = F [R]− λ(M [R]−µ) sucht,
wobei die reelle Konstante λ ein Lagrange-Multiplikator ist. Welche Gleichung ergibt sich für R(ϑ)
aus der Forderung nach einer verschwindenden Variation δU = 0? Die Lösung Rλ(ϑ) enthält noch
die Unbekannte λ. Bestimmen Sie diese, indem Sie mit dem erhaltenen Rλ(ϑ) die Nebenbedingung
M [Rλ] = µ auswerten.

(c) Wie hoch ist der Wert der Oberflächen-Gravitation F [R]? Vergleichen Sie mit F [RK].

Hinweis: Ergebnis: F [R] ≈ 1.026F [RK].



Aufgabe P07: Schwarzes Loch

Das Außenraum-Gravitationsfeld eines sphärisch-symmetrischen Sterns wird in der Allgemeinen Relati-
vitätstheorie durch die sogenannte Schwarzschild-Geometrie beschrieben. Testteilchen, also punktförmige
Körper mit Einheitsmasse, deren Einfluss auf das Gravitationsfeld vernachlässigt werden kann, verspüren
in dieser Geometrie das effektive Potential

Veff(r) = −ϵ
γM

r
+

L2

2r2
− γML2

r3
.

Hierbei wurden Einheiten gewählt, so dass für die Lichtgeschwindigkeit c = 1 gilt. Die Masse des Sterns
ist M , und L ist der Drehimpuls des Testteilchens, γ ist die Newtonsche Gravitationskonstante. Die
Konstante ϵ hat den Wert 1 für massive Teilchen mit Einheitsmasse m = 1 und ist Null für masselose
Teilchen (Photonen). Im Newtonschen Fall fehlt lediglich der dritte Term (∼ 1

r3
).

Diskutieren Sie qualitativ die unterschiedlichen Orbits für massive Teilchen im Newtonschen wie im re-
lativistischen Fall sowie für masselose Teilchen im relativistischen Fall. Bestimmen Sie die Radien r(L2)
kreisförmiger Orbits und klassifizieren Sie diese Bahnen als stabil bzw. instabil.
Hinweis: Auf einer kreisförmigen Bahn gilt ∂Veff

∂r = 0.

Veff wird in der Hausübung [H11] mit r0 = 2γM/c2 abgeleitet.


