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I Photonen

a) klassisches Licht: Polfilter
Eine Lichtwelle propagiert in z-Richtung. Dann gilt:

etF==iwt mit k? = w? und E,, E, € C

= bedeutet ,,dargestellt in geeigneter Basis”.
B(7,t) = €, x E(7,t) in Heaviside Einheiten: pg = ¢y =1

,,Polarisationsvektor” EZ) z.B. verantwortlich fiir z.B. zirkular polarisiertes Licht. (Phasendifferenz = %)
charakterisiert durch p = g—i = et e ¢
Spezialfille: p= 0 00 1 -1 i —1
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linear polarisiert liegt
auf der reellen Achse

zirkular
iR

e _l "1
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e , L
fiir |p| fest
Energiedichte:

S 1 oo 5 o
W(rt) = §(| Re E(7,t)[> + |Re B(7,t)|*) = | Re E(7,1)[?

= |E.[?cos?(kz — wt + ay) + | Ey|? cos®(kz — wt + ay) o=y — 0y

Gesamtenergie im Volumen V:

1 1 — —
e(t) :/ d*rw(F,t) = §V(|Em|2 +|E,?) = §V|E\2 mit E = (E“> (1.1)
\%4

Ly

Nun soll ein Polarisationsfilter eingesetzt werden. Betrachte eine u-Welle (p = 1) und lasse sie durch einen

x-Filter (p = 0) treten.

Ey
Vorher

45°

Ey
Nachher




1 1
Evor = §V . Z‘EIIQ = €nach = §V|E1‘2

Die Energie hat sich halbiert.

b) Photonen-Zustand: Bra-Ket-Notation

Quanten-Input
Lichtwelle besteht aus einer groflen Anzahl N identischer Photonen mit Energie fuw.

demnach: £ = Nhw 2" %ﬁw, d.h. 50% der Photonen passieren
Interpratation: jedes Photon hat 50% Passierwahrscheinlichkeit.
Korrespondenzprinzip

. . . AN 1
klassischer Grenzfall fiir N — oo mit & ~ I8 0

bisher: Passierwahrscheinlichkeit eines x-Filters fiir linear polarisierte Photonen E (peR)

By

. Ew 2 Ew 2
B2 B>+ By

analog fuir zirkulare Polfilter, z.B. ein R-Filter (rechtszirkular):
alte Basis: (€;,€,)

neue Basis: (€g, €1,) mit € = %(@. +i€,) und €1, = %(éﬂ —i€y)
neue Komponenten Er, E;, erhdlt man iiber

1 )
E(Ew —iEy), Ep, =

Passierwahrscheinlichkeit eines R-Filters bei linear polarisierten Photonen E

E = E,é, + E,é, = Erér+ Eré, = FEgr= (B, —iE,)

1
V2

L |Eg) | 5(Be—iE)P  ||E|cos® —i|E|sin0|" 1
Wr(E) = —5— = = = o D)
\B|? B2 2| Ef? 2

1, 1
O —isi @2:7 7162:7
| cos 1sin ©| 2|e | 5

fiir linear polarisiertes Licht kommt 50% durch den R-Filter
Beschreibung des Zustands einzelner Photonen

1 ay N 1 =
Encrgic ¢ = Nhw = 3 V|E] e hw= SVIEP

Definiere den Zustandsvektor der Photonenpolarisation

(Y _ |V (B ) ) )
I¥) = <wy =V omw \E, ) €0 sodass [Tl lm =1 (1.2)
|-) heifit ,Ket” (neue Notation fiir Vektoren) ) € §3 (Einheitsvektor in €2 ~ R%)

Bemerkung 1:
vorher p € C jetzt [¢) € S3.



Die Redundanz in |1)) ist die Phase: [t1)) ~ €% |1))

Bemerkung 2:
Die Normierung [¢,|? + [1,|? = 1 ist unvertréiglich mit dem Superpositions-Prinzip. Man muf beim Addieren
noch mehr Redundanz zulassen:

[) ~ A|) mit A e C |t)) modulo A-Multiplikation ist ein ,,Strahl”.

Beispiele:

=
|
N
O =
S = e —
<
~
Il
7N

Definition: adjungieten Vektor
) == (¥5,¢y)  ,Bra” (1.3)

Definition: Skalarprodukt: aus ,,Ket” [¢) und |¢) bilde |¢)), (9]

(010) = (0205) () = 62w + 630, = (0l (1.4

Dies definiert C? als unitdren Vektorraum.
Normi : =1 = =1
ormierung von [6): ¢} = —1—10) (wl)

Zerlegung eines Zustands in einer Basis:

) = le)e + )y °=" [Ryvr + Ly
Man findet die Koeffizienten durch Projektion:
(2l = (@le) vo + (aly) ¥, °%" (@] R + (2| L)
R

ta

Damit ldsst sich |¢) wie folgt darstellen:

1) = le)(@[¢) + [y)ylY)  analog:  [¢) = |R)(R[Y) + |L)(L]¢))

Allgemein:
|z) (x| + |y){y| =1 ., Zerlegung der Eins”

= Polarisationsfilter wirken wie Projektoren

z-Filter Normierun
W) = [a)(=l¥) + [ yly) — ) = [a)(zl) =" ) = |z)
Passierwahrscheinlichkeit: W, (|¢)) = % = |1he|? = |(z[) ?_ da die Zustinde normiert sind. Die Summe
aller moglichen Wahrscheinlichkeiten ist 1: [¢h,|? 4 [, ]? = 1.

(z|®). .. Amplitude = Wahrscheinlichkeit = | Amplitude |?
Vergleiche dazu klassische Wellenoptik: Intensitéit = | Amplitude |?

analog fiir |R)-Filter: Wx = [(R|1)|? bei Photonenzustand |¢)

Allgemein: Photonen |¢) passieren ¢-Filter mit WahrscheinlichkeitWy( |1)) = |(])|? (1.5)
(Zwei Zusténde: Photonenzustand |¢) und |, Filter-Zustand” |¢))



c¢) Drehimpuls und Helizitét

Quanten-Input
Drehimpuls einer Lichtwelle = > Drehimpuls eines Photons

Photonen

—

Im Experiment beobachtet man: Helizitdt = Drehimpuls parallel zur Bewegungsrichtung ~ L. p==h
Eine klassische EM-Welle in 2-Richtung hat den Drehimpuls

L1 L. L
L= f/d?’r 7Xx (E x B); oc-ausgedehnt: £ x B ~¢é, = Helizitdt =0

C

Betrachtet man aber eine rdumlich bregrenzte Welle

°= :

\% so verschwindet die Helizitéit nicht unbedingt: ExB lov = é..

—

Rechnung: V-E=0, §:V><A, E= —%atffmit Eichung ¢ =0

N
I

/ d3r 7 x (V x A)) = 1/ & 7 x (EpV Ay, — EpdpyA)
]R3

]Rs
30 [Em (7 X V) A — O (BT X A) + (O B )7 X A+Epy 0¥ X Al

0 0 Em

/ Pr[Ex A+ En(Fx V)Ap]
3 H/—/ —_————
Spin ~V Orbital ~0V

— -

Al Ol
IS

=

3

Q=

=

z-Komponente: (7'x V) =29, —yd, = 0, gibt Null auf e’**, nur Beitrige vom Rand oV

ro 1 — -
L, E” / & (E x A) Helizitit
C z

Welle(npaket) in 2-Richtung:  E(7,t) = <§l> . gilkz—wt)
y
E,, E, Polarisationsrichtungen

= ) = £ () et

iw \ By

Im Folgenden ist (Zm> =< (EI) und ef(kz—wt) = gia
y

w\ B,

L, = % / d*r [Re(E;)Re(4,) — Re(E,) Re(4,)]
= i /d3r [(Ere'™ 4+ Eje™ ") (aye’™ + a;;e_m) — (Bye™ + E;;e_m)(axem +ake™")]
= L (B4 4 EA, - B, AL - BjA,)
= % (EzE, — ELE})

unter Verwendung des Integrals

L/2
< i —q 1 fiir kL>1
/ dST‘ eine — o inwt 7TR2 / dz eznkz hL V(Sn,O
\4

—L/2

(1.6)



im letzten Schritt. Mit £, = %(ER +Ep) und E, = %(ER — Ep) folgt

Vv
L. = o (IExP ~ |ELP)

Fiir den Zustandsvektor (vgl. (1.2)) [¢) folgt Ep g = \/ 224y, g fiir ein Photon.

L = (j0P = [0e) = b ((RI0) = [(L})F) 1)
Aus dem Experiment erhiilt man aber Helizitit = +A. Den Ausweg bietet die
Quanteninterpretation
(1.7) ist ein quantenmechanischer Mittelwert (Erwartungswert) fir viele identische Messungen.
Erinnerung: Sei A eine Messgrofie. = Mittelwert von A =Y a; W(a;) =: (A)
mit a; = ,,mogliche Messwerte” und W (a;) =,,Wahrscheinlichkeit, dass a; gemessen wird”
hier: (L,) = +hW(+h) + (—h) W(-h),
wobei W (+h) = Wr(|4)) = [(R|¢)|* und W(=h) = Wr(|4)) = [(L|y)[? ist.

Normierung: W (+h) + W(=h) = [(R[y)[* + [(L[¢)|* = (W[R)(RW) + (Y|L)(LY) = (Y]) = 1
Der Erwartungswert (L.) héngt vom Polarisationszustand |¢) ab = schreibe (L)

W(+h) + W(=h) = (Y|y) =1
Wir erhalten also
(L2)y = B[(BI)|” = A|(L|y)|”
und [¢) = [R) = (L2)y = +h, [¢) = |L) = (L:)y =T

d) Operatoren, Eigenwerte, Erwartungswerte, Projektoren

Was zeichnet |R), |L) beziiglich L, aus?
Eigenzustinde eines Operators S : €2 — C? (lineare Abbildung)

S|R) = +1|R)
S|L) = ~1|L)

. - . (0 — . 1 . 1
In einer |z), |y>—Ba5181stS:(Z. 0 ), |R>:\}5<i>’ |L>:\}§(Z)

S erzeugt Rotationen um die z-Achse:

}Matrixdarstellung von S = <1 _1> in |R), |L)-Basis (1.8)

"y :0\3
e = 14+ihS + (120') 1+ (Z;) S+...=Tcosf+iSsinf =: R(#) Drehoperator
2=1 ! !
= R(O)|R) = ¢ |R), R(0) L) = e~ |L) (1.9)

= |R) und |L) sind Eigenkets zum Drehoperator um die Z-Achse.

Spin- oder Helizititsoperator

(Lyy = B[R 6Ly
= RIR)(RIY) — K($IL)(L]Y)
) IRSIR)(RIY) + ($|hS|L)(L|)

e (ylns|y) (1.10)



Erwartungswert der Helizitdt = Matrixelement des Spin-Operators

Zusammenfassung: Der Zustand eines Systems wird beschrieben durch einen Ket |¢) € C2.

makroskopische Interpretation Quanteninterpretation
physikalische Grofie — Operator im Zustandsraum €2
z.B. Photon-Drehimpuls L, z.B. hS ,,Observable”
mogliche Messwerte — Eigenwerte
(L, = +h) (x£h...EW von hS)
Zustand mit scharfem Messwert A — |) = Eigenvektor |A)
(L = +h) ([v) = [R))
Wahrscheinlichkeit, scharfen
Messwert A zu beobachten — Wi( ) = [(AJ)|?
(W(+h)) (Win(l)) = [(RI¥)?)
Mittelwert einer physikal. Grofie — Erwartungswert eines Operators
((L2)) (Lz)y = (@[AS¢))
Wiederholung

Operatoren im Zustandsraum, z. B. &S,
Eigenwerte \, Eigenzustéinde |A), Zustdnde [¢) (normiert (¢|tp) = 1 und (A|A) = 1),

Wa(19)) = [(Al)|*, Mittelwert (O),, = (¥]O]),
spezeller Fall fiir O = [\)(A| = Py = ($|0]¢) = (WA Aw) = [(A[)[, weil (1]X) = (\|v))",
dh. (Pa)y = Wa(]4))-

Etwas Lineare Algebra

AuBeres Produkt (dyadisches Produkt) von 2 Vektoren

A N P T T

Y

Zerlegung nach Basismatrizen:

(&) = alodel + o) o1+l el + s o

,Assoziativitat“

<|¢><¢|) 16) = |¢>(<¢>|9>) = Klammern iiberfliissig! (bitte priifen!)

Folgerungen:



(1) |¢)(¢| = Pp ist ein Projektionsoperator (falls (¢|¢) = 1)

= Pylv) = [o)(dlY) ~ [4)
= PyPy= |¢><ﬁ|ﬂ<¢| = |¢)(¢| = Py (1.12)

=1
(2) Summe von Basisprojektoren = Identitét
Bsp.: [}z +|y)(y[ =1 (1.13)

(3) Zerlegung eines Vektors:
2B, ) =11 = (J2)el + ) (v]) [9) = [2)(@l) + [y)ylo) = volo) + vy )

(4) Zerlegung eines Operators (in Eigenbasis):

zB. § = S51=5- (IR><R\+IL><LI) (+DIR)(R[ + (=1)[L)(L| = [R)(R| — |L)(L]|

I
7 N
S =
\_/
/—\
\_/
7 N
S =
I o
—_
N~~~

e) Amplituden — Mechanik

|(R|1)|? ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Photon im Zustand [¢) im Hinblick auf einen R-Filter so
verhélt, als wiire es im Zustand |R).

= Wy(l¥)) = }<¢|1/J>|2 Wahrscheinlichkeit(1.5)
(¢]1) heiflt (Wahrscheinlichkeits—) Amplitude (fiir |¢) in |$))

totale Wahrscheinlichkeit W, (|z)) eines z-Photons, einen y-Filter zu passieren: mit Umweg iiber Zerlegung in
sirkulare Basis (R). [L)): Amplitude = {yla) = (y] (|B) (Rl + [L)(LI) [2) = (ylR)(Rla) + (| L) (Lla)

W,(l2)) = |{yl2)]” = [(y|R){(Rlz) + (y|L)(L|z)|?

Interferenz-Terme

= [WR)*- (BI)[* + [0 [ (L) * + (WIR)(Rla)y|L) (L]a) + h.c. )

i

11 11 i1 1 ; P—
§.§+§.§+2 §+§ 5= =0 hermitesch konjugiert

Klassische Rechnung: Addition der Wahrscheinlichkeitder beiden Alternativen:

1 1
|) =, |R) — ly) und |z) — \R) |y) addieren sich zu- + =
w=1 w=1 W=

11" aber wir wissen W, (|z)) = 0.

|z) = |L){L|x) + |R)(R|x) ist Superposition von |L) und |R)
Messungen projizieren und verindern dadurch Zustéinde: [¢)) —— |z)(x|¢))
hierbei ist |z) der Endzustand und (z|v) die Amplitude.

Unterschied zur klassischen Wahrscheinlichkeitaddition: quantenmechanisch sind die Amplituden von nicht
untercheidbaren Alternativen zu addieren, erst dann zur Wahrscheinlichkeitzu quadrieren.



f) Gemische

kombiniere einen monochromatischen Strahl aus zwei Quellen:

Quelle 1 emittiert nur Photonen in [¢1) mit Intensitit L; und W = p; = ﬁ
Quelle 2 emittiert nur Photonen in |t¢3) mit Intensitét Ly und W = py = Lll'sz

Was ist der Erwartungswert einer physikalischen Groéfle fiir solche Lichtstrahlen?
Antwort am Bsp. L,:

(L) = (FRW(+h) + (=h)W(=h)

= (+0) [P Wr(|¢1)) + p2Wr([92))] + (=h) [Pt WL ([¢1)) + p2WL([12))]

= (RO + Pl (Rl — pa| (Tl [ —p2|<L|w2>|)
pr (ARO[ = B(L1w)|*) + p (B(RIv2)|” = Bl(Llw2)[)

p1(¥1|AS[1) 4 p2 (12| nS|ih2)

(L10)
=t pi{La)y +p2(le)y

klassische Wahrscheinlichkeits-Addition der quantenmechanischen Wahrscheinlichkeitder Teilstrahlen

e allgemeiner Fall

Quantensystem ist mit Wahrscheinlichkeit p;(i = 1,...,n) in einem von mehreren Zusténden |[i;);

heifit ,,gemischter Zustand“, besser ,,Zustandsgemlsch“
Spezialfall

alle p; auBler einem sind Null = Quantensystem befindet sich in einem ,reinen Zustand“ |[¢)

e Dekohirenz: reiner Zustand — Gemisch

Superposition a |¢1) + B 2) = [¢) mit (1|2) =0, (W|) =1, d. h. |o¢|2 + |ﬁ|2 =1

Zerstoren der Phasenkorrelation fithrt zu einem Gemisch { [th1),p1 = \a|2} U { [tha), po =

Bsp.: (L:), = (a" (1| + 5% (a|) S (alvn) + B lih2))

Mittelung iiber relative Phase ¢ von a*3 = |a3|e!? liefert

(La)y = |al* (@[S [wn) + 18] (Yol AS[w2) = |of*(L2), + [BI*(L2),

Dieser Prozess heifit ,,Dekohérenz*

o Extremfall ist unpolarisiertes Licht
mit gleicher Wahrscheinlichkeit in jedem Polarisationszustand |¢)({(¢|¢) = 1)
ist d4quivalent zu einer einfacheren Beschreibung:

mit jeweils W = 1 in einem von zwei orthogonalen Polarisationszustéinden |11), [1)2)

Demonstration am Bsp. (L.):
jedes [9) = alyn) + Blun), o + 6] =
(L2)unpo. = Mittelung von (¢|7iS|$) iiber alle [¢)
= Mittelung von (L), 4 iiber alle a,
= Mittelung von (L

= Mittelung von (L), 5 iiber |al,[f]
1 1

= §<Lz>1 + §<Lz>2

2.B. [Y1) = [R), [t2) = |L) = (L:)ynpor. = 3(+h) + 5(=1) =0

af? (1| S |p1) + |BI (ol iS|iba) + o Bt [AS|1ha) + aB* (1ha|hS |4 )

2)a,p ber Phase ¢, dann iiber |af, |5

(1.14)



Dichtematrix (Dichteoperator)

Zur Berechnung der Spur am Beispiel einer 2x2 Matrix:

tr[M i) (o] = (| M]¢) (1.15)
Beweis:
M) | = (M) (6l) + WM @)

= (Olz) (2| M) + (ly) (y| M)

= (@l (|=) (=] + ly){y )M [¢)

= (¢ M)
Spezialfall:

tr[M] = tr[M1] = tr[M(|z)(z|+ |y){yl)]

= tr[M|z)(z|] + tr[M]|y)(y|]
= (z|M|z) + (y|Mly)

[¥1) mit W. = p;
[{h2) mit W. =py [’

wobei (Y1|1h2) =0, p1 +p2 = 1, (Y1]1h1) = (alth2) = 1.

Beachte Photonenstrahl gemischt aus {

(L) = p1(1]hS[1) + p2(ib2|hS|ie)
= p1 tr[AS|Y1) (Y1) + p2 tr[AS|12) (Ya]]
= tr[aS(p1]Y1)(P1] + pa|the) (a2])]

= tr[hSp)
mit p = p1|t1) (1] + p2|th2) (2] =: Dichtematrix (1.16)
allgemein: (0) = tr[Op] (1.17)

Eigenschaften der Dichtematrix:
(1)  trp=pi+ps, tr[p’]=pi+p3<1

= p =) (Y] =P
=p>=p Reinzustand < Rang p =1 (1.18)

3) p2:p:>2||1/;> so, dass p = |) (Y| = Py
(4) plt=p hermitesch
(5) Punpol. = %]1

(2) p1 =1, andere =0
(

Achtung: im Allgemeinen ist p nicht diagonal.

. . . (p 0 \ in |R),|L)-Basis 1 [p1 +p2 p1 — po
Bsp.: in |z) |y)-Basis: p = ( 01 p2) ¢ 3 <p1 o pi +p2)

g) Doppelbrechung: Ortsentwicklung

Betrachte einen Calcit-Kristall, der Photonenstrahl selektiv aufspaltet:
Brechungsindex n, fiir Photonenpolarisation senkrecht zur optischen Achse: 17 (ordinary)
Brechungsindex n. fiir Photonenpolarisation parallel zur optischen Achse: |7 (extraordinary) (n. < n,)
Wahl: Strahl in z-Richtung, 7 in x-y-Ebene, Polarisationsbasis: |o) |e)(wie|z) |y)), Grenzflichen L Strahl
Die Phase von E ~ eth#=iwt o fost, k = “n = ke < ko
Lange des Kristalls: L = Laufzeit im Vakuum T = %



Zerlegung: |thin) = |e)(e|tin) + [0){0|thin)
Effekt des Calcit-Kristalls: Multiplikation der Anteile ~ |e) und ~ |o) mit unterschiedlichen Phasen:
|wout> _ 6ikeL7in |6> <€W}zn> + eikoLfin |O> <0|'L/}zn> — €7iWTUL |7/)zn>

mit U, = e**<Z|e) (e| + e™**|0) (o] (2.B.z=1L)

Definition: Ubergangsamplitude von |¢;,) nach |¢)
= Amplitude fiir |¢) in |[Yout)

= (9[Yout)
dann: Uberganswahrscheinlichkeit von [1b;,,) nach |¢) = [(|UL |1hin )|

Phasenénderung im Kristall: [2) = U, [Yin), 0<z<L
W}z=0> = W}in>a |¢Z=L> = |7/)out>

3 wichtige Eigenschaften von U,:

(1) Multiplikativitéit
U, ist multiplikativ, d.h. U,1q [¥in) = [V24a) = UsUs |¥in)
Beweis:
UuU. = (e™e)e] + e™?[o) {o]) (<% [e) (e] + e**%[0) {o])
eike(era) ‘6) <6| + eiko(z+a) |0> <0|

Uz+a

fallskea < 1, koa < 1gilt:U, ~ 1 + iaK
mit K = k.le)(e| + ko|o) (o] Wellenzahloperator (inle) o) — Basis : K = <ke 0 ))

Beweis:

&
2

(14 ikea)le){e| + (1 4 ikoa)|o){o]
le){e| + [0){o| + ia(ke|e){e| + kolo)(o])
= 1+1iaK

Bemerkung: Ein allgemeiner Zustand |¢) = |e)¢e + |0)9), hat keine definierte Wellenzahl
(auler |¢b) = le) oder |¢) = |o)).

(2) Differentialgleichung fiir |¢.) (und U,)

Sei ka infinitesimal:

4

[V2ta) = (1 +iaK) |¢;)
‘wz+a> - Wz> ~iald |¢Z>
= lim([Yzra) = [¥2) = iK [¢:)

4

d , d )
= ) = K [0) & U. = iKU.
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explizit in |z) |y)—DBasis:
Lalvs) = ialK) = ilal Kl (aly=) + il Ky olo-)
Ll = iyl =) = iyl Kla) (ale) + il K ) olo-)

F)e = (e k) () o {070

Losung der Dgl. mit Anfangswert |¢),—o) = |¥n) baw. U,—g =1 :
|¢z> = eizK |"/}zn> = Uz = eiZK

check: A ‘ ‘
K = kele)(e] 4 kolo) (o] = € = e**e) (e] + €**|0) (0| = U.

(3) U, &ndert nicht die Norm von [¢.), d.h. (¥.qa|¥zta) = (Y2 |002).

Beweis:

<¢z+a|¢z+a> - <wZ|U:era|w2>
= <wz|¢z> adan:e

_izkt K=K
izK —! U,Z

K=K (K ist hermitesch), Ulu, =1 (U, ist unitér)
Es gilt sogar:
UlU, =1 (unitéir) < KT = K (hermitesch)
da man auch die andere Richtung zeigen kann:

Beweis:
0 = d%]l—dci(UTU ( — )U +UT( )
_ (jZU)U+UT( v.) " (ixv.) UL + Ul (KU
= —UIK'U, +iUIKU, = iU} (K — KU,
= K=K

Es gilt allgemein:

det GtM — ettrM

Einfach zu zeigen fiir beliebige diagonalisierbare Matrix M = SDS~! mit D = diag()\;):

detet™ = detetSPS" = det SetP S~ = det S - det etP - det S~1
det S( H e?i) . (det §)71

i
) -1
_ etzi i ettrD — ettr(SDS ) — ettrM

Mit dieser Identitédt kann man nun folgendes feststellen:

K =Kf = trK reell = detU, = dete*X =K = e mit p € R

) U

U.Ul =1 = det (UIU.) =1 = (detU.)" detU, =1

Also ist det U, = e** eine Phase.
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h) K-Mesonen: Zeitentwicklung

bisher: ebene Welle ~ e?** =t =t wobhei —\t durch die Absorption zustande kommt, monochromatisch: w fest,
k variabel (mit dem Medium)

Erinnerung an 2 Fakten:

1. Relativistik:

pO E E 2 |
pt = ( ]5,) = (5,) mit p? = p,p* = < > — 2 =m?c® wobei m die invariante Masse ist
c
2. Planck — de Broglie:

£ B w2 py mic? m=0: Licht
c — c A el _
<ﬁ)_ﬁ(k> mlt(C) K h2 m > 0: Materie

Welle ~ e# (pz—Et)—Xt
Aufgrund der Absorption (—At) hat diese nur eine endliche Lebensdauer:

1
T2

jetzt: fester p, variables ' = \/p?c? + m2¢* durch Benutzen verschiedener Massen
iiberlagere 2 Materiestrahlen unterschiedlicher Masse m = my und m = mg
erlaube auch verschiedene Lebensdauern A = Ay und A = Ag (L= ,,long”, S=,,short”)

T

(1.30)

Paradebeispiel: neutrale K-Mesonen (hier vereinfacht: ohne CP-Verletzung) kommen als Zusténde scharfer
Masse und Lebensdauer in 2 Varianten vor:

e K; hat my =~ 500MeV, 77 ~ 500-10719% < X\; =107s7!
e Kg hat mg ~ 500MeV, 75 ~ 107 1% < Ag =500-107s"!

aber Am =mp —mg ~ 3,5-107%V ~ 500 - 107C%s_1 ~ c%)\s ~ Am 1014

Zerfille: Ks — 7tn™  (70%) K, — 7nFefuv.  (39%)
7070 (30%) EuFy,  (27%)

079 (21%)

ata—m0  (13%)

Als Zustéinde scharfer Masse und Lebensdauer sind |Kp) und |Kg) Eigenzustinde der Zeitentwicklung. |K)
und |Kg) sind auch Eigenzustéinde eines Operators CP:

CP|Kgs) =+|Kg) CP|KL)=—|Kyp) ON-Basis: |Kp), |Kg)
aber: Erzeugung und Vernichtung von K-Mesonen werden als Eigenzusténde von ,,Strangeness” S beschrieben:

S|K% = +|K%  S|K’)=-|K’)  ONBasis: |[K°), |[K")

Zusammenhang:
K% = L(1Ks) + K1) £ |Kg) = L(IK°) + [K))
K’ = 3 (1Ks) — K1) K1) = S5 (1K) - [K"))
K% CP [K") K1) 5 [Ks)

Zeitentwicklung eines Eigenzustandes ~ e #Ft=A ~ e=iwt=A it | = Fg oder Er, A = Ag oder \p, lasse
gemeinsame Phase e#P? weg.
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i) sel [¢(t =0)) = [Ks)
dann [¢(t > 0)) = e~ ™st=2s! |Kg) mit wg = 5+/p?c? + m%c?

Wabhrscheinlichkeit, das Teilchen zu einem spéteren Zeitpunkt als Kg zu detektieren:

[(Ksp(o)| O Jemiost Aot = o722t = o
Achtung: (1(t)1(t)) nimmt ab ~ e=2Ast (Zerfall)

ii) sei |¢(t=0)) = |K") z.B. erzeugt durch starke Wechselwirkung (pm — AK)
zerlege in CP-Eigenbasis |K 1), |Kg):

2z
V2

(0> 0)) = = (75 K)om0t )

Wahrscheinlichkeit, spéter ein &’ zu finden:

Wt =0)) = |K°) = —=(|Ks) + |K1))

(K[ (t > 0))]”

1 . L . L 2
5 ‘e—zwst—)\st<KO|KS> + e—zth—)\Lt<K0|KL>‘

_ }(e—mst 4o ut _ gmOs AL og () — ws)t>

Q

nicht relativistisch 1 onet 1 —oage 1 age 1 2
(langsam) p? < m?2c? 1°¢ e T o° COS(?’zAmC 2

W.

Bl
1

e~ 2Lt Interferenz
,,Schwebung”

(N

K -Zerfall

TS

,,Rabi-Oszillation”

= Aus der Lénge der Schwebung erhélt man Am

Zeitentwicklung fiir beliebigen Eigenzustand:

Notation: wy — i\ =: ar, ws —iAg =: ag

BO) = Ks)Es[p(O) + [Ke) (K p(0))
(1)) = e "' Ks)(Ks|y(0)) + e " " |[Kp)(Kr|i(0))
= (e K K|+ e (K L) (K| ) [(0)
= U [9(0))
mitU, = e—iast \Ks)(Ks| + o—iart KL )KL Zeitentwicklungsoperator

,,Propagator”
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Differentialgleichung:

d
i le(0) = (ase ! |Ks) (Ks| +ape™ KL )(KL]) [(0)) (1.35)
= (aslKs)(Ks| + aplKp)(Kyl) - (e725 |Kg)(Ks| + e+ |K )KL ) [bo)
=¥(1))
= Z%|’¢(t)> =: %HW(t)) Schrodinger-Gleichung (1.36)
mit H = ﬁ(aS|KS><KS\+aL|KL><KL|> Hamiltonoperator (1.37)

in |Kp), |Kg)-Basis:
L (ar 0\  [E,—ih\g 0
H_h(o O¢5>_( 0 EL—Z'fv\L>

. efiaLt 0
Ut = ( 0 eiagt)

wenn Ag = A, =0 = Hi = Hund U U, =1

Zusammenhang zwischen H und U;:

iﬁ%Ut — HU, mitUy=1
Losung: U, = e # o H= Ut‘l(%%Ut) (1.38)
Versuchen Sie H und U; in |KY), |f0>—Basis aufzuschreiben!
Zusammenfassung / Wiederholung
[(t)) = Uy |(0)) Schrodingergleichung: z% [(t)) = %H [ (%))

falls H zeitunabhéingig: U, = e~ "

unser Beispiel: H = hag |Ks)(Kg| + hayp |Kp) (K[|

. as e*’iast
H:ﬁ( aL) —>Ut=< emLt>

in Eigenbasis |K), |Kg):

in |K°) |K’)-Basis:

Ut:

H;Z(%?‘*‘OKL ag—aL)

e—zast + e—wth e—zozst _ e—zaLt
ag — o og+ af

e—lf’ést _ e—laLt e—zast + e—szt

1
2

H="(as+an)l+ Las —ag)oy — Utemawm( cos(as —ar)g —isin(as—%)é)
2 2

—isin(ag — aL)% cos(ag — ozL)%

Bemerkung: Wir hatten die Dichtematrix eines Gemisches definiert als

p = p1l1) (1] + palh2) (b2l |3h1) |12) ist ONBasis.
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Setzt sich der Strahl aus mehr Anteilen zusammen, gilt analog

n
p= sz|1/}z><wz| mit (1;|¢);) = 1, aber nicht orthogonal, trotzdem 2 x 2 Matrix bei Photonenpolarisation.
i

Nur die Zerlegung von p in zwei orthogonale Projektoren ist eindeutig.

IT Elemente der linearen Algebra

a) Vektoren = Kets

lineare Vektorrdume V iiber C mit Elementen a,b,c € V, A\, u,... € C

|[Aa + pub) = Xla) + w|b) Basis {[|i),i=1,...,d} ={|1), |2),..., |d)} ; d = dim V, Dimension
Zerlegung |a) = |i)a; eindeutig, a; € C

b) Dualvektoren = Bras

Linearformen in V' bilden den dualen Vektorraum V*, a, 5, ceV*.
Dualer Vektorraum:

V*3 Bra: V—C
(a| : |b) — Zahl (a| (|b)) € C

antilinear: (\a + pb| = X\*(a| 4 p* (b|
Basis {(ﬂ yi=1,... ,CZ} Zerlegung (a| = @, (1]

Bei unendlich dimensionalen Vektorrdumen kann es durchaus vorkommen, dass d # d.
c) Skalarprodukt

VxVi—C
(la), |b)) — (a|b) = —(bla)* sesquilinear

wenn auf allen Vektoren erklirt, dann ist V unitér, z.B. V = ¢

i
definiert eine Konjugation V22V, |a) — |a)t = (@| vermoge (a| (|b)) = (a|b)

sesquilinear: {(a|\b+ pc) = A{a|b) + plalc)
(Ab + pcla) = A" (bla) + p*{c|a)

definiert eine Norm: Norm?( |a)) = | |a)|® = |a|* := (a]a) € Rxo
[(alb)| < |af - [b], |a + b] < |a| + [b]

ONBasis: { |i)} = (i[j) = 0,
@) = 3 fi}a: = 5 Ji)ila)

(alb) = > _(ali)(ilb) = > aibi, (ala) = E jail* = 0

K2
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e wir konnen identifizieren: V* =V, (a| = |a)f =: (a

d) &#ufBleres Produkt

Das #uflere Produkt ist eine lineare Abbildung von V nach V.
VxV*— Lin(V —-7V)

(la), (1) — la) (| - V —V
mit o)+ fa) (5 (o) V"2 Ja) (blo)
——

V sei unitir = (|a)(b])" = |b)(a|

|a)(al
(ala)
Zerlegung der Eins: 1 =) |¢)(¢| = >_ P, mit P,P; = §;;P; (keine Summe {iber ¢)

speziell: = P, Projektor, hermitesch, rg P, =1

e) lineare Operatoren

Q:V—V
|la) — |a’) = Qa) = |Qa)

Q|Aa + pb) = A2 |a) + p€ |b) } et
(AQ) [a) = A(2]a)) = A |Qa) = [AQa)

Kommutator: [2,A] := QA — AQ = —[A, Q]

Es gilt: [, A0] = A[Q,0] +[Q,A]© vgl. Produktregel beim Differenzieren
[[A,Q],0]+[[0,A],Q] +[[,0],A] =0 Jacobi-Identitét

In ONBasis:

(iQ05) = Qij = Q= Qi) (j| = ZI Qi = ZI i) (j

ij

(QA)ij:<iIQAIJ>:Z<IQ\k (k[ A1) ZﬂzkAk]

k 1

f) adjungierte Operatoren

Zu Q adjungierter Operator: Qf : V* — V*
(@l — (@] = (@l Q = (Qa| == |Qa)" = (2[a))"

@) — = |0q)
A |
@ —L = (Q
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Bs gilt: (QA)T = ATQT  (analog: (QA)~! = A~1Q71)

Beweis: (i (24)' = (QA)a] = (Q(Aa)| = (Ra|QF = ((@ AN)Q! = (@] AT
Ferner ist (Q1)T = Q.

@Oy = (@b = (bl
I — V unitdr — I

(@falp)r = (@Qfa) = (0Qfa)

g) Eigenkets, Eigenwerte
Definition: Q|w) = w |w)

Dabei ist |w) Eigenket zum Eigenwert w. Im Falle von Entartung (mehrere Eigenkets zu einem (mehrfachen)
Eigenwert), schreibe |w,a), @ =1,...,¢g. Dabei ist g der Grad der Entartung = Dimension des Eigenraums.

P,la) = ‘?glgl =1-|a), P,lat)=0 mit |at) senkrecht zu |a).

Es sind auch > A, |w, &) Eigenkets zum Eigenwert w.

Falls es eine vollsténdige ONBasis { |w;)} von Q-Eigenkets gibt, gilt:

w1

(Wi Qw;) = d;;w; (keine Summe) (Qi5) = w2 s Qw) =wi|wi),  (wilwj) = 645

Spektralzerlegung:

Q= sz|wz><wz| = Zwipi = diag(w;)

{w;} heifit Spektrum des Operators €.

trQ=> w;, detQ =JJw;, rgQ =# (w; #0)
' ' ™\ Anzahl

h) Unitire Operatoren

U unitir & UTU =1 = UUt

Das Skalarprodukt ist invariant unter Transformationen U, d.h. U erhélt das Skalarprodukt:
(Ua|lUb) = ((a| UNY(U b)) = (a| UTU |b) = (a|b). Es gilt sogar
1

(Ua|lUb) = (alb) V]a), |} < UU'=1 < U unitir.
Ferner ergibt sich folgende Ahnlichkeitstransformation von €
(Ua|QUB) = (a|UTQU|b);  vergleiche mit (a|Q|b)
Es sind dquivalent
(1) Transformation der Zusténde |a) — |a’) = |Ua), Q@ — Q

(2) Transformation der Operatoren |a) — |a), Q@ — Q' =UTQU
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det(UTQU) = det Q, tr(UTQU) = trQ
Eigenwerte und Eigenkets von U:
Betrachte zwei Eigenkets: U |u;) = u; |u;), U |uj) = uj|uj) ~ (u;|UT = w} (ug)

A~ (ujlug) = (u| UTU Jwi) = whug(uglu;)

2 Falle:
i=j: (uilu)) #0~ufu; =1 ~ u; = e Phase.

i # j: entweder u; # u; (nicht entartet) ~ wiu; #1 ~ (uj|u;) = 0.
oder u; = uj; (entartet) ~ wju; =1 ~ (u;|u;) unbestimmt.

Fazit: 3 vollstindige ONBasis aus Eigenkets, falls U, UT auf ganz V definiert sind.

i) hermitesche Operatoren H' = H
[det(H — A\1)]* = det(H — M)t = det(H — A\*1) = Nullstellen ); sind reell = Eigenwerte reell, Eigenkets?
betrachte 2 Eigenkets: H |h;) = h; |hi), H |h;) = hj |hj) — hi(hjlhs) = (h;|H|h;) = (hj|HT|h;) = % (h;|h;)
o i=7: (hilhiy #0 ~ h; = hf (Eigenwerte reell)
o £ j: entweder h; # h; ~ h; #h; ~ (hilhi) =0

oder h; = h;j (Entartung) ~ h; =h; ~ (h;|h;) unbestimmt ~
kann in {X |h;) + @ |h;)} orthogonalisieren

Fazit: 3 ONB aus Eigenkets, vollstindig falls H, H' auf ganz V definiert

j) Diagonalisierung hermitescher Operatoren

e gegeben H in einer ONB { i)}, gesucht: ,Rotation“ U in eine Eigenbasis { |h;)}, dann 3 U unitér, so dass
U'HU = H' = diag(h;)

e gegeben zwei hermitesche Operatoren H, G, die kommutieren: [H, G] = 0, dann gibt es eine gemeinsame
Eigenbasis { |hi,gi>}7 d.h. H ‘hi;gi> = hl |hiygi> und G |hi7gi> = 3g; |hi,gi> Y1

Beweis: nehme an, dass G oder H nicht entartet ist (z.B. H), H-Eigenkets H |h;) = h; |h;)
H|Ghi) = H -Glhi) = G- H |hi) = G - h; |hi) = hi - G |hs) = hi |Ghi)
= |Gh;) ist wie |h;) ein H-Eigenket zum Eigenwert h;
H nicht entartet ~ |Gh;) < |h;) ~ G|h;) = g; |hq), schreibe fortan |h;) :== |hs, gi)

e ein Satz kommutierender hermitescher Operatoren kann simultan (mit einem U) diagonalisiert werden,
d.h. die Eigenkets geben simultan Eigenwerte aller Operatoren

III Bewegung von Teilchen

a) unendlich viele Freiheitsgrade, Hilbertraum

bisher 2 Freiheitsgrade — Zustandsraum C?, kénnen mehr haben — {[i)} Basis i =1,...,d
neu: d kann oo werden — abzédhlbar: Basis { |i),i € N}
— iiberabzéhlbar: Basis { |z),z € R}
Beispiel: Orts- und Impulsmessung eines Teilchens in einer Dimension
etwa Ortsmessung: Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Intervall [z, 2 + dz] zu finden
fiir dr — 0 ist diese Wahrscheinlichkeit oc dx und demnach:

Wiz,otda) (1¥0)) = wa([¥0))dx, w, ist die Wahrscheinlichkeitsdichte am Ort (3.1)
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nach bisherigen Regeln
wy () = |<x|¢>|2, mit , Filterzustand® |z) (keine Polarisation!) (3.2)
ist das Absolutquadrat einer (Wahrscheinlichkeitsdichten-) Amplitude
Y(z) == (z|y) € C ,,Wellenfunktion* (3.3)
Schreibweise (z|¢) suggeriert Existenz eines Skalarprodukts

|9), [¥) — (o) € C

auch im oco-dimensionalen Zustandsraum V', d.h. auch eine Bijektion V' < V* iiber die Konjugation

16) = 1) = (0], (9] = (o] T = |9)

Basis-Darstellung;: endlich abzahlbar iiberabzahlbar
d [e'S)
(Slw) =D _(@li)(ilv) — D (oli)ily) — /}R (¢|2) (ly)da (3-4)
i=1 i=1
d > =[g ¢} ()i (z)dz
=3 drdi =2 #ivi

1

i=1 v

neu bei d =o0: ). baw. f dx muss konvergieren — Einschridnkungen an Zusténde, somit V'

Definition: ein Hilbertraum 57 ist
(i) ein Vektorraum iiber C [linear]
(ii) mit einem sesquilinearen Skalarprodukt [unitér]
(iii) in dessen Norm jede Cauchy-Folge konvergiert [Vollstindigkeit)
(iv) und mit einer abzdhlbaren Basis [separabel]
Anmerkungen:

zu (iil): Cauchy-Folge { [¢n),n € N} derart, dass Ve > 03 N € N, so dass | |1h) — |m)| <e VIm>N
Konvergenz heifit, dass Grenz-Ket |¢)oo) in 7 liegt

zu (iv): 3 ONB { i)}, so dass 3 eindeutige Zerlegung |¢) = >, |i)(i[¢) VY |¢) € A
(Mathematiker lassen auch iiberabzihlbare Basen zu!)

Vorteil von 77: V* ~V

Zentraler Satz (Spektraldarstellung)
Zu jedem selbstadjungierten (— hermitesch, D(A) = D(AT))! Operator A in J# gibt es eine Zerlegung

A= Z la;)a;{a;]| +/S laya(ar| da (Skont = »Kkontinuierliches Spektrum*) (3.5)

kont
mit A |a;) = a;|a;), a; € Sdiskret bzW. A|a) = a|a), @ € Skont, wobei das Spektrum Sgiskret U Skont € R

Mathematik: a, |a) sind keine Eigenwerte bzw. Eigenkets, es existiert nur |a) (| da

1D : Definitionsbereich
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R(A) = (21 — A)~! — Spektrum = { Singularititen von R }

Jedes solche A ist selbstadjungiert. Eigenkets von A taugen nur als vollstéindiges Orthonormalsystem (VONS)
von 2, falls Syony = 0. Vorsicht: |a) ¢ !

Beispiel: L5 ([0,1]) = { quadratintegrable periodische komplexe Funktionen auf [0,1] }

Skalarprodukt:  (f,g) — [i f*(y)a(y)dy =: (flg)
1
Norm: |fI" = [y lf()I* dy < o0 v f
Basis:  {en,n =0,1,2,...} mit eg(y) = 1 bzw. e,>0(y) = V2 -sinnry — fol efendy = dmn
Vollstandigkeit: " en(x)el(y) = 0(z —y) ,Zerlegung der Eins“

n=0

Entwick lung: f(y) = Zn en( )fn mit fn - 6;1( )f(y) dy

Nachteil des Hilbertraums als Zustandraum: , Eigenvektoren“ zum kontinuierlichen Teil des Spektrums eines
selbstadjungierten Operators sind nicht normierbar: («|a) = oo, d.h. |a) ¢ . Bezeichnung: ,uneigentliche
Kets®.

Beispiel: Orts-,,Eigenbasis“ auf R: Ortmessung « selbstadjungierter Operator X mit , Eigenkets“ |z) zu jedem
reellen Messwert x:

X |z) =z |z) r€eR (3.6)
Betrachte 52 = Lo(R), d.h. |¢) ist quadratintegrable Funktion, (¢| die komplex-konjugierte Funktion. Nehme
|z) & L2(R) hinzu, dann korrespondiert iiber das Skalarprodukt dazu auch ein (z|:

@ =l = Wl = [ W@ L= Pl die Jo) geors
~ f.lyy=0y—x) ~ f,=686.—2x)

Norm:
(2lz) = | £l / dy 1o ()] = / dy[5(y — o)) = / dy 3y — £)3(0) = 5(0) = oo

auflerdem enthilt ¢ auch unstetige und singulidr quadratintegrable Funktionen 1, d.h. (x|¢) ist nicht iiberall
eindeutig oder endlich.
Fazit: weder |z) noch (z| sind in J#. Auswege:

(a) Verkleinere auf ¥V C 42, z.B. fordere dass ¢ stetig, diffbar., etc. ~ V* DO J, enthilt |z), weil dann
(z|y) = [dyd(y — x)¢(y) = (z) eindeutig und endlich. @
Aber: (x| ¢V ~ ©

(b) Vergroere auf V D 4, z.B. lasse Distributionen zu. ~ V* C S, enthélt kein (z|. ®
Dafiir haben wir |z) € V ~ @.

mathematisch sauber: entweder V* D 7 D V, oder W* C s C W  (Stichwort: ,,Gelfandsche Raumtripel”)

Wie gehen wir mit diesem Problem um?
Benutze |x), (x| als praktisches formales Konzept. Im Notfall kénnen wir immer mit ,, Wellenpaketen“ regula-

risieren: 1 2
_(y—=)
e 2 — dy—x)

6\/7? e—0

|z, ¢€) : Wly,e) = frely) =

el s S el = o [ e ) s

(y— 11) (y*ﬂ;2>2 1 _ (z1—w9)?

= 2 e = 2 —
(x1,€|x9,8) 2\/>/dye e &_me 2 35(961 x2)
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1

= (z,el,e) = ||g,e)* = —= —
£ 27'[' e — 0

Wir rechnen mit kontinuierlicher ,,Basis“ { |z), z € R}.

Orthonormiertheit : (x1|x2) = 6(a1 — 22) ,,delta-normiert*

Vollstandigkeit : / dx |x)(z| =1 Zerlegung der Eins

:hwzjﬁxm@wo=/¢wwww> T@m@wozjdxwm¢mw=/wﬂ@—m¢@

ww=/wwmww=/mwwww /' (Ls - SKP)

9 =3 i@tv) = [ do fa)(alv) = [ do fajuie)

2

Basiswechsel: von { |z}} zu {|i)} mit (x|i) =: f;(x):

m:@w@9/wmwmw=/Mﬁuww

von {[i)} zu {[z)}:
P(z) = (zfY) = Z<m|i> (ily) = Zfi(x)wi
(3.9) und (3.10): Entwicklung von t(z) nach ONB { fi(z)}. 1
Basiswechsel von { |z)} zu { [k)} mit (z[k) = fx(z):
b(k) = (Kl¢) :/dx (klz) (z|¥) :/dwfzi‘(x)w(w)

und zuriick:

wm=mw=/mwwww=/ﬁnwwm

)=vy)

(3.11)

(3.12)

wichtig: Zustand [¢) ist immer der gleiche Vektor im #, nur dargestellt durch Wellenfkt. 1/(x) in einer, oder

(k) in einer anderen Basis.

b) Operatoren im Hilbertraum V

linearer Operator 2 : V — V mit [¢) — Q).
in Ortseigenbasis { |x)}:

i) = (alu) 2 (@I} = [ dy @IRl) 1) = [ dy o))

(3.13)

~ allg. homogene lineare Transformation von ¢ (x) (z|Qy) =: Qz,y) Integralkern

Eigenwertproblem: Q |w) = w |w) in Ortseigenbasis:

/EMme@ww:mmw «»(/@Quwmxwzwnm>

Achtung: Deﬁnitior_lsbereich von () beeinflufit das Spektrum {w},
2.B.: Ly(R) # L5104 ([0,1]) # LYirichlet([o, 1]).
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in diskreter Basis { |i)}:
= (i) =5 (iQl) = D GIRL ) = 20w (3.14)

J

Zusammenhang per Basiswechsel:

Quy = (ilQlj) = [dz [ dy (i|lz)(=[Qy)(ylj) = [dz [dy f; (2)Qz,y) f;(z)
(3.15)
) = (2190y) = S0 1) = S50 ()
1] ]
Wichtige Operatoren auf Lo (R):
o Identitit: 1 = Id : 1[) = |v)
L = (i1]j) = 6ij3  L(z,y) = (z[Lly) = 6(z —y) (3.16)
e Multiplikationsoperator = Ortsoperator X : X |x) = x |x) auf Ortseigenzusténde
Y(@) = (2]Y) = @ XY) = @[ XT|p) = o(alp) =2 (@) = d(x) mitP =23
(@[ Xy) = (zly)y = 6(x —y) -y =z 6(x —y) (3.17)
@lx1v) = [ do [ dy(ole) el X)) = [ oo () 2 vio) (3.15)
e Ableitungsoperator D, K := —iD D: |¢)— [Y)
d
Y(@) = (2 2 (2| D) = (aly') = (Z-¥)(2) (3.19)
d
~ [yl = [ dvste =) i)
d
~ (z[Dly) = 6(z — y)@ (3.20)
d
@IDI) = [ doo* (@) v(@) (3.21)
X existiert nicht immer, z.B. nicht auf LgeriOdiSCh([O, 1])
D existiert nicht immer, z.B. nicht auf CO([O, 1])
D ist nicht hermitesch:
winlle) = @lpl) = ([ deo@@)
= [ @ow) | - [drwoo)
= e~ wiDle)
falls V' so gewihlt ist, dass die Randterme Null sind, ist D antihermitesch
~ definiere K := —iD ist hermitesch auf LE°U! oder [Dirichlet oder [,(R)
Spektrum von X ist bekannt, ndmlich R
Spektrum von K7
Eigenwertproblem von K auf L5eriodiseh ([0, 1]) —iL fi(z) = kfi(z) mit fy(z+ L) = fi(z)
Losung: ) )
S(K) = {kn = = n € L}, ful@) = fi, (2) = 7 = () (3.22)
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Eigenwertproblem von K auf Ly(R): wie oben, mit L — oo

Losung;:
S(K) = {k € R}, fu(z) = jﬂk — (alk)
Die k-Eigenkets |k) sind nicht normierbar:
(k1 |ko) = / da e”H1Tetha® — §(k) — ky)
Ubergang { |z)}-Basis zur { |k)}-Basis auf R:
(z[y) = b(x)
d ~
(10} = [ do Wlo)alv) = [ do fi@oe) = [ e i) = i)
Fourier-Transformation verbindet X-Eigenbasis mit K-Eigenbasis:
(@] X ) = a(z[¢) (| K1) = —i g (z]v)
(k| X |p) = i g (kla)) (kK |ib) = k(k[)
X = [ dz |z)z(z| K = [ dk |k)k(k|

(G1X1) = /dw*@)wu /dk¢() (k)
Gkl =~ [doo @) ig vl = [abd o) kI

Kommutator: [X, K]:

(X KWw) @) = (XE0)@) - (Kx9) @) = o ~is0) @) - (= i) (w0())

—iz (x) + iz (z) + i(x) = ip(x)
= [X,K] =il

Interpretation: R A
ebene Welle mit Wellenzahl k fest, p = ik

_ _ 1 ikx _ _ _ 7.
(|t =0) = Nt =(z,t =0) = (z|k)
= Lezm iwt z —iwt in z-Basis
= (zlp(t) = NG = (x|k)e B
(klp(t)) = 6(k—k)e ™ =k, t) = (k|k)e™™"  in k-Basis

P :=hK = —ihD
heifit Impulsoperator, weil fiir ebene Welle

h

([ Ply(t)) = ?(x\DW(t» g(wlw(t» = k(z|y(t)) = p(z[y(t))

~ [X,P] =il kanonische Vertauschungsrelation
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c) Das freie Teilchen

klassisch:

Licht E(p) c|p
Energie-Impuls-Beziehung ¢ Materie E(p) = +/mc?+ p?c? relativistisch
E(@) = w4+ % +0Ot=2]  nichtrelativistisch

in einer Dimension ' — p
2
Eigenzustand |k) zu k ist Materiewelle mit p = hk und E(p) = 2

Zeitabhingigkeit: ™! = e~ 7Bt

Allgemeiner Zustand |¢) ist Superposition von |p) = f |k), zu allen Zeiten:

/ dp p){pli(t) / dp [pye= B (p| [1(0)) = U(#) [(0)) (3.30)
U(t)
Normierung;: . . .
(Plp') = 8(p =) "=" £l =) = KK A 1p) = = IR)
1 o,
Plp) =plp), (zlp) = Nor (3.31)
Damit ist die Wellenfunktion:

V(1) = (2l (1)) = / dp (zlp)e FEOU ply(0)) = [ 22 o E(””)J)(p,o) (3.32)

V2mh
Differentialgleichung fiir |¢(t)) ist die zeitabhiingige Schrédinger-Gleichung:

o, () 2 / dp \p p)e= FEO 1y (0) / dp E(P) ) (pl(2))
= H [4(t)) (3.33)

mit dem Hamilton-Operator H aus der Hamilton-Funktion h(z, p):

H=hX,P)= % +V(X) (3.34)
Hier fir V=0:  H =1 = E(P)
A id(a,t) = D) 2 o)
= Pty = i) = - 1 )
dh.  ihow(x,t) = —%aﬁw(x,t) (3.35)

Schrodinger-Gleichung = Diffusionsgleichung in imaginérer Zeit.
Eigenschaften:

1. linear in % < Superpositionsprinzip

2. homogen « -Normierung ist frei

3. 1. Ordnung in t — t(z,t) determiniert aus Anfangswert ¢ (x, 0)
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4. ebene Wellen sind Losungen bei V =0

V = 0: Losung ist wegen E(p) = &

2m

Ve t) = /O; %eé(m_fit)w 0)

fiir ein Anfangsprofil @(p, 0) in den Impulsen. Diese Losung nennt man Wellenpaket.
einfachste Situation: Anfangsprofil im Impulsraum (p,0) = |w(p, O)|ei°‘(p):

¥(p,0)

Ap
Po »
Analyse des p-Integrals ~ (z,t) ist konzentriert um Zyassisch (t) = Po
m
Schnappschuss:
P(z,1)
Ax(t)
x‘klassisch(t) x

mit |Az - Ap| 2 wh Unschirfe.
Schrodingergleichung:

ihoy ) = H )~ Losung: [¢(t)) = U(t)[¢(0))
falls H zeitunabhiingig: U(t) = e~ #tH

freies Teilchen: H = %

in der Ortsbasis { |z)} : (x| (t)) = ¥(x,t)

h2
ihow)(x,t) = —%aiw(sc,t)
Berechnungsarten:
o Y1) = [ Freh 0T AR5 (p,0)
o Y(x,t) = [dy (z|U(t)]y) ¥(y,0)
——

U(t;z,y)

i (a2
mit U(t;2,y) = /gmze 2h G
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_ it g2

o Y(x,t) =e 2m%Y(x,0)

Welches Wellenpaket ¢(z) minimiert die Unschiirfe AX AP? Zeitentwicklung?
Unschérfe folgt aus einer Vertauschungsrelation!

Beweis: (allgemein fiir zwei hermitesche Operatoren A, B)

definiere A := A — (A)1 und B := B — (B)1, so dass (A) = (B) =0, (A2) = (AA)?, (B?) = (AB)%.

Achtung: Dies hingt vom Zustand |¢) ab, da (A) = (Y| Aly) ist.
[A, B} = (A, B]
Trick: betrachte Schar von Kets |®(\)) := (A +iAB) [¢) fiir |¢)) fest und A € R.
Es gilt: 0 < (B(\)|®(N)) = (|(A —iAB)(A + iAB)|y)
(1| A2 +iNAB — iABA + X2 B?|y))

= (AA)? + )3 (AB)%? +i)\[A, B))

reelles quadratisches Polynom in A

~ Diskriminante ist <0 ~  (i([4, B]))* — 4(AA)*(AB)*<0
1
~  (AA)AB) = 3[4 B)| ¥Iw)
allgemeine Unschérferelation

minimale Unschirfe bei Sittigung der Ungleichung, d.h. fiir einen Zustand [¢)) mit der Bedingung

0 = @) & [BA) =0 e (A+AB)) =0
~ AR =ABR ~ W A2 ) =Xl B 1) ~ A= Ra
—(a4)2 —(aB)?

A B
~ o xg W Higg =0
bestimmt ,,minimales Wellenpaket” [¢) fiir gegebene Operatoren A, B

Achtung: AA, AB hiingen auch von |¢) ab.
Fiir diese [¢) gilt AA-AB = }|([A, B])|

Zuriick zu A = X, B= P, [A, B] = ihl

Unschérfe (3.36) = AX-AP > g
minimales Paket (3.37) = % ) + iAip ) =0
Projektion in den Ortsraum
: . X —(X) P —(P)
Ortseigenbasis: ~ <x|T|¢> + (x| Ap [1)
Verwende z := (X), po := (P).
x — xo h/i Oy — po B
~ Ax P(z) +1 AD P(x) =0
minimales Wellenpaket: AX - AP = %
. AP (. h(x — x0)
A 0(e) = ipb(e) - T - an)v(e) = (im - ) vl
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Losung der Differentialgleichung;:

i o (z—zg)?
Y(x) = N - ™" a2 ,;minimales Gauf-Paket”

_1
Normierung: 1 = [ dz \¢|2 ~ N=[2r(AX)?] *
Phase frei: man kann poxr — po(z — x0) durch Phase e~ #P0%0 verschieben.

Eigenschaften dieses minimalen Paketes:

(i) (WIX[Y) =20; WIP[Y)=po; (dl(z—0)?th) = (AX)?

. )2

(i) (pl) = h(p) = N - e~ #oop= 55— (p=p0)?

. . _ h
wieder Gauf-Paket mit AP = 53+

(z—zg)?

(i) w(z) =[p(@)|* = 2zge &

(iv) Zeitliche Entwicklung?
[(0)) = Gaufsches Minimal-Paket (xq, po, AX)

(z—wg(t)?

Wl t) = [2r(AX)?()] F eFrr imEe

mit (P)(t) = po, AP(t) = ﬁ = const, (X)(t) = xo(t) = zo + 22t

K22

(AX)P(1) = (AX) + ai gy

= nicht-minimales Paket fiir t > 0 ,Zerflielen des Wellenpaketes*

Ax(t)

Zwei Zahlenbeispiele

betrachte Objekt mit Masse m, lokalisiere es im Ort auf Az ~ d (,,Grofe”)

t grof3

Abschétzung: Ap ~ ﬁ; AV ~ % ~ Az(t) KT AV ~ QW?tAz

(a) Staubkorn: m = 10"%kg d~1luym  ~ Ax(650a) ~ lmm
(b) Elektron: m =10"3%g d~10"°cm ~ Ax(ls)~ lkm

d) Summe iiber Pfade

Der Propagator U(t) kann ausgedriickt werden durch die Wirkung S der klassischen Teilchenbahn.
Betrachte freies klassisches Teilchen, dass sich von (y,0) nach (z,t) entlang einer Bahn £(7) bewege.
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berechne Wirkung
t

ar (6.6 = [ ar &

0

S[Ely,0; x,t] =

o

klassische Bahn
r—y
T

. . €T —
gcl:O ~ gclzvziy N gcl('r):y—i_

t
z—y\* _ ml—y)?
()
t 2t

Wert von Sci(y,0; ,t) := S[€aly,0; z,t] =

SE
o

Wir hatten gefunden

m im(z—y)? m i
Ut _ T _ +£Sa(y,0; z,t) 3.49
@U@Oy) =\ 5 © omifit (342)

~ Ortsabhéngigkeit gegeben durch Phasenfaktor mit Phase = %(Wirkung der klassischen Teilchenbahn).
Zerlegung des Propagators iiber seine Kompositionseigenschaft U(ts) - U(t1) = U(t1 + t2)

—+oo

~ (22|U(ty + t2)|wo) = (22|U(t2) - U(t1)|wo) = / dz (2|U (t2)|z1)(z1|U (t1)]w0)
¢
o
Zo [0
tlo to + 11 to +It1 +t2T

~  Wahrscheinlichkeitsamplitude von (z¢,to) nach (z,t) = (z2, to + t1 + t2) ist die ,,Summe” ([ dz) aller
Amplituden
(zo.t0) — (@1, t0 +t1) — (2,1)

iiber beliebige Zwischenstopps x bei 7 = tg + ¢1
~ Amplitude mit Zwischenstopps = Produkt der ,,Stiick-Amplituden”

1
~ Phase = — (Sa(zo,to; x1,t0 + t1) + Sa(z1,to + t1; x2,t0 + t1 + t2))

=

1
= %Sg (zo,t0; T2, to + t1 + to) fiir speziellen 2-stiickigen Weg iiber (z, tg + t1)
Diese Wegaufspaltung lédsst sich nun beliebig iterieren

(w5 ]U (b1 + b + t)|20) :/dxl/dmg (2|0 (t) ) (@a|U (t) 1) (1 |U (1) |20)

Wirkung von Dreistiickigem Weg ~e?/f-S3(z0.t0 : x.t)
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to t

U)o Y kS — gleitity) (3.43
Pfade &

Pfadintegraldarstellung des Propagators

Feynman-Integral

1Y

x
Notation: Z — /.@{(t)
Pfade & Y

Hamilton-Formalismus

a) Postulate

P11

P II

P III.

Den Observablen eines physikalischen Systems entsprechen die selbstadjungierten Operatoren € in einem
Hilbertraum. Die moglichen Messwerte bei Einzelmessung an einem physikalischen System sind bestimmt
durch das Spektrum €.

Die Operatoren, die den kartesischen Orts- und Impulskoordinaten eines Teilchens zugeordnet sind,
geniigen der heisenbergschen Vertauschungsrelation:

Q;,Qr] =0 =[P}, P}, [Qj,Px]=ihdj1 (4.1)
Kommentare:

e klassisch w(q,p) «— Quantentheoric Q@ =w(¢q — Q,p — P),
i. A. nicht eindeutig, z. B. w=gp* — Q1= 3(QP?>+ P?Q) oder Q2= PQP

Die Quantentheorie gibt quantitative Vorhersagen iiber das Verhalten von Gesamtheiten von physika-
lischen Systemen. Uber das Ergebnis einer Messung an den Systemen der Gesamtheit sind (i. A.) nur
Wahrscheinlichkeitsvorhersagen moglich. Der Zustand einer quantenmechanischen Gesamtheit zu einer
festen Zeit ist zu beschreiben durch einen Dichteoperator

p= 3 pili)il (4.2

wobei die |i)(i] Orthogonalprojektoren in J# sind und p; € R mit 0 < p; < 1, p; = 1. Der Erwar-
tungswert (€) fiir die Messung der Observablen € in dem so charakterisierten Zustand p ist

(w) = tr(pQ) = Zm(i\ﬁli) (4.3)

Kommentare:
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e Ausnahme (sicheres Messergebnis):
Q ist entartet im Zustand p, dann ist das Messergebnis sicher.
Beispiel: 7 =C® p=pi|1)(1[ +p2[2)(2] (p3 =0)
Q = al1){1] + al2)(2] + BI3)(3
= (Q) = tr(pQ) = ap1 + aps + 0 - 0 = o (Eigenwert)

e Ja/Nein-Observablen:

W (p) = Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines bestimmten Messwertes wy
fiir die Zerlegung Q = Y, wi|k) (k| (bzw. Q = [ wi|k)(k|dk)

Die dazu gehorige Observable ist Py = |wo){wo| (falls wy nicht entartet), denn entweder EW =
1 «— wqg gemessen (,ja“) oder EW =0 «— nicht wy gemessen (,nein“). Der Erwartungswert
von Py ist die relative Haufigkeit des wg-Messwerts im Zustand p:

W (p) = (Po) = tr(pFo) = tr (32;pi [9) (ilwo)(wol ) = tr (32;pi{woli)(ilwo)) = Zpi|<w0|i>|2 (4.4)

e Spezialfall reiner Zustand:

pi=bi0 ~ p=10)(0] = [0)B] A () = tr () BIR) = (IOl (4.5)
Fiir Ja/Nein-Observable Fy:

Woo (19)) = (WIPol) = [{wo ) = [Po [¥)[* (4.6)
Wann sicher? Wenn [¢) = |wg) ~ (Q) =wo, Wy, (|wo)) =1

P IV. Wenn eine Gesamtheit durch den Dichteoperator p beschrieben wird, so verdndert eine ideale Messung
von () mit Ergebnis w die Beschreibung zu

r_ PopP = o, ,Zustandsreduktion* (4.7)
tr(P,pP.) ,Kollaps der Wellenfunktion*

wobei P, auf den 2-Eigenraum zu w projiziert.
Kommentare:
T
e i Alist Py =) |w,s)(s,wl, ry, : Entartungsgrad (r, = Rang von P,)
s=1
wobei { |w,s),s =1,...,7,} den Eigenraum als Orthonormalbasis aufspannen.
e Spezialfall Nichtentartung: r, =1,d. h. P, = |w){w]

~ p/ _ M = |w><w| = P, rein! - |1/},> = |w> (48)

e Spezialfall reiner Ausgangszustand:
p = |) (1|, dann folgt nach Messung von € : w (lies: ,mit Ergebnis w*)

A o RWIE W o )

(YIPolp) — (@'|Y")

Anwendung: aufeinander folgende Messungen

e Messe erst €2, dann A an einem System p, wobei w = Eigenwert von (2, A = Eigenwert von A.
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e Wie grof} ist W, x(p) nacheinander erst w, dann A zu messen?

P,pP,

Wa(p) =tr(pQ) und pr— p, = tr(PopPy)

tr(PaP,pP,Py) _ tr(P,P\P,p)
tr(P,pP,)  tr(P.p)

W)\(pw) = tT(PuP/\) =
= Wonlp) = Walpw) - Wo(p) = tr(PuPyPup)

o Wie grof} ist Wi ,(p) fiir die umgekehrte Reihenfolge?

= Wiw(p) =tr(PyP.p)

e Was vereinfacht sich bei einem reinem Zustand p = ) (¢|?

Wa(19) = (W|Pul¢)  und |¢>H|¢w>:|§i:$|

<w|PwP)\Pw|w>
(Y| Pult)

= Woa(l¥)) = WP, PAP,|Y) war klar!
e Wann hiingt die Wahrscheinlichkeit in keinem Zustand [¢) von der Messreihenfolge ab?

WA( |ww>) = <¢w|PA|ww> =

= P,P\P, = P\P,Py & [P,,P\] =0 & P,P,= P, (4.10)
2 :

gemeinsamer Eigenraum

falls dies auch noch fiir alle moglichen Messwerte (w, A) gelten soll, dann folgt aus der Spektralzer-
legung:
[2,A]=0 (4.11)

e Paar von selbstadjungierten Operatoren (€2, A) fallen in 3 Klassen:

a) kompatibel:
[Q,A] =0 ~ ,gleichzeitig messbar”, gemeinsame Eigenkets
b) inkompatibel:
[Q,A] =T und 0 ¢ Spektrum(I') ~ es gibt keine gemeinsamen Eigenkets

c) andere:
sind a) oder b) auf Unterrdumen, je nach Eigenwerten

Zusammengefasst:

Bei vielen Messungen: ¢, Qs,Q3, ...

...PQPlpPlPQ...
tI‘(...PgPlpplpg...)

.. PPy |0
|... PPy |

p —

bzw. |[¢) —

mit Ergebnissen: wi, ws, ws,

1 1

P17 PQ, Pg,
Wiss.. . n(p)=tr(Pr--- Py Pip)

bzw. Wiazs, . ~n(|¥) = tr(|¢1><¢1|¢2><¢2|"'|¢N><¢N\"'|¢1>§¢1|¢><¢|)
= [(Wlen) (W ]a) - - (Pn_1n) ]

falls nicht entartet!
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vollstandiger Satz von kommutierenden Operatoren fithrt zu simultanen Eigenzusténden:
|‘?a %‘7 ?/a e >

Eigenwerte heiflen
,,Quantenzahlen”

P V. Die zeitliche Entwicklung einer Gesamtheit wird durch einen unitiren Operator U(t) beschrieben, der
der Differenzialgleichung

ihU(t) = HU(t) (4.12)
geniigt. dabei ist H der Hamilton-Operator des Systems. Die Zeitabhéngigkeit der Erwartungswerte folgt
aus

<Q>=tr (U(t)pU'(1)Q) (4.13)
Kommentare:

e reine Zustinde — Schrodinger-Gleichung
sei p = [¥) (6] =< Q> (1) "= o (|9) (WU (OQU (1) = WU OQU(@)]) fiir jedes ©

~ () =U@) [t =0)) ~ ihd [y(t)) = H [¢(2)) (4.14)

e Gemisch — Zeitentwicklung des Dichteoperators
Schreibe (4.13) als

<Q>@)=tr(p(t)) ~ p(t)=U(t)pU(t) (4.15)
Differentialgleichung fiir p(t) lautet
iﬁ%p(t) = [H, p(t)] ,,Liouville-Gleichung” (4.16)
Beweis:
5 d @15 . d t
ihp(t) 2 ins (U(t)p(O)U (t))
= in(UWpOUT @) + Um0 (1))
= HU@pOU (1) - Up(O)U (1) H
= Hp(t)—p(t)H q.e.d.
e Dgl. fiir < Q> (¢):
Ld (4.13) . d +
zha <Q> () = zh% tr (UpU'Q2)
= ihtr (UpUTQ+ UpUTQ + UpU'Q)
S ([H,p(t)]Q) tih< Q>
=2 tr (p(t)[Q,H]) +ih< Q>
~ m% <O () =< [0 H] > () +ih< Q> (1) (4.17)
2Nebenrechnung: tr [A, B]C = —tr B[A,C] wegen [A, BC] = [A, B]C + B[A,C)]
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b) Bilder der Zeitentwicklung

Bei Messungen treten immer nur Kombinationen von Operatoren und Zustinden auf. Zeitentwicklung interpre-

tiert als Evolution von p oder 1, kann aber auch als Evolution der Observablen gelesen werden.

<Q>@O) =t (UHpUT()Q)  bzw. = @|UTOQU(E)|v)

bisher interpretiert als:
Q zeitunabhéngig
(4.15)  p(t) = Ut)pUT(t) % ,,Schrodinger-Bild”
(4.14)  [p(t)) = U() [)
alternative Leseart:
p, |1) zeitunabhingig

(4.18) Q) =UT(1)QU(t) },,HEISenberg-Bﬂd

zugehorige Differentialgleichungen (mit unterdriickten Zeitargumenten):

ihdp = [H,p] (4.16)
m% vy = H[y) (4.14)  Schrodinger-Gleichung
Z’ﬁ%Q = [Q,H] (4.19) »Heisenberg-Gleichung*

dritte Moglichkeit bei Aufspaltung H = H, + Hr.
< Q> (t) = tr (UJUpUTUUIQ,) = tr (pr (1) (2))
bzw. = (0| UU, UIQU, UJU )
N e e — N —
= (1) Q@) |¥1(t))
also: Q;(t) = Ui QU (t)
pi(t) = W(t)pWi(t)

[p1(8) = W) [¥)
heifit Wechselwirkungs-Bild (oder ,,Dirac-Bild”)

mit W (t) = Ul (t)U(t)

c) Klassischer Grenzwert

Heisenberg-Gleichung (mit F' = 0): ihsF = [F, H]
erinnert an %f = {f,H} 3 fiir f(g,p) mit Poisson-Klammer {, -}

o fiir Erwartungswerte: 4 < F >= —£ < [F,H] > + < F>
nehme im weiteren an, dass < F>=0
2
auBerdem H = £~ + V(X) und F = X bzw. P

4
X H) = o x, P2 = 2hp
2m m

[P,H] =[P,V (X)] = —ihV'(X)
= L<X>(t) = L<P>(@ i}
d ) , ,,Ehrenfest-Theorem

= F<P>(@) = -<V(X)>()

Die Erwartungswerte geniigen den klassischen Gleichungen.
Bemerkung: Allerdings ist im Allgemeinen < V/(X) ># V/(< X >)

8(f Hy=9LoH _ 0foH

dq Op Op Oq
X, F(P)] = f'(P) - [X, P] = ilif'(P)
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¢ Deformations-Quantisierung

klassischer Phasenraum (g, p) LA Quantenphasenraum (g, p)s

Wahl der Operator-Ordnungsvorschrift: ,, Weyl-Ordnung” (symmetrische Ordnung)

z.B. ¢*>p — %(QQP + QPQ + PQ?)

damit gibt es eine 1:1-Korrespondenz zwischen Operatoren F(Q, P) und Funktionen f(g,p) vermoge

FQ,P) = fl¢g—Q,p— P)
Weyl-Ordnung (4.26)
file,p) = F(Q—q,P—p)

Wobei F, gebildet ist mit einem neuen Produkt:

_ _ m(‘@g’p,gpg) ) _ th »Stern-" oder
(f * g) (q7p) - f(qvp) e? g(Qap) - fg + 2 {f7 g} +... ,,Moyal—Produkt” (427)

damit: [F,G] — fxg—gx f=ih{f g} + O(h?)
Cn= - (fux H ~ Hx i) = L H) + O(F) (1.28)

Funktionen

f(g,p)

Operatoren

F(Q, P)

—
o]
=

-

o
Multiplikation — Stern — Multiplikation
(f)- @(9) = ®(f *9) N F)x 27 H(G) = 27 H(FG)

frg — fxg
P | | ®
FrG — FG

fxg=fg+2{f g} + 0O

T = Eindeutigkeit bis auf Koordinatentransformation
+ Assoziativitit

d) Wahrscheinlichkeitsstrom
Zustandsnorm (|1) ist zeitlich konstant (bei unitérer Zeitentwicklung):
d . .
ih— (YY) = i) +i(yly) = —(PIH ) + (P1H ) =0

= ([ (1) = const. (4.29)

Im Ortsraum:

o d 2 o d . a kanisein a . _ .
O—@/W}(:c,tﬂ dx = %/w(x,t)dx—/atw(x,t)dx = —/axj(x,t)dx——j o

Kontinuitétsgleichung fiir Wahrscheinlichkeitsdichte:

,, Wahrscheinlichkeits-Erhaltung”.
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Was ist j7 Sei H = % +V(X)

2
A (@, t) = —%a§¢(x,t) V(@) )

also:
dw = (O )Y + ™ (9)
= (- B v Yo (- ok v
= (R - vol)
= 00 (5 (50— v00)
A ) = o (50— v0.) (431)
2mu
[ Dimension > 1: J = %(w*vw —pVP*); o+ V-j=0
Beispiel: ebene Welle: 9(z,t) = \/217716%(”’&)
= w:%:const., jzii_(ip—jp):iﬁzwm:const.
mh 2wh 2mi *h h 2rhm
allgemein: (z,t) = /w(z, t)er 5@
G2 () = %w(x,t)@zS(x,t) [d >1: = %vs] (4.32)

e) Losen der Schridinger-Gleichung
ihg [¥) = H [¢), Losung: [4(t)) = U(t) - [(0))

falls 9, H = 0, dann U(t) = e#?
dann gilt auch: ih-t < H >=< [H,H] >=0 ~ < H >= const.

Die Losung ist einfach in der Eigenbasis von H: H |E) = F |E), E € S(H)~ gpercsrum von 1
U(t) = e 5P |E) = |E(t)) (4.33)

Wellenfunktion im E-Raum: ¢(E,t) = (E|(t)) = e  #EH{E[(0)) = e~ 2 Fl)(E, 0)
|E(t)) heiflen ,,stationire Zustéinde”

Erwartungswerte sind zeitunabhéngig fiir stationdre Zusténde |¢(t)) = |E(t))

Ist w ein Eigenwert von 2. Wahrscheinlichkeiten:

Wo(IE®)) ™2 [(WE®) = |(w]E)e #2'> = [(|E)[ = const.

entartet

falls 0; H # 0 (Vorsicht: [0,H, H] # 0)

- o, & ; t pt1 tn—1
— U(t) = Te # Jo H{t)dt :Z(—%)"/O/O /O H(ty)---H(tp)dt, ---dt;  ,Dyson-Reihe” (4.34)

n=0
wobei t >t; >ty > > t,

Zeitordnung:
A@)B(t') fallst >t/
B(t"hA(t) fallst <t



zentral ist das Eigenwertproblem
H|E) = E|E)

hierzu kommt man auch durch Seperationsansatz fiir die Schréodinger-Gleichung: |1(t)) = f(¢) -

i) = Hlpt)  ~  ihid|®)=H|®)

0. 0

B0 rechte Seite zeitunabhéngig ~  linke Seite ebenfalls
~ zh% = E = const. ~ ft) = e wEt

wir diirfen schreiben: |®) = |E) ~ [¢(t)) = e~ F Bt E)
und H |®) = E|®) bzw. H |E) = F |E) NV

im Ortsraum: (z|E) = ®p(z), (z|E()) = Yp(z,t) = e 7L g(x)
fir H = 22 4 V(X) lautet (4.35):

2m
ﬁ2
( - 2—@? + V(x))q)E(x) =FE- -Pg(x) ,,stationére Schrodinger-Gleichung”
m
‘Wahl einer Basis
1. Beispiel: H = P2y

1
2m cosh?(X)

Ortsbasis: —h—z(?ﬁ(bE +—L _®p=FEd

2m cosh?(z)

Impulsbasis: (2an + m)iﬂp) = E®p(p)
2. Beispiel: H =1 1+ f.X

Ortsbasis: —h—282<1>E +f-x-®p=Edg

2m T

Impulsbasis: &y + ihf0,dp = Edy

2m

Warnung: Ortseigenwerte = physikalische Raumkoordinaten?

— O.k. fiir ein Teilche, z.B. in 3 Dimensionen:

Xilz1, 22, 73) = 2 |71, 72, 3)
— aber fiir zwei Teilchen gibt es zwei Sétze von Operatoren:

XM x®i=1,2,3 a=1,2

o 1 1 1 2 2 2 [eY

~ Wellenfunktion 1 ("), 7)) lebt in 6D-Zustandsraum (besser: Konfigurationsraum)

V  Einfache Systeme (1D)

a) Potentialstufe
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zu 16sen: —ﬁagch(x) +V(z)®Pg(z) = E®g(x)

2m

fiir den Fall V(z) = O(z)V
w_ 2m E-V >0 ~ Oszllation
ET 2 (E B V)(I)E(fc) ~ E—-V <0 ~ exponentiell

an der Stufe gilt:

®" ~ V ~ Stufe

@' ~ [*V ~ Spitze \/ ®~ [T [TV ~ glatt

Oo(x) firz<O0
®L(z) fiir x>0

mit &L (z) = —k2 0% (x), wobei hk_ = V2mE, ik, = \/2m(E — V)
definiere ky =: ik, falls imaginér

Welche E-Werte sind moglich? 5 Félle:

— Fallunterscheidung: ®g(x) = {

k2 k% P g
a) E>V >0 >0 Ae*-%4 Bemh-¢ (Celk+® 4 De=ik+e
B)E=V >0 =0 e C'z+ D'
NO<E<V|>0 <0 —— Ce™ "% + Def+¥
S E=0 =0 <0 Az + B e
e) E<0 <0 <0 Ae "-%4 Ber-* ——

®%(x) beschriinkt fiir |z| — oo

~ d),e): A=D=A"=0 ~ nicht differenzierbar bei z =0

a), ), v) ok. — Spektrum S(H) =Ry, dh.E >0

Anschlussbedingungen: ,

Bp(0) = @L(0), @5 (0) = @F'(0)

Fiir £ > 0 sind die Anschlussbedingungen (5.2) zwei Gleichungen mit vier Unbekannten.
— 2 lineare Beziehungen fiir A, B, C, D

a) E>V Ak~ 4 Be~th-r  (Cetkt® | De=ihie
B)E=V —— C'z+ D’
NO<E<V —— Ce™"+% + Def+*

Losung des linearen Gleichungssystems:

1 (k++k_ k+—k_>

C A . - .
( ) =Q(E)- (B) mit Transmissionsmatrix Q(F) = m ke — k. ky ko

D

Wie hiangen einlaufende und auslaufende Amplituden zusammen?
cy\ A . . _ 1 2k_ ky —k_
(B) =S(E)- (D> mit StreumatnxS(E)—m <k—k+ 2%, )
Einschréankung durch Zusatzbedingung: D = 0, von rechts lduft nichts ein.

ke —ky 2%k

B=—"* C=—""_A
~ ky+k_" by 4k
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‘Wahrscheinlichkeitsstromdichten

. R o hk ‘
~ e = da—is=——(AF =B, jy=-FIC] =jc

, hk_ o ko —ky\? Rk_, o 4kik_ Bky o 2k- \°
heck: . = ——(AP([(1—(2=—2F) ) = ZEo g (=2 ) = B g2 =) =
checss m A ( (k++k>> m A\ ey m A\ e) T

_ B _ (he—ki)?
= 1ar = \ ki rhe

o] jent: —do _ kr |CP _ _4kiko
Transmissionskoeflizient: T := Sa T k- (A T (hetho)?

Reflexionskoeffizient: R:=1

S~
NS

Grenzfille

— E>V (Falla):
ky~k_,B~=0,C=A = RN\0,T 71

— E=V (Falpg):
k. — 0, B=A, C=~2A = R,/1,T\,0

— 0<E<V (Fally):
by =Ae"" 4 Be " oL =Ce " (ky =iny)
Aus den Anschlussbedingungen (5.2) folgt
A+B=C,ik_(A-B)=—k:C

k_ — 7:/{+ 2k_

B= A =" A
ko +iry ¢ k- +iky

_1BP _

= e =1 = T=0 Totalreflexion (verwende (a + ib)/(a — ib) = €'?)

B .
Phasenshift 6(E) iiber 1 —2i0(E)

tand = ko _ \/T Grenzfille E=V
ke VV-E EN0

lokalisiertes Wellenpaket, bei ¢t = 0 auf Stufe treffend

o0

x<0: Y(x,t) = /dE <E|1/}(0)>67iEt/h <6ikx + M—eikz> = Yin(z,t) + Yr(z, 1)
0

r>0:  Y(x,t) = /dE (Blpp(0))e B/ _Z__ ¢
0

.. o . h2k2 BV
lokalisiere (E|¢(0)) um £ =Ey= 5.2 >V ~ k_=~ko, ky = ko

~ Paket lokalisiert um
Bkoy fiir £ <0

fik kg [Eq—V ..
— 52t und 3¢ %Tt firt >0

R= /dm lYr|® T:/dx lpr|® falls /da: [ =1 (normiert)

z(t) =
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b) Potentialtopf

V(x)
—a a
<) © [ = !
—VI
Drei Regionen ~ zwei Anschlusspunkte z = +a
Definiere dimensionslose ,,Stérke” des Potentialtopfes ¢ = &% = \/2m|V| - &
h%k3 = 2mE im Bereich (+), (—)
"= —k?®p mth%k? =
h2kE = 2m(E + |V|) im Bereich (0)
Energiespektrum
e Kontinuum fiir £ > 0 (Fall «)

e moglicherweise auch |V| < E <0 (Fall g)

Fall j3: k2 <0 ~ ki =ik=%\2m|E]|
Losung:
b, =C_e" | &% = Acoskor + Bsinkor , &L =C,e "

Verwende ¢ = cos kga und s = sin kga.
Anpassung bei z = —a:
C_e " = Ac — Bs (1)

kC_e™ " = kygAs + koBc (2)

Anpassung bei x = a:

C e " = Ac+ Bs (3)
—kC_e " = —kgAs+ koBc (4)
(2) . As+ Bc (4) . —As+ Be
A vy @ TN A Bs
Vergleichen liefert:
(As+ Be)(Ac+ Bs) = (As— Bc)(Ac— Bs)
AB(s*+ %) = —AB(s*+¢?)

= AB=0 ~ A =0 (sin im Potentialtopf) oder B = 0 (cos im Potentialtopf).
Es kann keine Superposition von cos und sin im Potentialtopf sein!

Zwei Fille:
e gerade Zustidnde B=0 symmetrisch cos Cy=C_

Bedingung an E aus (2)/(1): k = ko tan koa

A
) A .

\/‘\/
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e ungerade Zustinde A=0 antisymm. sin C,=-C_

Bedingung an E aus (2)/(1): k = —kg cot kga

J\[\Tf\

\/N\fx

Fiir beide Fille:

tankoa } _ i _ 2m|E| _ |V| 1= M —1
—cotkoa [~ ke \2m(—|E|+[V]) VNV IVI=1E] ~ "\ (V|- |E)a?/r2

<'2
= —1 .1
B (5.10)

Definiere z := kga dimensionslos.

tan z } _ <

—cotz Z——l Gleichung fir z — ky — FE 0<2<(

o~
M
|
—_

22
I
I I
I I
L | z
5 x ¢ %77 27
angegeben M Schnittpunkte = Losungen z = z,
¢ angegeb Schnittpunk L g
# Losungen hdngen von ( ab.
J mindestens eine Losung
Energien:
K2 ) h2k2 52
E,=—|VI+ —kj, = V| =|V] ——1 (5.11)
2m |V|

nur diskrete Energien zugelassen.
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8
8

- ow

n =1 n =2

Grundzustandsenergie Fy = —|V| + %kao > —|V|
Grenzfall V. —0: (\,0, tanz~z\,0, Ej— —2mV2§‘2 . 0

Paritit

Definiere den Spiegelungsoperator P durch:

(Pf)(z) = f(-x) (5.12)

Klar: P2 =1 = EW von P miissen +1 sein.
Beispiel: symmetrisches Potenzial
PV =V und sogar PHf = HPf < (PHP)Pf=H'f' s Hf =Hf < [H,P|=0
Daraus folgt: Hop = Fo¢g A H(P¢gr) = E(P¢g) ~ Pog lost die Schrodinger-Gleichung zum gleichen
Eigenwert. Wir kénnen H, P gleichzeitig diagonalisieren:

¢g(x) = ¢(2) + ¢(—x) = (1 + P)¢)(z) zum Eigenwert ,+1%

Pu(z) = ¢(x) — (=) = ((1 = P)¢)(x) zum Eigenwert ,—1*
= Wir kénnen eine E-Basis aus geraden und ungeraden Eigenfunktionen wéhlen.

= 2fache Entartung wird nur vermieden, falls ¢4, = 0 oder ¢, =0
N ¢ ist symmetrisch oder antisymmetrisch.

Komplexe Konjugation

Hop =E¢p ~ Hoh = E¢ (falls V =V*) — Konjugation vertauscht mit H
Eigenfunktionen zur Konjugation sind Re ¢g,Im ¢ = entweder zweifache Entartung (Streuzustinde) oder
keine Entartung ¢% ~ ¢r (Bindungszusténde)

Fall a: F > 0 kontinuierliches Spektrum
(b;; — Aeikx +Be—ikx
¢% — Feiko:l? T Ge—’ikoz
o}, = Ce*® 4 De~ ke — setze D=0

(A: einfallend, B: reflektiert, C: transmittiert)

A F D
= —_—
- =

B G C
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— definiere S(E) durch: C = Ae~2?*.S(E), k=+2mE/h, ko= +/2m(E+|V|)/h

ek -1
Transmissionsamplitude S(E)=...= |:COS 2koa — % (k + l:) sin 2k0a]
0
. . . 2 sin® 2koa -
Transmissionskoeffizient T(FE) = [S(E)]" = |1+ —F— 5%~ (5.13)
4= (1+ 55)
V] V]
T
1
0 - _ I
Ey Epq1 Eoro Eoy3 Eoqa
Resonanzen bei £ = E,, & T(E,) =1
— Bedingung: sin QEO,na =0 ~ EO,n = Z—F, n=0,1,2,... und E, >0
n

272 \
—9% _ V| > 0, erfiillt fiir n > einem gewissen ¢

Energien E,, =
2m

Andere interessante Eigenschaften von S(FE):

e Pole bei negativen Energien: —|V| < E <0 (k=ik)

. I X _
— Bedingung: cos2kga = e + 2 ) sin 2kpa & tan2kga = 2 o &
2 \ky ik K ko
& tankoa = kﬁo VvV —cotkpa = kﬁo

(unter Verwendung der Indentitéit tan2r = 2(cotx — tanx)™ 1)
e Pole im Komplexen nahe der Resonanzen E,,:

— Bedingung: tan QEO,na =0, setze kg ~ EO,n

~ ExE+OFE-FE) ~ ﬁ—I—@ taanoa:é(E—E)-l—...
ko kK r

i(k |k -
~ S(E) = [cos 2koa (1 ~3 (1430 + l:) tan2k0a>}

1 2i -\ +4L
—(1—-=(F—-F ~N——2
cos2k0a< I‘( )> E-E+%
. T2
. — o x
2 (E_E)2+T

Q

o Wurzelschnitt von S(E) auf positiver reeller Achse S = f(hk) = f(V2mE)
= S(E) in komplexer E-Ebene
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c) Periodisches Potenzial

V(x)

\ |

.

o
Q
8

Symmetrie unter z+— x+na, n € Z
Translationen im Ortsraum implizieren Transformationen im Zustandsraum

To: |z)— |x —a) verschiebt den Eigenwert von X
Dies wird geleistet von T, = e#*F

Eigenschaften
ToTp = Toyp, TL=T o=TTo=1 — unitir!
Auf Zustdnden: (z|y)) — (z|Tat)) = (x + afb)

Eigenwerte: Phasen e fiir k € R
Spektrum: Einheitskreis im Komplexen
Symmetrie < [H,T,] =0

H|E,k) = E|E, k)
Gemeinsame Eigenfunktionen von H, T,, «— Zusténde |E, k) mit '
T, |E, k) = et |E, k)

Vorsicht: (z + alk) = (z|T,|k) = e?**(z|k), periodisch bis auf Phase: ,quasi-periodisch“
— mache periodisch: |ug) := e*X k) & (z|ug) = e*% (z|k)
A~ {x+ aluy) = (@|Ta|ug) = e FET) (2 4 alk) = e k@t eike(g|kY = e~ (2] k) = (x|ug) v
Zugehorige Wellenfunktion: (x|k) =: ¢r(x) = e (z|uy) =: e?*@uy(z)
quasi-periodisch: , Blochwelle*, |k): ,Blochzustand®

|pr| < 0o = k reell, e™** = ei(k+222)a  peschriinkt auf Intervall -2 <k<

Im Ortsraum: Gitterzelle 0 < z < «

Frage: |k) = |E,k) Welche E = E(k) sind fiir gegebenes Potenzial V' erlaubt?

~ ,Brioullin-Zone*

rechenbares Beispiel: Dirac-Kamm (Kronig-Penney-Potential)

V(zx) :w25(xfna), w>0
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—ba —4a —3a —2a —a 0 a 20 3o 4a da T

Ansatz: ¢p p(z) = Ae'?® + Be™'*
dann: E = E(q) = € & hig=v2mE>0 (V=0 ~ q=+k)

2m

— gesucht : erlaubte Werte ¢(k)

2 Bedingungen an ¢g j:

1. Periodizitit von u(z) = e~ * ¢ 1 ()
e_ika¢E,k(a) _ 6_i0¢E,k(0) ~ Aetla—ke +Be—i(q+k)a —A+B (%)

2. Anschluss an den Zacken:

“+€

(B+ o) pla) = 3 wile —naosu(e) |

—€

ﬁ2
< FB ¢5.k(x)dr + %((blEk(e) — (=€) = woE x(0) |£Z_7]3
ﬁ2
%(¢§E7k(0+) — ¢px(07)) = wopk(0)
verwende ¢’ ,(07) = e_ika¢39,k(04—)
2

~ ;—iq(A — B — Aetla=Re 4 Bemilathay — (A + B) (k)
m

= (*), (**) sind 2 homogene lineare Gleichungen fiir A, B

= Koeflizienten-Determinante muss = 0 sein fiir nicht-triviale Losung

hQ 2
~ cos(ka) — cos(qa)) — %sin(qa) =0~ qg=qlk) ~ E= 2:1 = E(k)
— graphische Lésung: cos(ka) = cos(qa) + ™55 - Slz#;’a)
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= Energie-Bénder und Liicken

verboten

hE 1+ O(K®)

k) =

* E(

effektive Masse m
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PR ol R

10.

. Asymptotik bei |z| — oo, falls V(z) +— x

. hochangeregt Bindungszustinde haben Ortsraum-Wahrscheinlichkeitsdichten |¢,,

Allgemeine Resultate

tunneln
oder

Kontinuum

T
Bindungszustiinde \A/ \&evtl. kein Bindungszustand

nur E > V,in

fir £ > Egsympt.: Kontinuum 2-fach entartet

in tiefster Mulde gibt es mindestens einen Bindungszustand Ej, ¢g hat keinen Knoten
Bindungszustédnde bilden diskretes Spektrum

Bindungszusténde sind nicht entartet

Beweis durch Widerspruch:
(DHpr=E¢1 [-¢2  (2)Hpa=Edhz |-
(1) =(2) = 2] =105 =0 ~ (¢29] — P195) =0
bad) — P15 = const. = c

2

Bindungszusténde \ 0 fiir|z| — oo, also ¢ =0

~ (b—ll = QS—IQ ~ (Ingy —Ings) =0 ~ lnﬁ = const. = d
¢ P2 b2
~ ¢ =eb - ¢y (proportional)  ~  keine Entartung #

. mit E zunehmend haben die Bindungszustiande ¢, (z), n = 1,2, ... genau n Knoten; falls V(—z) = V(z),

gilt ¢n(—2) = (=1)"¢()

oo

damm S > 2: Bindungszustinde nahe 0: # < oo
= | s<2: E, haben Hiaufungspunkt (n — oo) bei E=0

. singuldre Potentiale (z.B. Singularitét V(z — 0) — —o0 ) V(= 0) ~ —z~"

dann { r < 2 : Energien nach unten beschriankt, d.h. E,, > E,in = Ey

r > 2: FE,Spektrum nach unten beschrinkt!
|2, die um die klassischen
Umkehrpunkte von V konzentriert sind

Ey liegt wenigstens um AFE = g\/V”(:cmm)/m iber Viin = V(Zmin)
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e) Der harmonische Oszillator

2

2m 2

(universell wegen harmonischer Naherung: V(z) = Vo + 2 V{'(z — x0)? + ... mit V/(zo) =0, Vo = V(z

V/(2g) >0 ~ w?=Y)

charakteristische Grofien:

Ey = hw, pg = vVmEy = Vhimw, xozpﬁz i

mw

— skaliere Dimension raus!

E=¢Ey, p=7py, c=&xg  ¢€,m & dimensionslos
fiw, P? mw _ o H
N

H=— —X I +
= s o T 7 ) Eo 2( =)
mit II: Operator mit EW=m, =: Operator mit EW=¢
Vertauschungsrelation:
1
[, =—I[X,P]=—-ih=1i
ZoPo

H
stationéire Schrédinger-Gleichung: = |p) = (T2 + %) |¢) = €|0)

gesucht: diskretes Energiespektrum {E, } und Eigenkets |¢,,)

Ortsraum: = — &, I — —i0

Schrodinger-Gleichung: — a§¢(§) +E20(€) = 2e9(8) b < o0, /|¢|2d§ =1

noch besser: Faktorisierung

e klassisch: €2 + 72 = (&€ + i) (€ — im)

e quantentheoretisch: =2 4+ I1? = (2 +II)(Z — ill) + 1 (2 — 4II)(Z +4II)
definiere:
—(E+4II) = X +
f A /
= (E-ill) =/
al \[ 2 2h \/7

= a, a' nicht hermitesch!
1 t 4 gt
= H= ihw(aa +a'a)
E=i ~ [aa]=1
s o(ata+ al i fa 4 L 1 i t '
H= iﬁw(a a+a'a+ [a,a’]) =hw(a’a+ 5) =: hw(N + 5), mit N = a'a hermitesch

zu losen:

Eigenwertproblem fiir N: N |n) =n|n) mit ON-Basis: (n|m) = d,m
Heisenberg-Algebra: [a,a'] =1 ([a,1] =0 = [al,1])
Oszillator-Algebra: [N, a] = —a, [N, aT] = a' zusitzlich zur H-Algebra

denn: [N, a] = afaa — aata = — [a,aT] a= —a, [N, aT] =afaa’ — atata = af [a,aT] =al
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0), Vo' =

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)



n = (n|N|n) = (na’aln) = ((n|a")(a|n)) = ||la|n)||> >0 (Hilbertraum: Norm? > 0)
N(aln)) = Na|n) = aN |n) + [N,a] |n) = aN|n) —a|n) = (n — 1)a|n)

~ aln) ~ |n—1); Normierung: |n —1) = ﬁa In), d.h.: aln) = /n|n —1)

iteriere:

a’|n) = vnaln—1) = y/n(n—1)|n —2)

a¥|n) =+/n(n—1)-...-(n—k+1)|n—k); a heisst ,, Absteiger “oder , Vernichter

Problem: beim Absteigen finden wir Eigenwerte n,n — 1,n — 2....n — k, ... — wird irgendwann negativ

J Eigenzustiinde |n — k) mit || |n — k)||?> < 0 fiir k geniigend grof}!

Ausweg: |n) 5 |n—1) % .. % 1) % 0) 2 0 Abbruch, da a|0) = 0 (Vorsicht: [0) #0!)
3 Grundzustand ,, Vakuum “|0) mit a|0) =0 = Spektrum(N) = {0,1,2,3,...} (5.20)

N(a'|n)) = Na' |n) = a'N + [N,a'] |n) = a'n|n) 4+ a' |n) = (n+ 1)(a' |n))

Normierung: |n + 1) = \/nlfHaT |n), weil (n + 1n + 1) = ﬁ(maawn) = ﬁ(nﬂ\f +1n) =1, d.h:
atn) =vn+1|n+1)

iteriere, starte bei n = 0:

1) = a' |0), |2) = %cﬂ? |0), 13) = T%af?’ |0)
1
In) = —=(a’)™ |0) al heisst , Aufsteiger “oder , Erzeuger ¢ (5.21)
Vn!

Konstruktion der Wellenfunktion

zuerst finden: ¢g(€) := (£]0) a= %(E +4II) = %(5 +i10¢)

definiere Gleichung: (£[a|0) =0 ~  (9: +&)po(€) =0
Losung: ¢o (&) = rie 3¢ minimales Gauss-Paket (5.22)

angeregte Zustidnde:
1

€0 = 2 e+ () = e

Hermite-Polynome: H, (&) = €28 (& — 9 )me~ 28" dentitar (—1)"652336752 =2""+ 0?2

bu(€) = (€ln) = L (5.23)

— orthogonal bzgl. des IntegrationsmaBes du = dée~S’, d.h.: ffooo d¢ e‘ngn(f)Hm(g) =m2"nl 6y m
erzeugende Funktion: e~ +26€ = 3% "Ly f (¢)

erfiillen Dgl.: (07 — 260¢ 4 2n)H,(€) = 0
— Symmetrie und Knotenzahl: H,(—¢) = (—1)"H,(§), H, hat n Knoten

Beispiele: Hy = 1, Hy = 2€, Hy = 462 — 2, Hy = 863 — 12¢, Hy = 166* — 48¢2% + 12, ...

Form der Operatoren in Energie-Eigenbasis { |n)}:

a = (aim) aim = (llalm) = v/m (lm — 1) = /m 6 m—1
af,, = (llal[m) = Vm T (ljm + 1) = Vim + 1 81mi1
Nim = (UINm) = m (lm} = m Gom
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o

(aim) =

o

aat =

0

man sieht explizit, dass dim 57 = co nétig:

0 = tr(aa’) — tr(afa) = tr(aa’ — aTa) = tr( [a, aT])

~  dim .7 = 0o

zuriick zu dimensionalen Grofien:

afa =

0 0
Vi 0
=0 v2 o0

0 .
0 0 0 =aal —ala=1
01 0

2 -

3

0

tr(1) = dim 5

mw,1 1 MW | _mw,2? B 1 - 1
(xn) = ¢p(z) = ( - )k an!Hn( 71‘)6 ¥ B, = hw(n + 5), (da H = hw(N + 5)) (5.24)
e Schwankungen und Erwartungswerte:
1 1
X=—=(a+az P=——(a—ad
\/i( )zo i\/ﬁ( )Po
(n|X|n) ~ (nla+a'ln) =0,  (n|Pln) =0
1
df (AX)? fiir [n) = (n|X?n) = §x3<n|a2 +aa' +a'a+ a?|n)
1 1
= 5m3<n\2N—|— 1ln) = 5x%(2n+ 1)
1
(AP)? fiir |n) = 5;03(271 +1)
1 1
= AXAP = zopo(n + 5) = h(n + 5) (5.25)
Virialsatz: (n|T'|n) = (n|V|n) = 1 = Lhw(n+ 1)
e Wellenpaket fiir n — oo (klassischer Grenzwert):
Wahrscheinlichkeitsverteilung im Ortsraum: w,(|¢)) = |(z])[?
dt 21

klassisch: wy(x)dz =

T

E

Energie

mit dt = Aufenthaltsdauer in [z, z + dz], T

des Teilchens

T 2(t) = Asinwt, E = 1mw?A?
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Wkl

1

quantenmechanisch: gebe |n) vor (E, = w(n + 3))

wa () = [{alm)? o Ho (2%

Einhiillende

Einhiillende =5 wy,

VI Drehimpuls

a) Symmetrien in der Quantentheorie

klassisch: kanonische Transformation mit H’ = H im Phasenraum:

(a,p) — (d'(¢,p), P'(a.p))
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Betrachte eine Schar solcher Transformationen mit Parameter € (und € =0 ~ Identitét).

Noether:
e 3 Erhaltungsgréie g(q,p), d.h. % 9(¢,p) =0

e g ,erzeugt” die Symmetrie-Transformation vermoge dw =e{w, g}
dw: infinitesimale Transformation von w(q, p)

quantentheoretisch: observabel sind nur die Erwartungswerte

(W[Q) — ([Q1)" so, dass (Y[H|), () invariant ist.

Realisiert durch unitére Transformation U:
[¥) — W) =Ul), UU=1
~ Wigner-Theorem: Symmetrie-Transformationen sind unitéir (oder anti-unitér)
WIUTHUL) = (WH) ~ UTHU =h ~ [U.H]=0;
Fiir eine Schar U(e) mit U(0) = 1:

infinitesimal: 1
UlE)=1- %EG + O(e?) definiert ,,Erzeugende” oder ,,Generator” G

U'vt=1 & G'=G, [UH=0 & |[GH=0
Noether aus Ehrenfest:

d 1
£<G> = %<[G,H]) =0, denn ;G =0, [G,H| =0

Umkehrung:
. N
U(E)= lim (1[ - thVG) endliche Transformation

N — oo
Alternativ: Transformation von Observablen

_ i BCH
eG BPL e

O — Q =UlQU = e#Cpe 7 7ead G it ad G-Q = G, Q]

Beispiel: Translationen

Ue) = e #<P
Vi@ = (el = @UE)) p=1o,
= ) = (z—elY) =dx—e) v
X' = Ul(e)XU(E)=X+el , P =P

Symmetrie, falls

2

P
[UH =0 < [PH| =0 V(X)=0 & V=const |H=—+V(X)

2m
Erzeugende = P

o1

(6.1)



Symmetrie-Gruppe
U(e)U(e') =U(eo€’), o kann z.B. + sein
i.A. ist ¢ € Gruppe ¢

~ Abbildung: e — U (e) ist eine unitére ,,Darstellung” von ¢ auf 57

e €9, U(e) € ,unitdre Transformationen auf .7

UlE)U(E)=U(eoe)
falls 7o) = U-1(e) = U(==), U(id) =1 (6.7)
Raum (hier %), auf dem U wirkt, heifit Darstellungsraum oder ¥-Modul.
,,Dimension der Darstellung” := Dimension des Darstellungsraumes
Konsequenzen einer Symmetrie
Sei [U(e),H|=0Ve € 4 & [G;, H] = 0VErzeugende G;, i =1,2,...,dim¥

Betrachte H |E) = E |E). Dann gilt:

H(U(e) |E)) =Ule) H|E) = U(e) E|E) = E(U(e) |E)) (6.8)

~ Ul(e) |E) sind Eigenzustinde von H zur gleichen Energie F fiir alle e € ¢.
~ Wir konnen im Eigenraum zum Eigenwert E mit U(e) operieren

= Entartungsgrad = Dim. der Darstellung

Entartungsraum = Darstellungsraum

H diagonalisiert — in H-Eigenbasis ist

&)

By

Es

o]

Darstellung U einer Symmetrie-Gruppe ist block-diagonal in der H-Eigenbasis

]

Ue) = reduzible Darstellung (zerlegbar)

Ein Block ist eine irreduzible Darstellung.
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b) Drehimpulsalgebra und ihre Darstellungen

jetzt gilt d =3
klassisch: .
M=rxp

quantentheoretisch:

M:ﬁXﬁ = Mi:{‘:iijij [Xl,PJ]:zﬁéw

praktischer: [ = %]\7[ dimensionslos, L! = L; hermitesch, aulerdem ist L? = 527 | L2

Kommutatoren
1 1 1 . .
[Li, X;] = 7 leikeXi P, X;] = 7 Cike X [P, X;) = 7€kt Xi(—ihdej = teiji Xi
[LZ-, Pj] = 1€k Py
Struktur:
[L;, Vektor;] = ig;;i Vektory (kann als Definition eines ,,Vektor-Operators” dienen) (6.9)
{Li,ﬁﬂ = |Li,Y XP| =) (X [Li, Xa] + [Li, Xi] Xp) =i Y eane (XaXe + X Xp) =0
k k k
[Li, 132} -0
{Li, 131%} -0
Struktur:
[L;, Skalar] = 0 (6.10)
Beispiel
p? _ . .
[L;,H] = {Li, o + V(R)] = {Li, V(R)} =0, falls Vrotationsinvariant ist, d.h. V = f(R?)
Was ist [L“ LJ]7
1 1
[Li, Lj] = 7 [LisejheXiPe] = ikt (X [Li, Pe] + [Li, Xi] Pr)
1
= 7 (epsjre epsitm X Prm + €psjre epsikm Xm Pr)
1
== % [(5]m5k1 - 6ji5km) XkPm (5ji5€m - 6jm5i2) XmPZ]
1 .
= %, (XlPJ — X].PZ) = ’LEijkLk
[Li, L;] = icijr Lk Kurzschreibweise: ,,L x L = iL” (6.11)
[I?, LJ} =0 L% ist ein sogenannter ,,Casimir-Operator” (6.12)
Konsequenzen
1 -
(AL1)(ALg) > §|<L3)| aber L?, L simultan scharf
1
(AL3)(AX5) > §|<X1>| ~ in Eigenzustand von Lg ist AL3 =0

= Ebenso ist dann (X;) = (X3) = (Py) = (P) = 0.
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Definiere niitzliche Linearkombinationen

Li = L1 + iLg

Wir erhalten damit das neue Tripel {L1, Lo, L3} — {Ly,L_, L3} mit L, L_ wie oben.

Kommutatoren:

Anmerkung: Diese Gleichungen lassen sich auch als Eigenwert-Gleichung fiir ad Ls lesen.

(L3, L]
[L37L—]

I -

LyL_+L2

Ly

— Iy

L Li+IL3+Ls

., Li=1L_

[L+7
L2,

o } Ly La) = * La

L_]= 2L
Lil=0

} LeLy=L?—127FLs

Finde das gemeinsame Eigenwertspektrum von L2 und Ls!

(6.13)

(6.17)

Trick: L verbinden verschiedene Eigenkets |, ), definiere L2 |\, 1) = A|A, p), L3 |A, p), normiert auf 1

Was wird mit Ly |, pu)?

(L[N )

L3 (Li |)‘7M>)

d.h.
Li :
iteriert:

Ez
L

IA, p) — Nau | A p£1)

|

§

LA )
LA, )

L.L?

I\, 1)

ALz A 1))

LiLs|A ) +

[LSa Li] |/\’ :u>

pLx |)‘7M> + Ly I)"M>
(nE1) (Lt [As )

,, Leiter-Operatoren*

A (L7 A, 1)) .
(uszLQMu»} *)

Einschrankungen an (A, ) durch Positivitidt der Norm: (A, p|A, p) =1

e X, )]

P, )

iteriere

<)\7 /J“‘L¥Li ‘Av IUJ>

Aol () L7

A —

— o~~~

A—

1w

(ntm)® F (u+

!
>0

—(n+

+ k)2

- Lg + L3>)‘7/’6

A ﬂ‘L7n+1Lm+1|A ,U/>
A p|LT (Ly Ly
A plLm (L2 —
A pl L (A

TN )

L3 F Ls)LE |\, )

m)? F (£ m)) LA, )
m)] - | LT [ )]

TR 2 0
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F—-————-—--}0

53
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

1
2

0

=

Diese Faktoren werden irgendwann negativ, es ei denn einer verschwindet. D.h. es muss ein n4 und ein n_
geben mit Liiﬂ I\, ) =0 X — (pEng)? F (u+ns) =0 (Abbruchbedingungen). Differenz liefert:

n_—n
(ny+n_-+1D)QC2u+ny—n_)=0~ 2u+ny —n_=0 ~ M:TJF
Ny +n_ ny +n_ ny+n_ (ny +n_
Ay =T = R ) b1 T ( 1 +1)
Fiir jedes Paar (ny,n_) gibt es genau eine Losung (A, u) «— Eigenket |\, ).
n— ¢
L Ly
2 . 1 .
1 :
: SR T R S A
SRV TS S
- 4 4
Bessere Notation:
n,;nJr = pu=m ,Gewicht*
n_ +ny .
—y = L »Spin — A=/(l+1)
Mogliche Werte: :O,%,l,%,Q,... und m=—-0—0+1,... 0 —1,¢ fiir festes ¢

Wir erhalten eine Orthonormalbasis { [¢,m)} von ,,Gewichtsvektoren® |¢,m) mit (¢, m|¢',;m') = §pp 8y und
Lo |,m)? =X =2 T pu=Ll+1)—m2Fm={+m+1)({ Tm).Es gilt:

Lilt,m) = JU£m+1)(LFm)[l,m+1) (6.18)
Lz |t,;m) = mll,m) (6.19)
L2e,m) = £(0+1)]6,m) (6.20)

Speziell: Ly [¢,¢)=0 und L_|¢,—¢)=0 ,hochster bzw. tiefster Gewichstvektor”

Fiir jeden erlaubten ¢-Wert haben wir einen (2¢+1)-dimensionalen Vektorraum R, = ( |[¢, =€), ..., |(,+£)) (2(+1
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Basisvektoren) gefunden. Auf R, operieren die L;, d.h. wir haben eine hermitesche (irreduzible) Darstellung D,
der Drehimpulsalgebra konstruiert:

De: L;+— Dy(Ly) (24 1) x (2¢ + 1)-Matrix
(t=0,3,1,3,2,... = 20+1=1,2,3,4,5,...)
Dies sind alle irreduziblen endlich-dimensionalen («— hermiteschen) Darstellungen.

Beispiel:

Spin 0 trivial, L; =0

Spin % D% ist zweidimensional, R% = < |%,—%>7 \%, %>> = <é’17é’2>
L+|%77%> = |%a%> L—‘%a7%> = 0
Lyl +3) = 0 L_|3,+3) 3 —3)
0 1
1 1
L1 = 2(1 0> = 20'1
. 0 1
Ly = (0 0)
(0 —i
= L2 = 5 0 = 50’2
. (O O)
L= {1 o
L _ 1 1 0 —
5= 2\o —1) T 2%
1 ) 0 — 0
Spin 1 Lg= 0 Pasiweghsel o= | 00
-1 0O 0 O

Auf den Ry operiert die Darstellung U, der Drehgruppe durch Exponentiation der Darstellung D, der Drehim-
pulsalgebra.

U (e—ieij) — =07 De(Ly)
Wir haben schon einen Darstellungsraum, némlich 5 = £2(RR?), aber dieser ist co-dimensional.

Lie-Gruppe ¥

: Untergruppe

Tangentialvektoren bilden Tangentialraum an das T-Element
Tangentialraum = Lie-Algebra &

Gruppe U: ¢ 5 g +— U(g) unitire d x d-Matrix
Lie-Algebra D: G — D(G) hermitesche d x d-Matrizen
Erzeugende G: G = o'G; € ¥

Drehgruppe G SO(3) «  Drehimpulsalgebra £ = so(3)
Dim.=3 Generatoren L; : =1,2,3
[Li, LJ} = igijkLk
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Es gibt irreduzible Darstellungen jeder Dimension d = 2/+1
und eindeutig)

Bezeichnung: Dy

Darstellungsraum Ry mit Basis {|¢,m) :m = —{---+ {}

L2|t,m) = ((+1)[6,m)

, £=0, %, 1,... heifit Spin (diese sind vollsténdig

Eigenkets zu {

L.¢,m) = mlt,m)
Es gibt eine unendlich-dimensionale Darstellung Do, auf L*(IR3). (Darstellung auf Funktionen im R3)
1 ! 0 - .1, =
Li = %siijij = 56@',&1&‘@, dh. L= ET x V
—_——
Doo (Lz)

Priife [Doo(Lz)aDoo(L])] = igijkDoo (Lk)
2B. 7= (1,y,2)  [2(y0. — 20,), 2(20, — 20.)] f = (20, — yd.) f

[L,EQ] =0 ~ Duy(L;) sind gebaut aus O, @, dg, dp in Kuglekoordinanten, kein r, 9,
A Roo = L?(S?) Funktionen auf Sphire (0, ®)

explizit:
Doo(Ls) = 100
Do(Ly) = €eT®(+£de + icot O0s) (6.21)
Doo(L?) = —=l5005in006 — g3
Eigenbasis gegeben durch Kugelflichenfunktionen Y7,,,(©,®), ¢=0,1,2,3,... m=—4,...,+¢
Doo(L3)Yom = mYem ;  Doo(L?)Yemy = (L + 1)V, (6.22)

vollstéindige Basis — jede Funktion in ©, ® 148t sich in Yy, entwickeln.
Do ist reduzibel:

D = Dy & D @& D3 &
R = Ry & R ® R @
T T T
Basis: Yoo Y11 Yam (6.23)
5/10 m = _27_1a05172
Y11

Warum nur ganzzahlige Spins £? ¢!™® ist nur dann mit der Periode 27 periodisch, falls m € Z

c) Addition von Drehgruppen

zusammengestztes System aus 2 Komponenten (,,bipartit”)
Zustéinde sind Linearkombinationen von |Teil 1) ® |Teil 2) ©

additive Observable: Ot = 5(1) + 6(2) =0 @1) + (1 ®0y))

Symmetrien: Generatoren G; wie Observablen Gt = ai(Ggl) 1)+t (l® GEQ))
endliche Transformation:

__i(ytotal it (2) _inta it (2)
e iG — el (G, 1+1®G; ):e i G, ®ILe 101G,

(D) i (2) o ie(1) i (2)
(6 i’ G ®]1)(]1®6 szi):ezaGi ®e o' G,

5@ ist die direkte Summe
6® ist das Tensorprodukt
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Rechenregel fiir Operatoren: (A ® B)(C ® D) = (AC) ® (BD)
Achtung: [A® B,C ® D] # [A,C] ® [B, D]

Speziell zum Drehimpuls:  Drehimpuls von Teil 1 heife L ~ Ez L;®1
Drehimpuls von Teil 2 heifle S A S, = 1®5S;
Totaler Drehimpuls heifle J ~ J; L;+S;

Test das J ein Drehimpuls ist:

[ i Jj] Li®l+1©S;,L;@1+1® 5]
= [Li, L] @1 +1®][S;, )]
= gLy ® 1T+ 1 @ igij, Sk = i€ijnJi v
verwende
TP = S (Liet+1085) =) (L2e01+1052+2L;©S))
— [24824208 =2+ 8242048+ 1,5 +L_8,
Kommutatoren: .
[LZ-,SJ- - 0
[ﬂ,f? =0 = [ﬁﬁ?}
1] = 0 = [58)
aber: [f,i3: # 0 # [_:Aza]
725+ 8] = 0 = [T
Basis 1 Eigenkets VOIIE2,§2,E3,§3 —  |ls,memg) = |0, my) ® \s,ms>&tu:§:st me, Ms)
Basis 2 Eigenketsvon22,§2,f2,J3 —  |€s,jm) z,tu::czst l7,m)

einfachstes Beispiel:

— 1 — 1
=35, s=3

Darstellung: D,, ® D,

— Darstellungsraum: R,, ® B, dim=2-2=
= ID?/Q Mg, Ms € {_%7 %}

{ |%’ %>’ |%’ _%>’ | - %’ %)7 | - %7_%>} = { |+7+>a |+7 _>7 |_a+>7 e _>}
Konstruktion von Basis 2: diagonlaisiere J? und J,

D12/2 (Li) = %Ui ®1, 'D%&(S’i) =1® %O—i

Basis 1:

1 1
S X T B B
1 2
—1
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bilde Linearkombination [00) = L (|+—)— |—=+)) ~ J2[00) =0, J3]00) =0

V2 . (6.28)
10)=Z5(l+=)+1-4) ~ J*[10)=2]10), J3/00)=0
. 11 = |[+4)
neue Notation:
-1 = [=-)
in neuer Basis { |11), [00), |10}, |1 —1)}
1 2
7 0 72 - 0
T = 0 Tm= 2
-1 2
umordenen: {[00), [11),]10), |1 —1)} = Basis 2 (6.29)
wir haben gefunden:
Jy = , JP=
Fazit: ’D?& = Dy @ D
1 1 (6.30)
j=0 j=1
Dimension: 2-2=14+3 V kurz:%@%:(}@l oder: 2@2=143
D12 @Dy = Do @ Dy (6.31)
—_—
mit Basis 1 mit Basis 2
Basis L: {|+), [=)} @ {|+), [} ={l++), |+-), [-+), |- )}
Basis 2: { |070>} @ { |17 1>7 ‘170>7 ‘L 71>}
——
j=0 j=1

Vollstiandiger Satz kommutierender Observablen:

Basisl: |my, ms) : L? 52, Eg, S Basis 2: |j,m) : L2, 8% J% J3 m=m +ms
Basistransformation 1 — 2: |j,m)s = > |y, ms)1 (my, ms|j, m)a
m,ms,m=m;+ms —

Clebsch-Gordon-Koeff.

allgemeine Situation [ > s:
D, ® Ds: Darstellungsraum R; ® R hat Dimension d = (20 + 1)(2s+ 1). aber D; ® Dy ist reduzibel, d.h. 3 Basis

2 in der fiir f:f—&—ggilt :
(D, ® Ds)(J;) = 0 Dn(di) =Dy (J;) @ Do (J;) B .. (6.32)

Frage: welche Werte von j tauchen auf?
Losungstechnik

e beginne mit maximalen m = m; +ms =l +s ~ 3Jj = 77 = [+ s ,hochstes Gewicht”: |I,s) =
[T+ 5,1+ s)o ist eindeutig
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e steige ab innerhalb der Darstellung Dy mit J_ =L_®@T+1® S_:

J_|l,s); = \l>®|>+|l>®s |s) = V211 —1,8)1 +V2s]l,5 — 1)
= J_|l4+s,1+s) V204 8)|l+s,1+s—1)

e usw. — erhalte [l4+s,l+8)2, |I+8,l+5—1)2, |I4+8,l+5—2)a,..., [+, —(I+5))2 als Linearkombination
der |my,ms) = Dy

o ,entferne” D¢ aus D; ® D, durch Projektion und starte erneut mit D; ® Dy © Dy 4

e iteriere den Prozel und erhalte D;1 s, Djys_1,Dirs—2, ..., D;_s Frage: Warum bis [ — s?
l+s

— Dimensionscheck: d = Y (2j+1)=32(l+s)+1+2(—s)+1:(2s+1)=(2+1)(25s+1) v
=i =Mittelwert Anzahl
Fazit: (I > s)
l+s l+s
D, ®D, = ED D; oder(kurz) [® s = @ J sAuswahlregel”: |l —s| <j<l+s (6.33)
j=l—s j=l—s
Bsp: [ = %, s=1
Skizze fehlt
Clebsch-Gordon-Reihe:
|ls, jm)s = Z [ls, mums)1(ls, mymslls, jm)a (6.34)

mp,ms,m+ms=m

d) Der Spin

Wechselwirkung mit elektromagn Feld (Potentlale o(Z,t), A(Z,1))
,;minimale Kopplung”: ersetze P—P— A in H:

1 - e L B
H = —(P- %A)Z +ep  wobei A= A(X,1),6(X,1)
1 =2 e=- eo=z €% o . - S S
= — -PA—-AP + 5 A%) +ep Coumlomb-Eichung VA =0 < PA=PA
2m c c c
1 = I
= 2—(P2 —2AP+ %A2) +ep setze ¢ = 0, vernachlissige A%-Term
m c
]. — - = -
~ —p2- 27 B=const. ~ A=——RxB
2m mce
1 =0 e = = =
= 5 2 5~ (Ex B)P R=X = (X1, X2, X3)
1 = e = = =
- % 2_2mc(RXP)B
= Q—P2 — B mit = Q—M magn. Dlpolmoment(M Drehimpuls)
m
ho i
~ H = Hy+ Hywmit Hyw = —,uB = —e—LB |'Lﬁ| ﬂ gyromagn. Verhiltnis (6.35)
2mc |M]| 2me

neuer Freiheitsgrad erforderlich: ,,Spin” zuséitzlich: M’ = S, Zustéinde |s,m,) (innere Struktur der Teilchen)
neuer abstrakter Spinraum R (bei Elektronen, Quarks s = 1)

. D
[Si,Sj] = ZEiijk, [Si,Lj] = 0, [Si,Xj] =0= [Si,Pj] (L = %R X P)
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gyromagn. Verhéltnisse 1L g% variieren (g=,,Landé-Faktor”): Bahndrehimpuls hat g = 1, Spin hat g =

|M|
2-(1,00116...) fiir Elektronen, andere Werte fiir Protonen, Neutronen, etc...

vollstéindiger Zustandsraum ist H = Hai; ® R, Basis {[1%,,) ® |s,ms)}

+s
allgemeiner Zustand: ||, s)) = Z [Ym.) ® |s,ms) zweifache Entartung (6.36)

ms=—8
neues Postulat

P VI. Die Ortskomponenten X; und die Spinkomponente S5 (4evtl. weitere innere Freiheitsgrade) blden eine
vollstdndige Basis vertauschbarer Observablen eines Teilchens

einfachster Fall: s = %:

) = ) ® [4) + [¥-) @ |-) = ( IZf;)

solche Objekte (g) € R1/2 heiflen Pauli-Spinoren o, 8 € C.
Projektion:
(Elv) = lvz)
(@|lv) = vip(z)|+) +v-(2)[-)
(| @ (z])|¥)) = ti(x)Spin-Wellenfunktion

Vollsténdigkeitsrelation: 1, = |+)(+]| + |—){—|
Spingruppe: Dy jo(S;) = 1 A Uy o 975) = ¢
lokaler Hamiltonoperator: H = Hy + Hww + Hww>

B - ,
Hww + Hww = ——~ LB - " 4SB = —iB (6.37)
2mc 2mc
fiir Elektronen eh = g eh
it i = fiBahn + [Spin ~ — L - =— Lel1+1®d 6.38
mit ff = [iBahn + Usp =g ch( +32 (L®l+1®0) (6.38)
Schrédinger-Gleichung fiir Elektronen mit Spin % im Magnetfeld B:
P2 = eh -5 eh _ = [4)
mon () ([ pv @) - BB 1, — — B + Pauli-Gleich
1hoy ( ) [ o +V(X) e 2%2 5l ] ) auli-Gleichung

B. B, —iB,
B, +iB, —B.

(6.39)
VII Zentralpotential
a) Separation der Schrédinger-Gleichung
V =V(R)mit R=VR?2 & [L;;H|=0 ~ Kugelkoordinaten
klassisch:
22 P2 72 .
D o = ﬁ 52 mit p, = &.p, und M =7 x p
quantenmechanisch:
P2 1 2 —2772 :
Hgp=— = — (PT +R°M ) aber was ist P, ? (7.1)
2m m
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Wir haben

i -
= R

~ P> = R

1

s gilt: P, = =
es gi 2(

in Ortsdarstellung  (r, 0, o|t)) =¥ (r,0, )

D : R — F,ﬁ—>,ﬁ,

7

P> = P!4+RTM? —

mit D, (E 2)

Schriédinger-Gleichung(lasse Do, weg)

h? h
[—QmA—&—V(r)] Y=E¢ ~ [2m

wir wissen:

L2%Y,, = (0 +1)Ye, — Separationsansatz: Yg(r,0,9) = Rge(r) - Yo (0, 0)

ergibt

[52 (182r — E(i;l)

T

2m \r

Substitution: Rge(r) =

wir multiplizieren die Gleichung mit r und erhalten

(%

— eindimensionale Schrédinger-Gleichungmit effektivem Potential Vg (r) und r € [0; o0]
Normierungsbedingungen bei Bindungszustdnden:

oo

1:<w\w):/r2dr/d29|}’gm|2 |RE5|2:/dr|uEg\2
%’_/ 0

0

denn die Kugelflachenfunktionen Yy, sind normiert.
Randbedingungen bei r = 0 fiir nicht-singuléres Potential:

A=A (ium(r) ng(Q,gp)) ~ —477(5(3)(7*‘) Upe(0) Yo + ... ~ uge(0) =0

es sein denn, V(1) ~ 6@ (7).

5 N\ 2
R x P) = 11 X; Py €itm X1 P,

- how &
RP e fW:far,
(3 1

1
——— Oy sinby — Laﬂ
sin @

740 ~ Dy (]32) = —h2A in Kugelkoordinaten
sin

. >+V(r)—E] Y =0

>+V(T)E] Rpe =0

E héngt nicht von m ab — £(£ + 1)-fache Entartung.

L

5 Or +V(r)—E | u(r)=0

—ﬁfaﬁ/;aﬂ + h%pw (£2) = -# (af 4 %ar - %Dm (Z Ej})



Bemerkung

P, ist beziiglich des Skalarproduktes fooo drr? ... hermitesch:

/dr r? f(P.g) = /dr r? f?&(%g) = /dr (rf)@ﬂrg)% V4

0 0 0

b) allgemeine Resultate

£(0+1)

eindimensionale Schrédinger-Gleichungmit Vg = V + A2 Ty

, Randbedingungen bei r = 0: u(0) =0

1. Eigenschaften von u(r) fir r — 0: Annahme V(r) weniger singulir als r—2

dominiert bei r — 0:

~ Zentrifugalterm

Losung:

0)=0
up(r — 0)~ Artt 4 Br~* O ue(r) = r* (ag + arr + asr® +...)

2. Eigenschaften von u(r) fir r — oo: Annahme lim V(r) = 0. Ansatz:

T — o0

: 1
A up(r) = fre(r) e mit k = —vV2mE

h
" ot 2m
~ = fre F 20k frp + ?Véﬁ»‘ “fre=0
Falls fi, langsam variiert, konnen wir annehmen, f;/, ~ 0
m , ,
~ fre(r) = f(ro) exp :FTk dr’ Veg(r')

To

upe(r — 00) x exp [ii (k’r — %/ Veff>]
unabhénging von /.

Im Fall von Bindungszustédnden haben wir k =: ix

Dann ist

m s
N ug X exp (—HT ~ Veff>
K

c) freies Teilchen

Kein Potential: V(r) =0, E = L

h? R0+ 1
7763 ﬂ - F URy = O UEy = T’CdOtREg
2m 2mr?
Substitution p = kr:

X . (+1 +ip -
B P\ _. Asymptotik [ pTre™Pp(p) Ansatz fiir £ > 0
upe(r) = uge (k) =: Wg(p) = { piHle=Pp(p)  Ansatz fiir E <0, p = kr

2 _ 7.202 2492
= 0, = k”0, bzw. k°0;.
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Dabei ist p(p) ein Polynom in p.

0e+1) .+ fir E>0
2 _ —
[8p p2 :tl] WE[—O mit —firE<0

Da aber V = 0 ist, folgt £ > 0, also

00+ 1
(—82+ e+ ))WEZ:WEZ

P 02
{+1 {41
- (o 52) (032 v

WEe o< pje(p) oder png(rho)
= Radialfunktion Rge = cpeje(kr)

Losung:

mit den Besselfunktionen

¢ .
1
je(p) = (=p)" (p@,) 512/) sphérische Besselfunktion
¢ f1 ¢ cos p s .
ne(p) = (—p) ;8,« 5 sphérische Neumannfunktion
Grenzwerte
fir p — oo
. 1. % 1 Ir
Je — —sin|p— — ng — —cos|p— — Kugelwellen
p 2 p 2
firp — O:
‘
jo — ﬁ reguldr v/ ne — (204 1) p~ Y gingulir!

Doppelfakultit: n!! :=n(n —2)(n —4) ... endet auf 1 oder 2.

Energie-Eigenbasis

h2k?
wEém(rv 0, SO) = .]Z(k'r) }/Zm(aa 4/7) mit F = om

kontinuierlich > 0

Normierung
2
2 . .
[ gt gui'r) = 8 k- k)
0
/ol ! 3 * 2 /
A (Btm|E'Cm / P bprim = —ogb (k= K) Gt Gy
T

Vollstandigkeit

m™m
- / 4B T2 amE 3 |Btm) (Etm|
0 m

allgemeine Losung

(ry 0, elp(t)) = / dE 3" apm je(kr) Yo (0, ) e~ # "
0 Lm
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vergleiche mit
1 o3 i
_ 3.~ . ikT —+Et
<~T73/az|¢(t)> - /d k (27r)3/2 bke e n

Umrechung zwischen kartesischen Koordinaten und Kugelkoordinaten

¢ = 4 3", (B, on) Ge(kr)Yen (6, ) (7.16)

l,m
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