8. Hausiibung zur Quantentheorie II, SS 2007

(abzugeben am Donnerstag, 14.06.2007)

Aufgabe H21  Thermodynamisches Gleichgewicht (5 Punkte)

Ein Gemisch befindet sich dann im thermodynamischen Gleichgewicht, wenn die Entropie
S = —tr(plogo) = —>; \;log \; maximal ist. Hier sind \; die Eigenwerte von g. We-
gen 0 = ihdyo = [H, o] 148t sich im Gleichgewicht mit ¢ auch der Hamiltonoperator H
diagonalisieren und habe die Eigenwerte FE;.

a) Nehmen Sie an, dal das Gemisch mit der Umgebung Energie derart austauscht, dafl
der Mittelwert seiner Energie, (F) = tr (o H) = Y, \;E;, konstant bleibt. Beriick-
sichtigen Sie diese Nebenbedingung sowie die Spurerhaltung von p mit Hilfe von
Lagrange-Multiplikatoren, und maximieren Sie S. Zeigen Sie somit, daf§ A\; durch die
Boltzmann-Verteilung gegeben ist. Wie lautet die Entropie als Funktion von (E) und
der Zustandssumme Z7

b) Der zur Nebenbedingung der Energieerhaltung gewahlte Lagrange-Multiplikator hei-
Be (. Zeigen Sie, dafi (£) und die Zustandssumme geméf (E) = —0glog Z(3) zu-
sammenhéngen. Betrachten Sie nun den harmonischen Oszillator mit auf Null ver-
schobener Grundzustandsenergie, d.h.

E, = né& fir n=0,1,2,3,... .

Was ist die mittlere Energie (E) fiir diesen Fall (Bosonen)? Und fiir den fermionischen
Fall (d.h. fir n =0,1)?

Aufgabe H22  Shannon-Entropie und von Neumann-Entropie (5 Punkte)

Die Entropie einer klassischen Wahrscheinlichkeitsverteilung {p1, ..., px } lautet

N
H = = pjlogp;

=1

und wird als Shannon-Entropie bezeichnet.
Die Entropie eines quantenmechanischen Zustands, der durch den Dichteoperator o be-
schrieben wird, ist gegeben durch die von Neumann-Entropie

S = —tr(ologo) .

Zeigen Sie, dafl bei Préparation von nicht-orthogonalen Quantenzustdnden mit Wahr-
scheinlichkeiten p; diese beiden Entropien i.a. nicht identisch sind. Betrachten Sie hierzu
das folgende Beispiel: Ein Spin—%—Teilchen werde mit gleicher Wahrscheinlichkeit in einem
der drei Zustadnde

= (o) W= 5) W =i(5)

prapariert. Wie grof§ sind H und S?

Betrachten Sie nun die Verallgemeinerung, daf} ein Spin—%—Teilchen mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit in einem von N verschiedenen reinen Zustdnden prapariert wird. Wie grof3
sind H und S im Grenzwert N — 0o?

b.w.



Aufgabe H23  Nichtlineare Schridingergleichung? (5 Punkte)

Zeigen Sie, daB eine nichtlineare Modifikation der Schrodingergleichung (die anderen Postu-
late der Quantenmechanik sollen ungeéndert bleiben) den zweiten Hauptsatz der Thermo-
dynamik verletzt. Betrachten Sie dazu fiir den Dichteoperator eine konvexe Kombination
zweier Projektoren auf normierte ungleiche Zusténde |u) und |v), d.h.

o = AMu)(u| + (1=X) |v)(v]| mit 0<A<1.

a) Berechnen Sie die Eigenwerte von g als Funktion des Absolutquadrats des Skalarpro-
dukts |(u|v)|” =: z. Zeigen Sie, daB8 die von Neumann-Entropie S = — tr (¢log o) fiir
jedes A die Ungleichung dS/dx < 0 erfiillt.

b) Fiir nichtlineare Modifikationen der Schrédingergleichung gilt, dafl es mindestens zwei
Zusténde gibt, deren Skalarprodukt-Betrag unter Zeitentwicklung nicht erhalten ist
(Wigners Theorem).

Gegeben sei ein vollsténdiges Orthonormalsystem von Zusténden |uy), deren Ortho-
gonalitét zeitlich erhalten sei. Machen Sie sich klar, dal zu jeder Zeit

Xk:!<uk|v>!2 = 1.

Zeigen Sie damit, daf es immer zwei Zustédnde gibt, deren Skalarprodukt mit der Zeit
zunimmt, so dafl deren Mischung die Eigenschaft hat, dafi ihre Entropie S mit der
Zeit abnimmdt.



