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Aufgabe P9 Die CHSH-Ungleichung

Leiten Sie eine zur Bell-Ungleichung analoge Ungleichung für vier mögliche Messrichtungen
her, die sogenannte CHSH-Ungleichung (nach Clauser, Horne, Shimony und Holt): gegeben
seien Observable A,B,C,D, deren Messwerte a, b, c, d jeweils +1 oder −1 sein können.

a) Machen Sie sich klar, dass bei gleichzeitigem Vorliegen der vier Messwerte gilt

(a+ c) b− (a− c) d = ±2

und daher für die Erwartungswerte der Observablen die CHSH-Ungleichung

|〈AB〉 + 〈BC〉 + 〈CD〉 − 〈DA〉| ≤ 2 .

b) Betrachten Sie nun einen quantenmechanischen Singlettzustand. Die Observablen
von Beobachter 1 seien A = ~α · ~σ1 und C = ~γ · ~σ1 (Spinmessung in Richtung der
Einheitsvektoren ~α bzw. ~γ); für Beobachter 2 lauten die entsprechenden Observablen

B und D (Spinmessung in Richtung ~β bzw. ~δ).

Berechnen Sie die linke Seite der Ungleichung für den Singlettzustand. Erinnerung:
〈AB〉 = − cos Θ(α, β). Überlegen Sie sich Winkel, bei denen die Ungleichung verletzt
wird. Diskutieren Sie den physikalischen Grund für die Verletzung.

c) Zeigen Sie, dass eine lineare Korrelation 〈AB〉 = 1− 2
π

Θ(α, β) die Ungleichung erfüllt.

Aufgabe P10 Zwei Eigenschaften der Diracgleichung

a) Der Dirac-Spinor ψ erfülle die Diracgleichung (mit h̄ = c = 1)

(iγµ∂µ −m)ψ = 0 .

Zeigen Sie, dass jede der vier Komponenten ψi der Klein-Gordon-Gleichung genügt,

(∂µ∂µ +m2)ψi = 0 .

b) Koppeln Sie das elektromagnetische Viererpotential Aµ ”
minimal“ an die Diracglei-

chung mit der Ersetzungsvorschrift

∂µ → Dµ = ∂µ + iqAµ ,

wobei q die elektrische Ladung des durch ψ beschriebenen Teilchens ist. Was bedeutet
dies physikalisch?

c) Zeigen Sie, dass die Diracgleichung invariant ist unter der Eichtransformation

Aµ(x) → Âµ(x) = Aµ(x) + ∂µλ(x) ,

ψ(x) → ψ̂(x) = e−iqλ(x) ψ(x) .


