19. Hausubung zu den Rechenmethoden der Physik SS 2000

Abgabe am 2.5.2000 vor der Vorlesung
55. Gedampfter Oszillator

In geeigneten Koordinaten nehmen die Gleichungen fir den gedampften harmonischen Oszillator
die Form
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an. Sie haben die allgemeine Lésung (;EB) =exp(wtA) (;(O)>.

(&) Machen Sie zur Auswertung der Matrixexponentialfunktion Gebrauch von der Ildentitat
exp(M) = U~T exp(UMU~") U, mit einer invertierbaren Matrix L. Die rechte Seite l4sst
sich leicht auswerten, falls UMU~" eine Diagonalmatrix ist.

(b) Bestimmen Sie U in geeigneter Weise und geben Sie damit die allgemeine Ldsung an.

Beachten Sie, dass die Inverse einer 2 x 2 Matrix U = (a b) durch - < d _b>
c d detU \ —¢ a

gegeben ist.
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(c) Welche qualitativ verschiedenen Lésungen erhalten Sie fur (‘p(O]) = (O) in Abhéngig-

keit von y? Skizzieren Sie diese Losungskurven in der xp-Ebene und markieren Sie den
Durchlaufsinn. (4)

56. Verfolgungsjagd

Ein Beobachter A sitzt in einem Ruderboot bei 7 = (xp,0) mit xo < 0 und
sieht seinen Freund B mit konstanter Geschwindigkeit v entlang der y-
Achse vorbeischwimmen. Zum Zeitpunkt to = 0 passiert B den Ursprung
und A macht sich mit der konstanten Geschwindigkeit w > v auf die
Verfolgung. Seine prazisen Ruderbewegungen erlauben es A, zu jedem

Zeitpunkt in die momentane Richtung zu B zu fahren. X
x0

(a) Bestimmen Sie die Differentialgleichung der resultierenden Verfolgungsbahn y(x). Para-
metrisieren Sie dazu zunéchst die Bahnkurven von A und B mit t. Sie erhalten zwei Glei-
chungen aus der Eigenschaft, dass As Geschwindigkeitsvektor auf B zeigt, und die Lange
w hat. Eliminieren Sie t durch Differenzieren (Steigung=?) und x durch Einsetzen, um eine
Differentialgleichung 1. Ordnung fiir z =y’ zu erhalten.

(b) Losen Sie die Differentialgleichung fur z und finden Sie y durch Integration (Anfangswerte?).
Hinweis: Die Identitat ﬁ = 0,arcsinhz = 9, In(z + /1 + z2) ist nutzlich.

(c) Wo treffen sich A und B? (4)

57. Erzwungene Schwingungen

Das bekannte Problem des harmonischen Oszillators mit einer zeitabh&ngigen aufBeren Kraft
F(t), d.h. % + w?x = % F(t), soll mit veranderter Methodik bearbeitet werden.

(&) Machen Sie dazu den Ansatz &(t) = x(t)+i w x(t) und schreiben Sie die Oszillatorgleichung
als Differentialgleichung fur die neue Funktion &(t) an.

Bitte wenden!



(b) Ldsen Sie zunachst die homogene Differentialgleichung und suchen Sie im Anschlul3 die
allgemeine Lésung vermdge der Variation der Konstanten.

(c) Geben Sie die Gesamtenergie E des Oszillators als Summe aus kinetischer Energie und
Auslenkungsenergie an. In welchem Zusammenhang steht E zu &?

(d) Nehmen Sie an, der Oszillator befinde sich zum Zeitpunkt t = —oco in Ruhe. Geben Sie ein
Integral fir die Energie an, die dem Oszillator in dem Zeitraum —oo bis +oo zugefiihrt wird.

(4)



