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Aufgabe 81: Die zeitabhängige Temperaturverteilung T (x, t) in einer Wand der Dicke R genüge ��
��
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der Diffusionsgleichung λ−1∂tT = ∂2

xT für t ≥ 0 und 0 ≤ x ≤ R, mit der Anfangsbedingung
T (x, 0) ≡ 0. Der linke Rand wird dabei stets auf T=0 gehalten, wogegen am rechten Rand zum
Zeitpunkt t=0 ein Temperatursprung von 0 auf T1 angelegt wird.

(a) Machen Sie einen Separationsansatz T (x, t) = φ(x) f(t) und geben Sie die Lösungen
für die (prinzipiell komplex-wertigen) Funktionen φ und f an in Abhängigkeit von der
Separationskonstanten −α2 ∈ C. Berücksichtigen Sie auch den Sonderfall α = 0.

(b) Schränken Sie die erhaltenen Lösungen φα(x) fα(t) durch die linke Randbedingung ein,
getrennt für α 6=0 und α=0.

(c) Erfüllen Sie nun die rechte Randbedingung für φ0(R) f0(t), aber die homogene Randbe-
dingung φα(R) fα(t) = 0 für α 6=0. Welche diskreten Werte αn sind dann noch möglich?

(d) Wir verkürzen die Notation: φαn
→ φn etc. für n = 1, 2, . . .. Die allgemeine Lösung ist

eine Überlagerung T (x, t) =
∑

∞

n=0
φn(x) fn(t) , welche nach Konstruktion beide Rand-

bedingungen erfüllt. Die noch unbestimmten Koeffizienten der n6=0 Beiträge (nennen wir
sie bn) erhalten Sie aus der Anfangsbedingung.

Hinweis: Sie dürfen φn antisymmetrisch auf das Intervall [−R, R] erweitern und 2R-periodisch fortsetzen.

Dann ist
∑

∞

n=1
φn(x) fn(0) = −φ0(x) f0(0) ein Sägezahn, mit bekannter Fourier-Reihe (oder herleiten).

(e) Geben Sie die eindeutige Lösung nun vollständig an. Welches Temperaturprofil stellt sich
für t → ∞ ein? Skizzieren Sie einige Profile für endliche Zeiten.

Aufgabe 82: Die Kugelflächenfunktionen Yℓm(ϑ, ϕ) erfüllen die Differenzialgleichung ��
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[ Λ + ℓ(ℓ+1) ] Yℓm(ϑ, ϕ) = 0 mit Λ = 1

sinϑ
∂ϑ sinϑ ∂ϑ + 1

sin
2 ϑ

∂2

ϕ .

Die Funktionen v(r, ϑ, ϕ) := Yℓm(ϑ, ϕ) und w(r, ϑ, ϕ) := Yℓ′m′(ϑ, ϕ) (mit trivialer radialer
Abhängigkeit!) erfüllen homogene Neumann-Bedingungen am Rand einer Kugel K vom (belie-
bigen) Radius R. Demnach gilt 〈v|△w〉 = 〈△v|w〉 mit dem Skalarprodukt 〈f |g〉 =

∫
K

d3r f ∗g .
Zeigen Sie damit die Orthogonalitätsrelation

∫
1

−1

d cos ϑ

∫
2π

0

dϕ Y ∗

ℓm(ϑ, ϕ) Yℓ′m′(ϑ, ϕ) = 0 für ℓ 6= ℓ′ .

Aufgabe 83: Man löse die homogene Wellengleichung c−2∂2

t u = △u im R3 mit Anfangswerten ��
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u(0, r, ϑ, ϕ) = sin 3r
r

und u̇(0, r, ϑ, ϕ) = c (sin ϑ sin ϕ + cos ϑ) ∂r
sin 2r

r
.

Hinweise: Starten Sie mit der allgemeinen (in R3 regulären) Lösung in Kugelkoordinaten.

Welche (k, ℓ, m)-Werte kommen in den Anfangsdaten vor? jℓ(ρ) = ρℓ(− 1

ρ
∂ρ)

ℓ sin ρ
ρ

.


