Priasenziibung zu den Rechenmethoden der Physik I1 10. Woche

Von harmonischen homogenen Polynomen zu Kugelflichenfunktionen

Da die Kugeloberfliiche S? kompakt ist, lisst sich jede anstéindige Funktion f(7|7™=1) = g(¢, ¢)
mit (z,y,z) = r (sin¥sin ¢, sin ¥ cos , cos¥) dort in eine abzéhlbare Basis entwickeln.
Eine extrem niitzliche Basis kann man durch drei Eigenschaften definieren:
1. Homogenitét: f =2, fr mit fi(af) =a’fy(F) fiir £=0,1,2,... und 7 € R3.
Entsprechend ist aufierhalb S? fortgesetzt g(r, 9, ) = >,r%g,(9, ¢).
2. Harmonizitit: A f, = (0§+0§+0§ )fe = 0, was in sphérischen Koordinaten bedeutet
A(rfg) = (202r + LA)rfge = r*2(L(0+1) + A) ¢ =0 () oder auch
,Funktionen g, sind Eigenfunktionen von —A mit Eigenwert ¢(¢+41).*
3. z-Orientierung: Funktionen f, bzw. g, lassen sich noch sortieren nach Eigenfunktionen
von M = %(xﬁy—yﬁx) = %QG ,also M fon = m fo, und genauso fiir ggp,.

Nach Normierung werden die Eigenfunktionen gy, mit Y, bezeichnet. Demnach ldsst sich jede
Funktion auf der Sphére entwickeln als ¢(¥, p) = ZZ,m e Yo (0, ) mit ag, € C.

(a) Rechnen Sie Gleichung (*) nach.
(b) Konstruieren Sie in kartesischen Koordinaten die Polynome Yy, (z,y, 2) fiir £ = 1 und 2.

Sortieren Sie dazu um: f; = a,x + @,y + a2z = ap(x+iy) + a2 + a1 (z—1iy)
und berechnen Sie die M-Eigenwerte fiir diese Terme. Wiederholen Sie die Strategie fiir
fo = ...+ ay[(x+iy)(z—iy) + A\z?] + ... und fixieren Sie A mit der Forderung A f, = 0.

(c) Rechnen Sie nun in sphérische Koordinaten um und lesen Sie die (unnormierten) Yy, ab.
Fixieren Sie ) alternativ iiber 0 = (6 4+ A)goo = (6 + =109 sindd Oy ) [sin + A cos?V] .

sin ¥
(d) Besseres Verfahren: fo = (z+iy)’ < gop = sin@ e . Mit L_ fo,, = fom—1 (oder gem)
fir L. = (z—iy)d, — 2(8,—10,) = e ¥(—0y +icotdd,) im m-Wert ,absteigen®
fos for S 5 fn s 5 fr 55 0. Wegen fi =fimist alsom € {—(,... +(}.

Fiir Wagemutige: Berechnen Sie auf diese Weise die Y3, (unnormiert).

Entwicklung einer ebenen Welle in Kugelwellen

Der riumliche Teil 7 einer ebenen Welle geniigt. der Helmholtz-Gleichung. Also sollte er
sich auch nach dem in R? vollstéindigen ,, Kugelwellen“-Funktionensatz {j¢(kr) Yo, (9, ©)} mit
m=—/(,... fund £ =0,1,2,... entwickeln lassen. Wegen k-F=kr cos~y ist nur ein Winkel
im Spiel, so dass bei Wahl der z-Achse in E—Richtung ¥ = 7 wird und nichts von ¢ abhéingt,
weswegen nur Yyo(, p) ~ Py(cos?) bendtigt wird in der Entwicklung

eF T = i (204-1) jo(kr) Py(cos ) fir = <(k,7) .
(=0
Beweisen Sie diese Formel, indem Sie unbestimmte Koeffizienten a, anstatt i’ schreiben,

(a) die linke Seite in eine Potenzreihe entwickeln, kr=p und cosy=z abkiirzen und dann
f_lldz P,(z) auf beide Seiten anwenden (wobei n beliebig ist),

(b) auf der rechten Seite die Orthogonalitdt (20+1) f_lldz Py(z) P,(2) = 2064, verwenden

sowie die Form der sphérischen Besselfunktion j,(p) = % p’ + hohere p-Potenzen,

(c) auf der linken Seite 2° = ¢,P + ,Prq + ... mit ¢, = 24(¢1)%/(2¢)! schreiben und
wiederum die Orthogonalitidt der Legendre-Polynome nutzen,
(c) die p™-Terme (niedrigste Potenz) auf beiden Seiten vergleichen und a,, ablesen.



