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MATRIZEN UND DREHUNGEN

Wie in der Vorlesung erklirt, unterscheiden wir zwischen einem abstrakten Vektor @ und seinen Kom-
ponenten a = (a1, as,as)’, die von der Wahl der Basis abhidngen. Matrizen M wenden wir entweder
auf Basisvektoren an (,,aktive Transformation €;’ = M,y €},), oder auf Komponenten (,,passive Trans-
formation® @’ = M a).

Vorbemerkung: Wir wenden hier M nicht nur aktiv auf Basisvektoren an, sondern in [H14] und [H15](c,d)
auch auf andere Vektoren.

Aktive Drehungen explizit [44+6+4+ 4+ 4* = 18 Punkte + 4* Extrapunkte]
Wir betrachten den R3. Eine Drehung ist eindeutig durch eine Drehachse 77, |77| = 1, und einen Dreh-
winkel o bestimmt.

Wir erinnern uns auflerdem daran, dass ein beliebiger Vektor @ beziiglich einer Richtung 7 immer in
parallelen und senkrechten Anteil zerlegt werden kann, i = ) + 1, wobei @) = 7 - (7 - @) und
@) = @ — 4 ist, siehe auch [P3](C).

Wird nun « um die Achse 77 um einen Winkel o gedreht, so erhilt man

' = Doy (@) = @) + cos(a) @y + sin(a) (7 x 7). (1)
(a) Begriinden Sie Gleichung (1). Uberlegen Sie dazu, wie der Vektor 7 x # relativ zu 4 und zu 7@
steht.
(b) Berechnen Sie D, (€;),7 = 1,2, 3, fiir die Basisvektoren der Standardbasis als Ausdriicke in o und
in den Komponenten n; von 7i. Hinweis: Schreiben Sie ab hier abkiirzend C' = cos o, S = sin av.
(c) Es sei b ein beliebiger Einheitsvektor, der senkrecht zur Drehachse stehe. Dann sei b = Dgi (5 )
der gedrehte Vektor. Berechnen Sie den Drehwinkel aus dem Skalarprodukt b’ - b. Wenn Sie alles
richtig machen, sollte natiirlich « als Drehwinkel herauskommen.
(d) Bestitigen Sie, dass D, (77) = 7 ist, dass also die Drehung die Drehachse nicht @ndert.
(e*) Bonusaufgabe: Geben Sie die Matrix D, ; an. Dies ist die allgemeine Form einer Drehmatrix.

Star Trek [6+2+ 3+ 3+ 4 = 18 Punkte]
Die Vereinte Foderation der Planeten nutzt ein Fixstern-festes interplanetares Koordinatensystem mit
Einheitsvektoren €. Neu der Foderation beigetretene Planeten teilen die Drehachse und Winkelge-
schwindigkeit ihrer Eigendrehung mit, so auch der Planet Qo’noS. Dazu definieren die Klingonen ein
Qo’noS-festes Koordinatensystem f;, welches zu ¢t = 0 mit dem €;-System zusammenfillt, und von
dem aus die zeitliche Verdnderung der Komponenten von €, also die Spalten einer Drehmatrix D,
beobachtet wird. Mit ¢ = cos(wt) und s = sin(wt), wobei w die Winkelgeschwindigkeit ist, erhalten
wir in einer verstiimmelten' Subraum-Ubertragung
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(a) Bestimmen Sie die fehlenden Daten und berechnen Sie zur Probe det(D) und sp(D).
(b) Welche Gestalt nimmt D zu wt = /2 an?
(c) Der Spezialfall (b) geniigt, um Komponenten eines Vektors 77 mit |77| = 1 zu bestimmen, die die
Drehachse angeben. Als Probe iiberpriifen Sie, ob zu allen Zeiten 77 = D 77 ist.
(d) Zu 7 findet man (durch Hinsehen) sehr leicht Komponenten eines Vektors bmith | 77 und \5 | =1.
Uberpriifen Sie, dass 7 - (D b x b) = 4 sin(wt) ist. Andern Sie gegebenenfalls das Vorzeichen von
7l so, dass Sie + sin(wt) erhalten. Damit ist dann & = w 77 als Drehachse festgelegt.
(e) Uberlegen Sie, wie sich D = Dg D D, aus einfachen Drehmatrizen Dy und D um Kartesische
Koordinatenachsen (siehe Vorlesung) zusammensetzen ldsst. Geben Sie also Dy und D an.

'Die Romulaner versuchen, den Frieden zwischen Klingonen und Menschen zu unterminieren.

Bitte wenden!



[C2] Planetenbahnen [12 + 9 + 12* = 21 Computerpunkte + 12* Extracomputerpunkte]
Dies ist die zweite Computeriibung. Bitte beachten Sie unbedingt die Hinweise zur Bearbeitung und
Abgabe von Computeriibungen in Abschnitt 5 der Informations-Seiten zur Vorlesung im Stud.IP, den
Sie im Kapitel ,,Abgabe von Ubungen* finden. Die Computeriibung ist in Python zu 16sen. Thre Losung
dokumentieren und kommentieren Sie bitte ausfiihrlich in einem Jupyter-Notebook. Sie haben fiir die
Bearbeitung dieser Aufgabe zwei Wochen Zeit.

In dieser zweiten Ubung geht es darum, dass Sie die numerische Losung einer Bewegungsgleichung mit
einem Python-Programm erstellen und visualisieren. Dazu benttigen Sie Kenntnisse im Umgang mit den
Modulen NumPy, MatPlotLib und SciPy. Die ersten beiden Module wurden in der vierten und fiinften
Vorlesungswoche in der Einfiihrung in Python besprochen. Fiir das Modul SciPy stellen wir ein Template
zur Verfiigung, das die Verwendung an einem einfachen Beispiel demonstriert (siehe unten).

Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass das Kepler-Problem tatsichlich die in der Vorlesung diskutierten
Bahnen besitzt. Dafiir simulieren wir die Bewegung eines kleineren Planeten im Gravitationsfeld der
Sonne. Wir machen die Vereinfachung, dass wir die reduzierte Masse it == mpjanet S€tzen, und die (sehr
viel schwerere) Sonne als fest im Ursprung sitzend annehmen.

(a) Simulieren Sie die Bahn der Erde. Als Anfangsbedingung wihlen wir Position und Geschwindig-
keit der Erde in ihrem Aphel. Sie hat dort einen Abstand von 152.10 - 10° m von der Sonne und
eine Momentangeschwindigkeit von 29.29 km /s, die im Aphel senkrecht auf dem Ortsvektor steht
(vergleiche [H13]). Es ist sinnvoll, die Simulation in Astronomischen Einheiten durchzufiihren, de-
finiert als 1 AE = 1.495979 707 10'! m. Eine Astronomische Einheit ist die mittlere Entfernung
der Erde von der Sonne. Da wir wissen, dass die Bewegung in einer Ebene stattfindet, kénnen wir
die Bewegungsgleichung als zweidimensionales Problem formulieren. Losen Sie dieses mit Hil-
fe von scipy.integrate.solve ivp aus dem SciPy Module. Fiihren Sie die Simulation fiir 5
Jahre durch, wihlen Sie eine Schrittweite von 1 Tag. Damit die Losung ausreichend genau wird,
ibergeben Sie der Funktion solve_ivp die Option rtol=1e-9, die die Fehlerschranke sehr klein
wihlt.

(b) Wiederholen Sie die Simulation fiir Merkur. Die Dauer sollte jetzt ein Erdjahr betragen, die Schritt-
weite wieder ein Erdtag. Sein Abstand zur Sonne im Aphel betrigt 0.466 697 AE. Der Merkur hat
dort eine Geschwindigkeit von 38.8586 km/s. Sie sollten herausfinden, dass die Bahn des Mer-
kur deutlich stirker elliptisch ist als die der Erde. Gegebenenfalls miissen Sie durch Optionen fiir
solve ivp die Genauigkeit weiter steigern.

(c*) Fiigen Sie dem Zentralpotential einen Term —y/ 3 dhnlich wie in [P13] hinzu. Dies fiihrt zu einer

zusitzlichen Kraft ﬁART = —7/ 5. Simulieren Sie die Bewegung des Merkurs fiir ein Erdjahr,
wihlen Sie als Schrittweite wieder einen Tag. Probieren Sie verschiedene Werte fiir v. Mit etwas
Gliick ergeben sich statt einer Ellipse Rosetten.
Bemerkung: In der Tat dreht sich das Perihel des Merkurs im Laufe der Zeit langsam. Der grofite
Anteil dieser Periheldrehung geht allerdings auf den Einfluss der anderen Planeten als Stérung zum
Zweikorper-Problem zuriick. Jedoch ergab sich im Laufe der Zeit eine signifikante Abweichung
der Beobachtung vom theoretisch vorhergesagten Wert, der durch Einsteins Allgemeine Relativi-
tatstheorie letztendlich im Rahmen der Messgenauigkeit exakt erklart wird.

Hinweis: Lesen Sie die Dokumentation zu solve ivp, zum Beispiel unter docs.scipy.org oder unter
pundit.pratt.duke.edu. Zusétzlich kénnen Sie das zur Verfiigung gestellte Template verwenden, das de-
monstriert, wie solve_ivp zur numerischen Losung einer einfachen Bewegungsgleichung eingesetzt
werden kann.

[!] Ausfiihrung [6 Punkte]
Mit insgesamt 6 Punkten wird die Ausfiihrung der Losung insgesamt bewertet, also Leserlichkeit, Voll-
stdndigkeit der Rechenwege, Ausfiihrlichkeit der Kommentare zum Ldsungsweg usw.

HINWEIS: Name, Matrikelnummer und Ubungsgruppe angeben! Loésungen nur als PDF!


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.solve_ivp.html
https://pundit.pratt.duke.edu/wiki/Python:Ordinary_Differential_Equations

