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Hauptachsentransformation, Exponentialfunktion Prof. Dr. Olaf Lechtenfeld
Abgabe bis 12:00 am 13.12.2022 PD Dr. Michael Flohr

HAUPTACHSENTRANSFORMATION, EXPONENTIALFUNKTION

Wir betrachten noch einmal Tensoren und wenden uns dann Funktionen zu. Viele physikalische Phé-
nomene werden durch wenige fundamentale Funktionen beschrieben. So tritt zum Beispiel bei allen
Wachstumsprozessen die Exponentialfunktion auf.

Mapellipsoid [2+4+ 4+ 2+ 2 = 14 Punkte]
Fiir die Andromedagalaxie wurden die Flachen gleicher Sterndichte ermittelt, sie haben die Form

4o +3(y* + 22) 4+ 2ex(y — 2) —2yz =1,
wobei die Astronomen noch dariiber debattieren, ob e signifikant von Null verschieden ist.

(a) Welche Matrix M hat das obige MaBellipsoid? Das MaBellipsoid ist definiert als die Flache, auf
der die quadratische Form Q(7) = r7 M r = 1 ist.
(b) Betrachten Sie zunichst den Fall ¢ = 0. Zerlegen Sie M in die Summe ol — M’ eines Vielfa-

-100
chen der Einheitsmatrix und M’ = ( 8 (1) (1]> Geben Sie damit moglichst ohne Rechnung drei

Hauptachsenrichtungen g, , g, g, normiert und als Rechtssystem an.

(c) Fiihren Sie fiir € # 0 das in der Vorlesung erklirte Verfahren zur Hauptachsentransformation durch
und bestimmen so Eigenwerte und Eigenvektoren f L f 9 f 3

(d) Fiihren Sie fiir die Losung aus (c) nun den Grenzwert ¢ — 0 aus und vergleichen Thr Resultat mit
dem aus (b). Welche Beobachtung machen Sie?

(e) Schreiben Sie den ¢ — 0 Limes der f’s als Linearkombinationen der g’s. Bilden die Koeffizienten
dieser Linearkombinationen eine Drehmatrix? a

Schlittenfahrt [3+ 3+ 2+ 2 = 10 Punkte]
Der Weihnachtsmann fahrt mit seinem Schlitten einen Hang hinunter. Der Hang sei eine schrige Ebe-
ne mit Gefillewinkel «. Der Schlitten habe die Gesamtmasse m, und es wirke neben der Schwerkraft
ﬁgrav = —m g €, noch eine Reibungskraft, deren Betrag proportional zum Betrag der Geschwindigkeit
ist, | Fein| = Rv(t), deren Richtung aber ¥ entgegengesetzt ist. Das ist fiir einen Schlitten auf Schnee
eine brauchbare Annahme. Zur Zeit ¢ = 0 habe der Schlitten die Anfangsgeschwindigkeit v(0) = 0.

(a) Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir v(¢) auf.

(b) Machen Sie einen Ansatz v(t) = ae’’ + c und bestimmen Sie aus Anfangsbedingung und Bewe-
gungsgleichung die Parameter a, b, c.

(c) Skizzieren Sie v(t). Welche maximale Geschwindigkeit ergibt sich?

(d) Leiten Sie aus dem gefundenen v(t) das bekannte Resultat fiir den reibungsfreien Fall R — 0 her.

Hinweis: Die Geschwindigkeit U(t) zeigt entlang der schrigen Ebene. Da es immer nur in diese eine
Richtung geht, sind wir nur am Betrag v(t) interessiert, so dass das Problem eindimensional ist.

Populationswachstum [3+ 3 + 3+ 3 = 12 Punkte]
In einem afrikanischen Nationalpark leben zur Zeit ¢ = 0 eine Anzahl von N (0) = Ny Elefanten. Die
Populationsstirke wird durch die ,,Bewegungsgleichung* N = GN — S N bestimmt, wobei die Ge-
burtenrate G und die Sterberate S im allgemeinen komplizierte Funktionen sdmtlicher Umwelteinfliisse
sind. Vereinfachend wollen wir annehmen, dass S konstant, aber G proportional zum Bestand an Fut-
terpflanzen ist. Dieser Bestand an Futterpflanzen nehme linear mit der Gesamtzahl der Elefanten ab,
also G = Gy — BN. Setzt man nun noch praktischerweise « = Gy — S > 0, so wird unser extrem
vereinfachtes Wachstumsmodell durch

N = aN — SN?
beschrieben.
(a) Definieren Sie y(¢) = 1/N(t) und schreiben Sie die Differentialgleichung in eine fiir y(¢) um.
(b) Machen Sie fiir y(¢) einen Ansatz y(t) = a e®® + ¢ dhnlich zum Vorgehen in [H20], und bestimmen
Sie aus der Anfangsbedingung und der Bewegungsgleichung die freien Parameter.
(c) Was ergibt sich demnach fiir N (¢) ? Skizzieren Sie die Losung. Welche Sittigungswerte ergeben

sich fiir N(t — oo) und G(t — o0) ?
(d) Was ergibt sich im Grenzwert 8 — 0, und was bedeutet dieser Grenzwert?

Bitte wenden!



[C3] Trigheitstensor I1 [4+ 5+ 12 + 12* = 21 Computerpunkte + 12* Extracomputerpunkte]
Dies ist die dritte Computeriibung. Bitte beachten Sie unbedingt die Hinweise zur Bearbeitung und Ab-
gabe von Computeriibungen in Abschnitt 5 der Informations-Seiten zur Vorlesung im Stud.IP, den Sie
im Kapitel ,,Abgabe von Ubungen* finden. Die Computeriibung ist in Python zu 16sen. Ihre Losung
dokumentieren und kommentieren Sie bitte ausfiihrlich in einem Jupyter-Notebook.

In dieser Ubung sollen Sie mit Python ein Verfahren implementieren, das fiir N Massepunkte mit Massen
my, an Positionen 77, den Trigheitstensor berechnet und anschlieend auf Hauptachsenform bringt.

(a) Verwenden Sie als Eingabe zwei Listen mit jeweils N Elementen. Die erste enthélt die Massen,
die zweite die Positionsvektoren. Da der Trigheitstensor im Allgemeinen auf den Schwerpunkt des
Systems bezogen ist, schreiben Sie zuerst eine Prozedur, die den Schwerpunkt berechnet:

N N
R = g M T mit M= g My -
a=1 a=1

(b) Programmieren Sie nun den Tréagheitstensor I, definiert durch die Komponenten I;; seiner zugehd-
rigen Matrix 7,

N
a=1

wobei 2/, , die i-te Komponente der um die Position des Schwerpunktes verschobenen Position

To = T — R ist. Definieren Sie dafiir zuniichst eine Funktion KroneckerDelta, die Sie dann fiir

den Trigheitstensor verwenden.

(c) Uberpriifen Sie Ihr Programm an Hand folgender drei Beispiele. Geben Sie auch die Eigenwerte
A; (die Haupttrigheitsmomente) und Eigenvektoren v; (die Hauptachsen) des Trigheitstensors an.
Setzen Sie im Folgenden m = 1 und a = 1.

Hinweis: Die Hauptachsentransformation erledigt das Kommando numpy . linalg.eig fiir Sie.

(1.) Vier Massepunkte gleicher Masse m an den Koordinaten 7y = (0,0,0)T, 7 = (1,0,0)T,
73 = (0,1,0)T, 74 = (1,1,0)7, ein Massepunkt der Masse m /2 bei 7’5 = (1/2,1/2,1)T und
ein Massepunkt der Masse 2m bei 75 = (1/2,1/2, —1)T.

(2.) Vier Massepunkte gleicher Masse m an den Koordinaten 7y = (a,a,a)T, 75 = (a, —a,a)T,
73 = (—a,a,a)T, 7y = (—a,—a,a)T, und vier Massepunkte gleicher Masse 2m an den Koor-
dinaten 75 = (a, a, —a)T, 75 = (a, —a, —a)7, 77 = (—a,a,—a)7, i’y = (—a,—a, —a)T.

(3.) Sieben Massepunkte gleicher Masse m, die mittels random. random zufillig im wiirfelfor-
migen Bereich [—1,1] x [~1,1] x [-1,1] C R3 gewdhlt werden. Verwenden Sie Thre Ma-
trikelnummer, um den Zufallsgenerator mit random. seed zuvor zu initialisieren. Geben Sie
diesmal auch die Positionen der Massepunkte aus.

Hinweis: Offensichtlich miissen Sie hierfiir das entsprechende Modul mittles import random
zundchst laden.

(d*) Visualisieren Sie Ihre Ergebnisse in dreidimensionalen Plots, in denen die Massenpunkte und die
dazugehorigen Haupttrigheitsachsen eingezeichnet sind. Skalieren Sie das Volumen der Massen-
punkte proportional zu deren Masse m und die Linge der Haupttrigheitsachsen proportional zu
1/+/A; (Warum? Siehe hier). Die Haupttrigheitsachsen sollten vom Schwerpunkt des Systems aus-
gehend eingezeichnet sein.

Hinweise: Wenn das Volumen V' proportional zur Masse m sein soll, so bedeutet das, dass der Ra-

dius (also die GroBe, die man im Plot fiir die Massenpunkte einstellt) wegen m oc V oc 73 mit ml/3

skaliert werden muss. Fiir dreidimensionale Plots miissen Sie neben matplotlib.pyplot auch

aus dem Modul mpl_toolkits.mplot3d das Submodul Axes3D importieren. Um einen dreidi-

mensionalen Plot zu erhalten, miissen Sie danach bei der Erstellung der Achsen so etwas wie z.B.

ax = fig.add subplot(1l1ll, projection="3d") schreiben. Verwenden Sie fiir die Darstel-

lung der Massepunkte am besten einen scatter Plot und fiir die Haupttridgheitsachsen einen qui -
ver Plot. Achten Sie wie immer auf eine aussagekraftige Darstellung. Denken Sie also an sinnvolle

Darstellungsbereiche, korrekte Achsenbeschriftungen, gut erkennbare Farbgebung usw.

[!1 Ausfithrung [6 Punkte]
Mit insgesamt 6 Punkten wird die Ausfithrung der Losung insgesamt bewertet, also Leserlichkeit, Voll-
stindigkeit der Rechenwege, Ausfiihrlichkeit der Kommentare zum Lésungsweg usw.

HINWEIS: Name, Matrikelnummer und Ubungsgruppe angeben! Losungen nur als PDF!


https://de.wikipedia.org/wiki/Tr%C3%A4gheitstensor#Tr%C3%A4gheitsellipsoid

