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Lesen Sie zuerst alle Aufgaben durch. Bearbeiten Sie die Aufgaben in beliebiger Reihenfolge. Beginnen Sie jede Aufgabe
auf einem neuen Blatt. Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen und Ihre Matrikelnummer. Die Klausur ist mit 35 oder
mehr Punkten garantiert bestanden.

[KO] Kurzfragen [24+ 2+ 2+ 2+ 2 = 10 Punkte]
Antworten Sie je in ein bis zwei Zeilen.

(a) Welche Matrizen M haben die Eigenschaft M ~1 = MT?

(b) Welcher Zusammenhang gilt zwischen Kraft und Potential bei einem konservativen Kraftfeld?

(¢) Welche Fliche hat ein durch zwei Vektoren @ und b aufgespanntes Parallelogramm?

(d) Geben Sie Real- und Imaginirteil der komplexen Zahl z = Re'% an. Hierbei sind ¢ und R > 0 reell.
(e) Vereinfachen Sie foﬂ d¥ sin ¥ f(cos ) mit Hilfe der Integration durch Substitution.

[K1] Krafifeld [3 + 2 + 3 = 8 Punkte]
Betrachten Sie im dreidimensionalen Raum das Potential V () = —(@ - 7*) /7™, wobei n € N, @ ein konstanter Vektor und
r = |F] ist.

(a) Berechnen Sie das zugehorige Kraftfeld.

(b) Geben Sie fiir allgemeines n diejenigen Ortsvektoren 7~ an, fiir die die Kraft senkrecht auf ihnen steht, also F 1 7ist.

(c) Fiir welches n gilt, dass die Kraft immer senkrecht auf dem Ortsvektor steht, dass also F 1 7 ist? Was bedeutet dies fiir
die Arbeit, die bei einer radialen Bewegung verrichtet werden muss?

[K2] Eigenwerte und Eigenvektoren [5+ 2 + 3 = 10 Punkte]
4 0 -1
Eine Punktmasse m bewege sich unter Wirkung der Kraft ﬁ(f’ ) = —mw? MimitM=|0 4 -1
-1 -1 3

(a) Bestimmen Sie die Hauptachsen des Systems, indem Sie die normierten Eigenvektoren der Matrix M sowie die zuge-
horigen Eigenwerte berechnen.

(b) Bestimmen Sie das zugehorige Potential. _

(c) Bestimmen Sie zu den Anfangsbedingungen 7’ (t=0) = (0,0,0)T, #'(t=0) = (0,v,0)T die Losung der Bewegungs-
gleichung fiir 7/ () = (2/(t), y'(¢), 2'(¢))T im Hauptachsensystem.

[K3] Vektoren und Bahnkurven [3 + 4 + 3 = 10 Punkte]
Eine Sonde der Masse m wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 aus der Hohe y = h unter einem Winkel —¢ relativ zur Horizontalen mit
Geschwindigkeit vy abgeworfen und bewegt sich anschlieBend unter dem Einfluss der Schwerkraft.

(a) Skizzieren Sie die Anordnung und geben Sie den Startpunkt 7 und die Startgeschwindigkeit ¥ als Vektoren an. Hin-
weis: Das Problem ist zweidimensional.

(b) Geben Sie 7(¢t) an und bestimmen Sie die Zeit 7, bei der die Sonde auf den Boden (y = 0) auftrifft.

(c) Geben Sie die horizontale Entfernung x(7) zwischen Abwurf- und Aufschlagspunkt der Sonde an. Was ergibt sich fiir

=07
[K4] Differentialgleichung . 24+24+3+4+3 —|: 2 = 12 Punkte]
Wir betrachten den schrigen Wurf mit Stokesscher Reibung F,. = — 3 ¥. Ferner wirkt die Gewichtskraft ', = —m g¢,. Das

Problem kann zweidimensional betrachtet werden, also in der xz-Ebene.

(a) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen fiir die Komponenten v,, und v, der Geschwindigkeit auf.

(b) Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir v, mit Hilfe eines Exponentialansatzes.

(c) Geben Sie eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung fiir v, an. Begriinden Sie diese mit Hilfe eines einfachen
physikalischen Arguments.

(d) Ihre Losung aus (b) ist auch die allgemeine Losung der homogenen Gleichung fiir v,. Geben Sie die allgemeine Losung
fiir ¥(¢) an und bestimmen Sie die Konstanten mit Hilfe der Anfangsbedingung eines Wurfes mit Anfangsgeschwindig-
keit vy und Wurfwinkel ¢ zur x-Achse.

(e) Entwickeln Sie Thre Losung ¢(t) in eine Taylorreihe um 8 = 0 bis zur ersten Ordnung in (. Erldutern Sie, ob der Term
nullter Ordnung Threr Erwartung entspricht.

Bitte wenden!



[KS] Gravitation [5 4+ 5+ 2 = 12 Punkte]
Im dreidimensionalen Raum sei als extrem vereinfachtes Modell einer Galaxie eine zweidimensionale scheibenférmige Mas-
severteilung in der xy-Ebene mit Radius R und konstanter Massendichte o = Masse pro Fldche gegeben.

(a) Rechnen Sie das Gravitationspotential V' (z) aus, das eine Raumsonde der Masse m bei Bewegung entlang der Symmetrie-
achse (z=y=0) erfihrt. Hinweis: Verwenden Sie Zylinderkoordinaten (p’, ¢’, z’) mit 2’ = p’ cos¢’, y' = p' sin¢’ und
&3 = p'dp’ d¢’ d2’. Esistdann V(z) = V(f=z¢€,) = —ym [ 4%’ #ﬁﬂﬂ)l'

(b) Zeigen Sie, dass fiir sehr groBBe Abstinde z > R das Potential die Form des Newtonschen Gravitationspotentials einer
Punktmasse M im Ursprung annimmt, wobei M die Gesamtmasse der Scheibe ist.

(c) Welche Mindestgeschwindigkeit v, miisste die Raumsonde am Ursprung haben, um das System fiir immer verlassen

zu konnen?
[K6] Indexnotation [4 + 4 = 8 Punkte]
Es seien drei antisymmetrische Matrizen gegeben, A;; = €;5p ap, Bii = €rig bg und Cy,py = €mny . Es gilt die Einsteinsche
Summenkonvention.

(a) Berechnen Sie sp(A B C) und driicken Sie das Ergebnis durch die Vektoren @, b und & aus.

(b) Es sei D die Dyade D = @ o b. Berechnen Sie —sp(D C') und driicken Sie das Ergebnis durch die Vektoren d, b und @
aus.



