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MATRIZEN UND DREHUNGEN

Mit diesen Aufgaben lernen wir Matrizen und insbesondere Drehungen kennen. Wie in der Vorlesung
erklart, unterscheiden wir ab jetzt zwischen einem abstrakten Vektor @ und seiner Komponentendarstel-
lung a = (a1, az,a3)T, die von der Wahl der Basis abhingt. Matrizen wenden wir auf Komponenten a
durch Multiplikation ,,Zeile mal Spalte* an, so dass @' = M a.

[P14] Beispiel einer Matrixgruppe
Wir wollen hier eine Matrixgruppe studieren. Die Verkniipfung ist die Matrixmultiplikation. Eine Menge
M von Matrizen bildet eine Gruppe, wenn gilt:
(1) M -M' e M firalle M, M' € M,
(2) es gibtein Element T € M mit1 - M = M fiir alle M € M,
(3) fiir alle M € M gibt es ein Element M/ ~! mit M~ . M = 1.
Uberpriifen Sie dies fiir das folgende Beispiel:

(a) Multiplizieren Sie Matrizen von der Form

B cosp —singp
M(r,¢) =1 <sing0 cos cp)
und zeigen Sie, dass das Ergebnis wieder von dieser Form ist, M (71, p1)- M (r2, v2) = M(r3, ¢3).
Wie sind 73 und 3 also gegeben?
(b) Fiir welches r und welches ¢ ergibt sich fiir die Quadrate solcher Matrizen

(o) = (5 )7

(c) Welche linearen Abbildungen werden durch solche Matrizen wie in (a) beschrieben? Betrachten
Sie dazu, wie solche Matrizen die Vektoren () und ({) transformieren.

(d) Finden Sie eine Matrix M (r', '), so dass M(r',¢") - M(r,p) = 1 ist. Dies ist die zu M (r, )
inverse Matrix. Fiir welches r und @ ist M (r, ) =172

[P15] Beispiel einer Drehmatrix
Untersuchen Sie eine lineare Transformation D, die die Standardbasis €', €5, €3 eines dreidimensionalen
Raumes zyklisch vertauscht, also D(€7) = €2, D(€3) = €3 und D(€3) = €] abbildet.

(a) Schreiben Sie die Komponenten von @’ = D(a) als Produkt einer Matrix D mit den Komponenten
a von @.

(b) Zeigen Sie, dass D eine Drehung ist, also Lingen unverédndert 14sst.

(c) Uberlegen Sie, dass eine lineare Abbildung, die alle Lingen unverindert lisst, auch alle Winkel
nicht dndert.

(d) Bestimmen Sie einen normierten Vektor 73,
Vektor an?

() Geben Sie einen zur Drehachse senkrechten Vektor b und sein Transformiertes b’ = D(l; ) an.
Berechnen Sie mit dem Skalarprodukt b’ - b den Drehwinkel.

7i| = 1, den D nicht dndert, D(77) = 7i. Was gibt dieser

[P16] Projektoren
Wir greifen noch einmal die Zerlegung eines beliebigen Vektors @ beziiglich einer Richtung 7 in dazu
parallelen und senkrechten Anteil auf, wobei |7i| = 1 ist. Es gilt

(a) Esseidie Matrix P =n n' definiert. Geben Sie die Komponenten F;; an. Zeigen Sie, dass P a =
6” ist.

(b) Die Matrix P ist ein Projektor. Zeigen Sie, dass P? = P gilt.

(c) Zeigen Sie, dass auch P, = 1 — P ein Projektor ist, und dass (1 — P) d = @ gilt. Wie lauten die
Komponenten (P );; ?



