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[P28] Temperaturprofil im Erdinneren

(a)

Erweitern Sie die Wéarmeleitungsgleichung

or .

5 = D, V-t (1)
um einen Quellterm g,, welcher eine Warmeerzeugungsrate je Volumeneinheit dar-
stellt, mit MaBeinheit [g,] = J/(sm?).

Fir den Warmehaushalt im Erdinneren wird ein solcher Quellterm durch den Zerfall
radioaktiver Elemente realisiert. Losen Sie die erweiterte Warmeleitungsgleichung
fiir den Fall der Erdkugel. Nehmen Sie dabei an, dass die Oberflichentemperatur
konstant 79 = 280 K betréagt, die Temperaturverteilung im Erdinneren zeitunabhén-
gig ist, und dass sowohl die Warmeerzeugungsrate g, als auch die Warmeleitfahigkeit
K konstant und ortsunabhangig sind.

Wenn die Temperatur im Erdmittelpunkt 6000 K und die Warmeleitfahigkeit K ~

3J/(smK) betragt, wie hoch ist dann die Warmeerzeugungsrate g,? Der Erdradius
betrigt Rg ~ 6,4 -10°m, und kg ~ 1,38 - 102 J /K.

[P29] Ehrenfestsches Urnenmodell zur Irreversibilitét

Das Erscheinen der Irreversibilitéit in statistischen Systemen kann gut durch ein einfaches
Urnenmodell dargestellt werden. Betrachten Sie N durchnumerierte Kugeln, welche sich in
beliebiger Weise auf zwei Urnen Uy und U; verteilen. In jedem Zeitschritt wird eine zufallige
Zahl zwischen 1 und N gezogen und die entsprechende Kugel aus ihrer Urne genommen
und in die andere Urne gelegt. Die mikroskopischen Zustdnde des Systems sind durch
x = (x1,...,xN) gegeben, mit x; = a, a € {0, 1}, wenn Kugel ¢ sich in Urne U, befindet.
Als makroskopische Observable wird die Zahl n der Kugeln in Urne U; genommen.

(a)

(b)

(d)

Welche mikroskopischen Zustéande sind benachbart? Wie grofl sind die mikrosko-
pischen Ubergangswahrscheinlichkeiten? Welches ist die mikroskopische Gleichge-
wichtsverteilung peq(z)?

Geben Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit (Ubergangswahrscheinlichkeit) 75, an,
in Urne U; n’ Kugeln zu finden, wenn sie im vorigen Schritt n Kugeln enthielt.
Finden Sie die makroskopische Gleichgewichtsverteilung Pe,(n), und zeigen Sie, dass
detailliertes Gleichgewicht gilt:

Prq(n) T = Praln') T 2)

Es sei n; die Zahl der Kugeln in Urne U; zum Zeitpunkt ¢. Betrachten Sie die Zu-
fallsvariable f(7) := ny,/N. Berechnen Sie zu gegebenem f(7) den Erwartungswert
(f(t +1/N)) und gewinnen Sie hieraus eine Differentialgleichung fiir den Erwar-
tungswert (f(7)) im Grenzwert N — oo. Losen Sie die Differentialgleichung. Fin-
den und losen Sie auf die gleiche Weise die Differentialgleichung fiir die Varianz
o?(1) = (f(7)?) — (f(7))?. Interpretieren Sie das Ergebnis.

Simulieren Sie das System fur N = 8/16/32, z. B. mit Hilfe numerierter Karten.



