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Aufgabe 1: Der Hilbertraum C?

In dieser Aufgabe studieren wir den Vektorraum C?. Dazu fixieren wir zwei Objekte, die wir
mit |1) und |2) bezeichnen. Damit definieren wir C? := {|1) ¢; + |2) ¢z | ¢; € C}. Offensichtlich
konnen Sie somit jeden Vektor identifizieren mit einem Zweitupel komplexer Zahlen. Fiir zwei
Vektoren [1) = |1) 11 + |2) 19 und |¢) = |1) ¢1 + |2) o sowie eine beliebige komplexe Zahl A
definiert man

) + 1) == 1) (Y1 + 01) + [2) (12 + ¢2)
(D) A= [1) Y1 A+ [2) ¢ A,

wodurch C? zu einem Vektorraum wird.

Wir definieren ein Skalarprodukt
(1) CxC = C, (|9, |6) = (V] 8)
durch )
(W1¢) = vidi.
P

Per Definition ist {|1), |2)} somit eine Orthonormalbasis.

[PU 1.1] Priifen Sie dies nach. Berechnen Sie aufierdem das Skalarprodukt der beiden Vektoren
i) = [1) (1 —1) +]2) 2 und |@) = |1) (2 + 3i).

[PU 1.2] Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften fiir beliebige Vektoren |¢), |¢) € C2:

e Das Skalarprodukt ist linear im zweiten Argument.

o (v]¢)=(dl¥)
. <w\ ¢> > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn [¢)) der Nullvektor ist.

Die Zahl [|[¢)]| := 1/{(%]¢) nennt man die Norm des Vektors [¢)).

Wir nutzen durchweg die sehr niitzliche Bra-Ket-Notation. Mit ()| wird der zum Vektor |¢)
duale Vektor bezeichnet. Dieser ist eine lineare Abbildung:

(] : C* = C, |¢) = (¥lg). (0.1)

Ein Bra (1| wartet also darauf, einen Vektor (=Ket) |¢) vorgesetzt zu bekommen, und zusam-
men ergeben sie dann eine Zahl, némlich das Skalarprodukt ( ¢| ¢) (auf Englisch bracket=Klammer).
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[PU 1.3] Gegeben sei ein beliebiger Vektor [1)) € C2.

2
=> [y
j=1

Nutzen Sie das Skalarprodukt um eine Gleichung fiir die Koeffizienten v; € C zu bestimmen.
Hinweis: Betrachten Sie das Skalarprodukt (i|i)).

Im Rahmen der Bra-Ket-Notation kann man auch das Objekt |1)(¢| definieren (manchmal
auch Ket-Bra genannt), das aus zwei Vektoren [¢)) und |¢) aus C? die lineare Abbildung

)0l : C* = C%, ) = W) - (olx)

bildet. Beachten Sie, dass <¢| X> einfach das Skalarprodukt (also eine Zahl) der beiden Vektoren
|¢) und |x) ist.

[PU 1.4] Schreiben Sie Thr Ergebnis aus [PU 1.3] mithilfe von Ket-Bras um und folgern Sie:

Dieses Resultat ist offensichtlich fiir jede Orthonormalbasis giiltig (warum?).

[PU 1.5] Es sei {|1'), |2/)} eine weitere Orthonormalbasis von C2. Nutzen Sie Ihr Resultat, um
einen Basiswechsel durchzufiihren. Berechnen Sie dazu:

2
=2 1)

und setzen Sie 1 Z |i")(i'| ein. Basiswechsel konnen Sie also einfach durch Einfiigen der

Identitat durchfuhren

[PU 1.6] Wir wollen nun einen konkreten Basiswechsel durchfiihren. Als neue Basis wihlen

{iry= (0 +12) 55120 = (10 - 12)) 55

Zeigen Sie zunéchst, dass es sich hierbei um eine Orthonormalbasis handelt. Der Vektor |¢) sei
gegeben durch |¢) = (2]1> 1|2>> . Driicken Sie diesen in der neuen Basis aus. Schreiben Sie

also
2
=Yl
i=1

und bestimmen Sie die Koeffizienten ).



