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Aufgabe 1: Aufwärmübungen mit dem harmonische Oszillator

In dieser Aufgabe führen Sie kleine Fingerübungen zum eindimensionalen quantenmechanischen
Oszillator aus und wiederholen einige Resultate aus der Vorlesung. Der Hamilton-Operator lau-
tet:

H =
P 2

2m
+

1

2
mω2X2 .

[PÜ 1.1] Warum ist der harmonische Oszillator ein besonders wichtiges Beispiel für Quanten-
systeme? Überlegen Sie sich mögliche physikalische Anwendungen.

Zur Lösung der stationären Schrödingergleichung haben Sie die Leiteroperatoren a und a†

definiert:

a :=
1√
2

(
X̃ + iP̃

)
a† :=

1√
2

(
X̃ − iP̃

)
.

Sie haben gelernt, dass a|n〉 =
√
n|n−1〉 sowie a†|n〉 =

√
n+1|n+1〉 gilt, wobei |n〉 der n-te

normierte Eigenzustand von H ist.

[PÜ 1.2] Berechnen Sie die Matrixelemente 〈l|Ω|m〉 für Ω ∈ {a, a†, X, P} und finden Sie damit
eine Matrixdarstellung der Operatoren.

Bemerkung: In der letzten Präsenzübung haben Sie zur Abschätzung der Vakuumsenergie ver-
wendet, dass 〈X〉 = 0 = 〈P 〉 für alle Eigenzustände des Hamilton-Operators gilt. Dies haben
Sie soeben noch einmal nachgewiesen.

Aufgabe 2: Separationsansatz

Bevor wir uns nächste Woche mit dreidimensionalen Problemen beschäftigen, machen wir uns
näher mit einer wichtigen Rechentechnik vertraut, dem Separationsansatz.

Dazu betrachten wir ein Teilchen, das sich in zwei Raumdimensionen in einem Potential der
Form V (x, y) = 1

2
mω2(x2 + y2) bewegt.

[PÜ 2.1] Wie lautet der Hamilton-Operator? Schreiben Sie ihn als H = Hx +Hy.
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[PÜ 2.2] Verwenden Sie den Produktansatz

ψ(x, y) ≡
〈
x, y|ψ

〉
= φ(x) ξ(y)

und separieren Sie damit die zeitabhängige Schrödingergleichung, d.h. reduzieren Sie das Pro-
blem auf die Lösung der Gleichungen (Hx φ)(x) = Ex φ(x) und (Hy ξ)(y) = Ey ξ(y). Wie hängt
die Gesamtenergie E mit Ex und Ey zusammen?

[PÜ 2.3] Finden Sie alle Eigenwerte von Hx und Hy und geben Sie die zugehörigen Orts-
wellenfunktionen an. Sie sollten dabei Ex = ~ω(nx + 1

2
) und Ey = ~ω(ny + 1

2
) erhalten mit

nx/y = 0, 1, . . . . Zeigen Sie, dass die Eigenwerte von H durch En = ~ω(n+ 1) mit n = 0, 1, . . .
gegeben sind.

Hinweis: Sie müssen hier (fast) nichts rechnen, sondern können direkt Ergebnisse aus der Vor-
lesung verwenden.

[PÜ 2.4] Definieren Sie für jede der beiden Koordinaten die Leiteroperatoren (ax, a
†
x) sowie

(ay, a
†
y) und stellen Sie deren Vertauschungsrelationen auf. Nutzen Sie diese, um zu zeigen, dass

die Eigenzustände durch

|nx, ny〉 =
(a†x)nx(a†y)

ny

√
nx!
√
ny!
|0, 0〉

gegeben sind. Diskutieren Sie die Entartung.


