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Kapitel 1

Einfihrung

Mit Inklusion der Supersymmetrie in die bis dato rein bosonische Stringtheorie war zu
Beginn der 1970er Jahre der Grundstein fiir die spater unter dem Namen M-Theorie be-
kannte Vereinheitlichung aller zehndimensionalen Superstringtheorien gelegt. Letztere
lassen im Gegensatz zur rein bosonischen Stringtheorie (welche daher der Realitét nicht
gerecht werden kann) in ihrem tachyonfreien Spektrum nun auch fermionische Anre-
gungen zu. lhre fiinf Reprédsentanten I, ITA, IIB sowie die heterotischen Typen mit
Eichgruppe Eg x Eg beziehungsweise SO(32) sollten sich Anfang der 1990er Jahre
als beziiglich charakteristischer Transformationen zueinander duale Grenzfille der glei-
chen Theorie herausstellen. Seitdem steht die Superstringtheorie fiir den vielleicht ver-
heiffungsvollsten Kandidaten einer fundamentalen vereinheitlichenden Theorie, welche
sowohl Quantentheorie als auch Gravitation auf gemeinsamen Boden stellt: In quasi-
realistischer Kompaktifizierung entspricht Superstringtheorie fiir einen Beobachter klei-
ner Energie einer Theorie dhnlich der des Standardmodells gekoppelt an die der Gra-
vitation [I].

Im niederenergetischen Grenzfall gehen M-Theorie und Superstringtheorie in die
elfdimensionale bzw. zehndimensionale Supergravitation (SUGRA) iiber [2]. Aus dem
bosonischen Anteil an der effektiven Wirkung fiir den heterotischen Superstring ergeben
sich charakteristische Feldgleichungen, die fiir einen bestimmten Spezialfall die in dieser
Arbeit betrachteten Yang-Mills-Gleichungen mit Torsion hervorbringen:

1.1 Superstringtheorie, Supergravitation und die Yang-
Mills Gleichungen

Ausgangspunkt der Betrachtungen aller Typen von Superstringtheorie ist das 3-Tupel
(Guv, By, ®) bosonischer masseloser Felder [3]: G, bezeichnet hierbei die Komponen-
ten der Raumzeit-Metrik und B, die der sogenannten Neveu-Schwarz-2-Form Bop; ® ist
das Dilaton-Skalarfeld. Die verschiedenen Superstringtheorien unterscheiden sich nun
zum einen beziiglich fermionischer und bosonischer Felder, um die obiges Tupel ergédnzt
wird, zum anderen in der Frage, welche Arten von Strings zugelassen werden:

o offene und geschlossene Strings (Typ I und II)
o nur geschlossene Strings (heterotische Typen)

1



2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Geschlossene Strings bedingen Gravitation, wahrend offene Strings potentielle Wech-
selwirkungen mit nichtabelschen Eichfeldern implizieren.

Fiir das Hinzufiigen von Fermionen gibt es nun verschiedene Moglichkeiten. Hetero-
tische Theorien lassen Fermionen nur im rechtslaufenden Sektor des Strings zu, Typ
IT Theorien auch solche im linkslaufenden. Auf diese Weise erhélt man fiir die hete-
rotischen Theorien 32 Superladungen, also Supersymmetrie .4 = 2, wihrend Typ II
Theorien mit 16 Superladungen Supersymmetrie .4/* = 1 aufweisen [3].

Die effektive Wirkung niedriger Energie, Ssuperstring, ist gegeben durch
SSuperstring - Sl + S2 + Sfermi7 (11)

wobei Sfermi dem fermionischen und Sy + S2 dem bosonische Anteil entspricht. Im Fol-
genden soll Syerm; vernachlissigt werden. Sp ist die aus der String-Theorie bekannte
bosonische effektive Wirkung niedriger Energie. S5 beschreibt die Dynamik der ab-
héngig vom Theorietyp hinzugefiigten Felder.

Fiir alle Typen ist S; gegeben durch [3]

1 1

S1=— / dOX\/—Ge 2 (Ric - §|H3|2 + 4(9“(1)6“(1)) (1.2)
ko

Hierbei bezeichnet Ric den Ricci-Skalar und Hs die vom Theorietyp abhédngige Torsions-

3-Form: Es ist

e H3 = dB; fiir Typ IIA/IIB,

o H3=dBy —d'ws/4 =: Hj fiir heterotische Typen mit der Chern-Simons-3-Form
wg = TrA1dA; +2/3A41 A A; A A und einem nicht-abelschen Eichfeld A;.

So ergibt sich nun folgendermaflen: .4/~ = 1 Superstringtheorien beinhalten neben
besagtem 3-Tupel die sogenannten Ramond-Ramond-Felder C, welche als Eichfelder
mit Feldstirke F' = dC verstanden werden kénnen und eine Verallgemeinerung des
aus der Elektrodynamik bekannten Eichpotentials darstellen. Im Fall von Typ ITA /IIB
Theorien sind dies eine 1-Form C7 mit Komponenten €, und eine 3-Form C3 mit
Komponenten Cy,,, bzw. eine 0-Form Cp, eine 2-Form C3 mit Komponenten C,,, und
eine 4-Form C4 mit Komponenten C),,p,. Fiir den Term Sy bedeutet das

1 5
So1ra = _j/dlox (V=G (1Fal +|E3l) + Ba A Fi A Fy) (1.3)
4rg
mit [, = dC1, Fy = dC3, Fy = Fy— Cy A Hj, wobei nun Hy := H,,,, = 0,B,,+0,B,, +
0, B, beziehungsweise

1 N
/de (\/—G <1F1|2 + |FZ| + 2|F52|> +Cy A H3 A F3> . (1.4)

SQ IIB —
) 2
4/“:’10

mit F7 = dCy, F3 = dCsy, F5 = d~C4 und F3 = F3 — Cy N\ H3 sowie F5 = F5 — %02 A
Hs + %Bg A F3 mit selbstdualem F5.
Fiir heterotische Theorien fiigt man statt der Ramond-Ramond-Felder ein nicht-

abelsches ¥-wertiges Fichfeld mit Feldstidrke F» hinzu, wobei ¢ als Lie-Algebra entwe-
der Eg x Eg oder SO(32) bezeichnet. Es ist damit

/
S et = %/dl"x\/—a Tr| 2 (1.5)
0
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die Yang-Mills-Wirkung in zehn Dimensionen [3].

Wie bereits angedeutet, kann die Supergravitation als niederenergetischer Grenz-
fall von Superstringtheorien aufgefasst werden. Neben dem eingangs erwédhnten Fall
der 11d SUGRA als Grenzfall der M-Theorie reduzieren sich die verschiedenen 10d
Superstringtypen im niederenergetischen Grenzfall folgendermaflen [4]:

o ITA — 4 = 2A (nicht-chirale) 10d SUGRA

o IIB — .4 = 2B (chirale) 10d SUGRA

o Es®FEg — A4 =110d SUGRA mit Kopplung an Eg x Eg Yang-Mills-Multiplett
e« SO(32) - A4 =1 10d SUGRA mit Kopplung an SO(32) Yang-Mills-Multiplett
e I - # =110d SUGRA mit Kopplung an SO(32) Yang-Mills-Multiplett

Der heterotische Superstring wird demnach im niederenergetischen Limes durch die
zehndimensionale Theorie der Supergravitation beschrieben; aus dem bosonischen An-
teil an der effektiven Wirkung lassen sich die Bewegungsgleichgungen fiir den bosoni-
schen Feldanteil generieren. Sie lauten, vgl. ([5], [6]),

. 1 o
Ricuy +2(Vd®),,, — THuoa HI + 7 [RE0 BRI — trFuFS| =0, (1.6)
1 /
Ric+4A% — 4d®[* — Z|H| + %tr IR = |F1?] =0, (1.7)
2Pdx e F+ ANKF + (-1)" 1« FAA=0, (1.8)
d+xe > H =0. (1.9)

Hierbei ist o das Inverse der Stringspannung und H = dB+ %’ (CS(I'T) — CS(A)) mit
den Chern-Simons-Formen C'S(T'") und CS(A) von I't bzw. A. I'*F sind Zusammen-
hénge auf dem Tangentialbiindel definiert durch (I‘i)l’jy =I5 F %H - R* bezeichnet
die Kriimmung des Zusammenhangs I'". Desweiteren ist tr(AB) = —ALB), A, B €

s0(n). Die Yang-Mills-Gleichungen mit Torsion ergeben sich jetzt als Spezialfall aus
(1.8) fiir verschwindendes Dilaton, ® = 0.

Die gesamte effektive Wirkung fiir den heterotischen Superstring, welche neben dem
bosonischen auch den fermionischen Feldanteil berticksichtigt, impliziert die sogenann-
ten BPS-Gleichungen [6]:

0=V"e (1.10)
0=y <d(I>—;H>e (1.11)
0 =v(F)e (1.12)

Hierbei ist € ein Majorana-Spinor. ((1.10)), (1.11)) und (1.12]) sind die Graviton-, Dilaton-
bzw. Gaugino-Gleichung, wobei die Gaugino-Gleichung auch generalisierte Instanton-
gleichung genannt wird. Fiir bestimmte Ausgangskonfigurationen (siehe z.B. [6],[7])
implizieren die BPS-Gleichungen zusammen mit der Bianchi-Identitét

/
dH = %tr (R* AR* —F A F) (1.13)
die Feldgleichungen ({1.6))-(1.9)
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1.2 Dp-Branen

Mit Entdeckung der Dp-Branen (1995) zur Fixierung von Randbedingungen fiir offene
Strings in Typ II Superstringtheorien waren zusétzlich zu den Strings wichtige eigen-
stdndige Objekte eigener Dynamik gefunden worden (siehe [3], [8], [9], [10] mit dortigen
Verweisen, [I1]): Auf Dp-Branen ist die Lorentzgruppe SO(1, D — 1) gebrochen,

SO(1,D —1) — SO(1,p) x SO(D —p —1).

p ist hierbei fiir Theorien vom Typ ITA gerade, fiir solche vom Typ IIB ungerade.
Polchinski zeigte, dass Dp-Branen erhaltene topologische Ladungen tragen und BPS-
Zustanden entsprechen, die die Symmetrien von insgesamt 32 auf die Hélfte reduzieren
[11]. Folglich lasst sich die Dynamik der Dp-Branen bei niedrigen Energien durch maxi-
mal supersymmetrische Yang-Mills-Theorien beschreiben, welche wie die Branen selbst
U(1)-Eichfelder A,, a = 0,...,p, sowie skalare Anregungen ®! tragen und genau 16
Supersymmetrien aufweisen. Die ®! entsprechen dabei Fluktuationen auf der Brane.

Neben der Interpretation als einschrénkende Randbedingung kénnen Dp-Branen
auch als solitonische Losungen makroskopischer Bewegungsgleichungen in der Theorie
der Supergravitation verstanden werden. Diese Beschreibung berticksichtigt nur solche
Freiheitsgrade, die fiir einen Beobachter kleiner Energie sichtbar sind. Dp-Branen wer-
den auf diese Art zum Beispiel mit schwarzen Lochern, Instantonen oder Monopolen
assoziiert. Fiir p = —1,0,1,2 spricht man auch vom D-Instanton, -Teilchen, -String
bzw. von der D-Membrane.

1.3 Kompaktifizierung

1.3.1 Calabi-Yau-Kompaktifizierung, Orbifolds, Orientifolds, Fluss-
Kompaktifizierung

Die Auffassung der als vierdimensional wahrgenommenen Welt als lediglichen Teil ei-
ner insgesamt zehndimensionalen Raumzeit fithrt auf die Frage nach den verbleibenden
sechs Dimensionen. Diese wird zum einen durch Verallgemeinerung der urspriinglich von
Kaluza und Klein entwickelten Idee der Kompaktifizierung beantwortet. Bei dieser wer-
den die tibrigen Dimensionen als ,unsichtbarer® Hintergrund in Form einer kompakten
sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit begriffen. Entscheidend hierbei ist die Forderung,
dass durch diese Kompaktifizierung die Supersymmetrie in der effektiven vierdimensio-
nalen Theorie (beziiglich der Kompaktifizierungsskala) erhalten bleiben moge. Durch
eine geeignete Kompaktifizierung sollten sich dann nach Lésen der Bewegungsgleichung-
en fiir den String die verifizierten Phéanomene und Objekte des Universums extrahieren
lassen, welche beispielsweise aus dem Standardmodell bekannt sind [§].

Ausgehend von der Konstruktion des heterotischen Strings in zehn Dimensionen
mit Eichgruppe Eg x Eg sind Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten geeignete Kandidaten fiir
derartige Kompaktifizierungen [12]. Auf diesen verschwinden bis auf die nichttriviale
Metrik alle Felder [13]. Es handelt sich um Ricci-flache Mannigfaltigkeiten spezieller
Holonomie G C SU(3), was mit der Existenz spezieller Spinoren korreliert [I] und die
gewiinschte Erhaltung von Supersymmetrie garantiert. Die Fg x Eg-wertigen Eichfelder
sind dann Zusammenhénge des auf diesen Mannigfaltigkeiten konstruierten Vektorbiin-
dels, welches die Eichsymmetrie bricht. Auf diese Weise lassen sich supersymmetrische
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vierdimensionale .#" = 1 Vakuumkonfigurationen finden.

Weiter verallgemeinernd eignen sich (supersymmetrische) Orbifolds [14] zur Kompak-
tifizierung, deren Betrachtung gegeniiber der der nicht-singulédren Calabi-Yau-Mannig-
faltigkeiten eine gewisse Vereinfachung darstellt ([8] mit dortigen Verweise, [10], [11]).

Ein grofles Problem im Zusammenhang mit Calabi-Yau-Kompaktifizierung besteht
in den sogenannten Moduli-Feldern, skalare neutrale masselose Teilchen, deren Vaku-
umerwartungswert Gréfle und Form der kompaktifizierenden Mannigfaltigkeit sowie
Position der Dp-Branen bestimmt [I], [8], [15]. Diese Felder sind Konsequenz der Kom-
paktifizierung und bringen eine Vielzahl an nicht sichtbaren Teilchen grofier Masse mit
sich, welche in einer effektiven vierdimensionalen Theorie keine Entsprechung kennen.
Nicht zuletzt wiirden sie das Universum mit einer iibergroflen Energiedichte ,fluten®.
Desweiteren miisste die Grofle ihrer Vakuumerwartungswerte Einfluss auf Massen und
Eichkopplungen der vierdimensionalen effektiven Theorie haben. Ohne die explizite
Bestimmung dieser Vakuumerwartungswerte im Rahmen eines Minimierungproblems
fiir ein effektives Potential und damit gewonnene Kenntnis der Masse dieser Moduli-
Felder wére eine solche Stringtheorie von phédnomenologischen Gesichtspunkten her
problematisch.

Finen Ausweg stellt das Konzept der Fluss-Kompaktifizierung dar, mit dem solche
Potentiale fiir Moduli-Felder generiert werden koénnen [8], [I5]: Neben einer nichttrivi-
alen Metrik treten nun im Gegensatz zur rein geometrischen Calabi-Yau-Kompaktifizie-
rung weitere antisymmetrische p-Form Felder C), mit Feldstirke Fj, 11 = dC), auf. Um
Brechung der vierdimensionalen Lorentzinvarianz zu vermeiden, miissen fiir letztere
nichttriviale Vakuumerwartungswerte zugelassen werden. Die zusétzlichen Feldstarken
F, 1 entsprechen Fliissen und modifizieren die Metrik in der Weise eines skalaren Po-
tentials fiir Moduli-Felder in der effektiven vierdimensionalen Theorie. Auf diese Weise
kénnen die Moduli-Felder ,,unterdriickt* werden.

Ein anderer Ansatz zur Erklarung der ,versteckten“ Dimensionen stellt die Kom-
paktifizierung mit Orientifolds dar [16], die sich die besonderen Eigenschaften von Dp-
Branen zu Nutze macht und als Verallgemeinerung der Kompaktifizierung des Strings
vom Typ I in 10 Dimensionen mit Eichgruppe SO(32) interpretiert werden kann [8].
Dp-Branen sind zum einen deswegen attraktive Kandidaten fiir Kompaktifizierung, da
deren angeregte Moden kleinstmoglicher Energie mit der Existenz masseloser Eich-
felder und deren Superpartner korrelieren ([I], [8] mit dortigen Referenzen) und zwei
sich schneidende Dp-Branen an ihrer Schnittstelle chirale Fermionen, also mafigebliche
Objekte des Standardmodells, generieren kénnen [I7]. Zum anderen bleiben durch eine
geeignete Wahl der Branen bestimmte Supersymmetrien in einer Typ II Kompak-
tifizierung erhalten. Folglich sind Typ II Strings auf Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten
mit einer geeigneten Konfiguration sich schneidender Branen geeignete Anwérter zur
Beschreibung einer chiralen .4 = 1 supersymmetrischen niederenergetischen effektiven
Theorie.

Es gibt drei Klassen von Typ IT .4 = 1 Kompaktifizierungen mit Branen auf Calabi-
Yau-Mannigfaltigkeiten [I]:

e ITA Orientifold-Kompaktifizierung mit D6-Branen
e IIB Orientifold-Kompaktifizierung mit D7- und D3-Branen

e [IB Orientifold-Kompaktifizierung mit D9- und D5-Branen
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M dim M H G
S n SO(n) {1}
nearly Kéhler 6 SU(3) Ga
nearly parallel G 7 G2 Spin(7)
Sasaki-Einstein ~ 2n+1 SU(n) SU(n+1)
3-Sasaki dn+3 Sp(n) Sp(n+1)

Tabelle 1.1: Mannigfaltigkeiten M mit reellen Killing-Spinoren nach [I8]. H bezeichnet
hierbei die Strukturgruppe, G die Holonomiegruppe des Levi-Civita-Zusammenhangs
auf dem Kegel C'(M).

Konkret hat man nach der Wahl der Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit eine sogenannte
Orientifold-Projektion sowie Einbettung der Dp-Branen in die Raumzeit festzulegen
([1] mit dortigen Verweisen): Dabei fiillt die Brane bereits alls vier Dimensionen des
Minkowski-Raumes aus, so dass die restlichen (p — 3) rdumlichen Dimensionen in
eine kompaktifiziernde Mannigfaltigkeit eingebettet werden miissen. Die Festlegung der
Hintergrund-Werte der Yang-Mills-Eichfelder auf den Branen héngt von der Klasse der
Orientifold-Kompaktifizierung ab.

1.3.2 Holonomie als zentraler Aspekt von Kompaktifizierung

Mannigfaltigkeiten spezieller Holonomie sind wichtige Kandidaten fiir heterotische
Stringkompaktifizierung, da diese die Erhaltung von Supersymmetrien in einer vierdi-
mensionalen effektiven Theorie gewéhrleisten [19]: Wie bereits erwéhnt, ist hierbei ins-
besondere die Betrachtung von Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten von entscheidender Be-
deutung, da diese phdnomenologisch gesehen semi-realistische Modelle fiir die Teilchen
liefern. Desweiteren sind in diesem Zusammenhang Go-Mannigfaltigkeiten zu nennen,
da sie die einfachste Moglichkeit bieten, M-Theorie in vier Dimensionen mit Supersym-
metrie .4 = 1 zu kompaktifizieren.

Im Speziellen spielen Riemannsche Mannigfaltigkeiten M mit reellen Killing-Spinoren
eine wichtige Rolle in der Stringkompaktifizierung. Diese haben einen Zusammenhang
nichtverschwindender Torsion, dartiber hinaus reduziert sich die Strukturgruppe SO(n)
ihres Tangentialbiindels TM auf H C SO(n). Insbesondere weist der Kegel iiber M,
C(M), spezielle Holonomie G C SO(n+1) auf und trigt einen parallelen Killing-Spinor
[20]. Eine Klassifikation solcher Mannigfaltigkeiten findet sich in Tabelle All diese
Mannigfaltigkeiten sind mit einer kanonischen 3-Form P sowie einer 4-Form @ ausge-
stattet, welche sich durch die Killing-Spinoren definieren lassen.

Instantonen auf dem Kegel iiber Mannigfaltigkeiten mit reellen Killing-Spinoren fin-
den Anwendung im Rahmen heterotischer Supergravitation, und zwar beziiglich des
Auffindens von Losungen der BPS-Gleichungen und der Bianchi-Identitét [20]: Sei M
eine (n+ 1)-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein Instanton ist eine Losung
der generalisierten anti-Selbstdualitatsgleichung (Instantongleichung)

«F++QAF =0, (1.14)
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wobei F' die Feldstéirke eines Zusammenhangs A auf einem Biindel iiber M bezeichnet
(siche z.B. [21] mit dortigen Referenzen). @ ist eine 4-Form auf M mit Hodge-Dual
*Q € Q"73(M). In vier Dimensionen sind Instantonen BPS-Konfigurationen auf Spin-
Mannigfaltigkeiten, die die Yang-Mills-Gleichungen implizieren. Umgekehrt sind aber
nicht alle Yang-Mills-Lésungen Instanonen. In héheren Dimensionen spielen Yang-Mills-
Instantonen sowohl in der Mathematik (siehe z.B. [22],]23]) als auch wie bereits erwéhnt
in der Stringtheorie eine wichtige Rolle [24]. Fiir dim M = n + 1 > 4 existieren Yang-
Mills-Instantonen auf Mannigfaltigkeiten M spezieller Holonomie, denn auf diesen kann
definiert werden. Auf Mannigfaltigkeiten mit nicht-integrabler H-Struktur im-
pliziert die Yang-Mills-Gleichungen mit einem zusétzlichen Torsionsterm. Dieser
verschwindet auf Mannigfaltigkeiten mit reellen Killing-Spinoren [20].

1.4 TUberblick

Im Rahmen heterotischer Fluss-Kompaktifizierung in der Supergravitation lassen sich
Stringvakua auf Raumzeiten X;o_qx M? studieren. Auf dem kompaktifizierenden Anteil
M? existieren hierbei p-Form Felder, welche die Geometrie im Wesentlichen ausmachen.
Insbesondere der Fall p = 3 impliziert eine nichtverschwindende Torsion proportional zu
den Strukturkonstanten der Holonomiegruppe [25]. Untersucht man nun die Yang-Mills-
Gleichungen mit Torsion als Sonderfall von beziiglich Losungen fiir bestimmte M,
so sucht man damit nach Lésungen im Rahmen der Theorie der heterotischen Super-
gravitation.

Nach einer Einfiihrung in die grundlegenden mathematischen Formalismen in den
Kapiteln 27 wird in dieser Arbeit nach Yang-Mills-Losungen auf R x M gesucht mit
R als Teil der nichtkompaktifizierten Raumzeit und Cosetraumen M = G/H, wobei
G/H = S5 = SU(3)/SU(2), S+ = SU(n +1)/SU(n), S™ = Sp(2)/Sp(1), §4n+3 =
Sp(n+1)/Sp(n). Hierzu werden in geeigneter Basis fur die Yang-Mills-Zusammenhangs-
1-Form A (Abschnitt ab die Yang-Mills-Gleichungen mit Torsion 71" betrachtet,
Tope = Kfape mit £ € R. Insbesondere wird fiir A die Erfillung der G-Invarianz-
Bedingung gefordert, was einen durch eine Funktion ® = ®(¢) mit ¢t € R parametrisierten
Ansatz fiir A hervorbringt. Ein Beweis der sogar allgemeinsten Giiltigkeit dieses Ansatzes
wird in [84] angefiihrt. Die Betrachtung der oben genannten speziellen Mannigfaltig-
keiten, welche vom Typ a-Sasaki bzw. 3-Sasaki sind, ist nur moglich nach charakte-
ristischer Unterteilung der Menge von Generatoren des Cosets, wie in Abschnitt
allgemein vorgenommen. Diese hat die Existenz zuséatzlicher parametrisierender Funk-
tionen zufolge und fiihrt somit insgesamt auf ein System gekoppelter Differentialglei-
chungen mit zugehoérigem Potential V' = V(k). In werden schlieflich die
Yang-Mills-Gleichungen fiir die genannten Beispiele konkret aufgestellt und analytisch
auf Losungen untersucht, insbesondere auf solche vom Kinktyp. Die Abschnitte [8.6|und
widmen sich sogenannten Bounce- sowie periodischen Losungen. Letztere gewinnt
man durch die Ersetzung R — S'.

Im Fall von a-Sasaki-Mannigfaltigkeiten lassen sich die Yang-Mills-Gleichungen al-
ternativ aus der Instantongleichung ableiten, was eine Uberpriifung der Ergebnisse
ermoglicht. Auf Grundlage von [20] geschieht dies in Abschnitt
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Kapitel 2

Grundlegendes

Es werden nun zunéchst elementare differentialgeometrische Begriffe definiert, auf de-
nen die kommenden Abschnitte aufbauen. Das folgende Material findet sich in grundle-
gender Literatur zur Differentialgeometrie wie zum Beispiel [26],[27].

Sofern nicht anders angegeben, gelte in diesem Kapitel und in den folgenden immer
die Einstein’sche Summenkonvention.

2.1 Tensorfelder und k-Formen

Definition 2.1.1. Sei N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit undp € N, dim N = n,
(U,¢) eine Karte mit U > p, T,N der Tangentialraum von N durch p mit Koordi-
natenbasis (%, - 8%), T,N der Kotangentialraum von N durch p mit der dualen
Koordinatenbasis (dz', ..., dz™), das heift =2 ‘pdmb|p = 6%, Dann bezeichnet

ox?
T}, (N) =Tp(N) ® ...  Ty(M) @ T (N) ® ... @ T (2.1)
I-mal m-mal
den 't -dimensionale Vektorraum der Temsoren mit Elementen
T=1on 2o 0 gute. odm (2.2)
= T bm gt ® - ® 5 T ™. .

In koordinatenfreier Darstellung mittels der zueinander dualen Basen (Ey, ..., E}) und
(ely...,e™), eb‘pEa‘p = 62, schreibt sich dies

T=T'""E®.0Eoe®.0c™m (2.3)

Fiir glatte Koeffizientenfunktionen Tj' ;" seien ST, L (N) die glatten Tensorfelder,
im Speziellen ST} (N) die glatten Vektorfelder und STY(N) die glatten 1-Formen
auf N. Desweiteren bezeichne Ak(T;(N) =: A¥(N) die k-Formen w auf N in p, wly, =
Wiy - wi dz A .. A da' beziiglich einer Karte (U, ). Statt da® A ... A da’* schreibt
man oft verkiirzend dz'. Fiir n € A¥(N), € AY(N) ist

1
(77 A ,u) (Xl) ceey Xk—H) = m Z Sgn(U)Tl (XO'(I)'7 ’ Xo‘(k)) K (Xcr(k—i-l)'v 9 'Xa(l+k)) .

o€Permy,

(2.4)
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Definition 2.1.2. Die duflere Ableitung d ist die Abbildung

d: AF(N) = AFFL(V)

mit
df (X) = X (), (2.5)
d(df) =0, (2.6)
d(n+n') = dn+dn, (2.7)
dinAp)=dnAp+(=1)'nAdp (2.8)
fiir f € C®(M), X € X(M),n,n € A{(M) sowie p € A™(M).
Lokal ist
1 9 io i ik
dwl,, = H%wil...wikdx Adz' ... N\ dx'. (2.9)
Proposition 2.1.3. Fiir n € AY(M) ist dyp =0 falls | = n = dimM und firl <n
d?’](Xo, ...,Xl) = Z (_1)1Xz (n(Xo, ...,XZ‘, ;Xl))
0<i<l
+ Z (—1)i+‘j77 ([Xi>Xj]7X07---aXia---ana-'le) (210)
0<i<j<l

Die mit einem Dach markierten Vektorfelder entfallen dabei im Argument. Speziell fiir
ein Basiselement e ist

de°(X,Y) = X (e°(Y)) — Y (e°(X)) — e°([X, Y)). (2.11)

Definition 2.1.4. Sei N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einer Metrik g €
STY(N), wobei g nicht-ausgeartet, symmetrisch und bilinear, so ist durch die Abbildung

syt AF(N) = A"F(N), (2.12)

g cidk
(n — k)l Jet1dn

kN (6“ /\.../\ei’“) = eIkt A LA e, (2.13)

der Hodge-Operator (in koordinatenfreier Darstellung) definiert, wobei
+1  falls (iy...in) eine gerade Permutation von (1...n) ist,

€ir.in = 4 —1  falls (iy...i) eine ungerade Permutation von (1...n) ist,  (2.14)

0 sonst.
Uber den Hodge-Operator ist mit ( , ) auf A*(N) ein Skalarprodukt so definiert, dass
<051, OéQ>dN = a1 N\ *xNQ2 (2.15)

fiir a1, a2 € AF (N) und eine Volumenform dN.
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2.2 Differential und Riicktransport

Definition 2.2.1. Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension m
bzw. n, f: M — N eine glatte Abbildung und q € M. Die lineare Abbildung

f*q : TqM — Tf(q)N,
Xy frqXy (2.16)

definiert das Differential (Pushforward) von f in q. Fir eine Kurve vy in M, ~ :
| —e.e[= M, v(0) =p, 7v/(0) = X € T,M, schreibt sich der Pushforward mit f als

d

FX=LOO)= g (Fen). (217)

Definition 2.2.2. Der Riicktransport (Pullback) ist fiir w € A¥(N) definiert als die
Abbildung

W > fqWq = Wy 0 fuq- (2.18)
Damit kann der Pushforward tiber den Pullback geschrieben werden, f. X, = Xgo0 f7.

2.3 Kovariante Ableitung

Definition 2.3.1. Eine Abbildung

V : STY(N) x ST..(N) — ST (N),

(X, T) = VxT, (2.19)

die
Vxf=Vxf, (2.20)
A — VxA ist R-linear, (2.21)
Vx(A(X)B):VxA@B—l-A@VxB (2.22)

fir A € ST. (N), B € STTI,IL,(N), feC® X,Y € STy geniigt, heifst kovariante
Ableitung eines Tensorfeldes T nach einem Vektorfeld X mit Komponenten

Ve,T=Vg, (Tlfll_::g:i) Eyy®.QFE;®..0"®..Qem (2.23)
beziiglich der Basisfelder (Ex, ..., Ej) bzw. (e!,...,e™). Es ist
VeI = B e Tyt o Tt
— @i, Ty 5, = o — W, Tt g (224)
Speziell fiir die Basisfelder ist
Vi, Ey=wiE.

b b ¢

(2.25)
Vg,e' = —w,.e

mit Zusammenhangskomponenten w;,.
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2.4 Torsion, Kriimmung und metrischer Defekt

Definition 2.4.1. Sei im Folgenden (N,g,V) eine Mannigfaltigkeit mit Metrik g €
STZ(N) und Zusammenhang V. Vermittels V kann sowohl die Torsion T als auch die
Kriimmung R definiert werden,

T € ST)(N), T(X,Y):=VxY - VyX — [X,Y],

T(X,Y)=-T(Y,X) (2.26)
R € ST§(N), R(X,Y)Z :=VxVyZ - VyVxZ—VxyZ
R(X,Y)Z = -R(Y,X)Z. (2.27)

R kann alternativ als endomorphismenwertige 2-Form Q : TyM x T,M — End(T,M)
verstanden werden.

Speziell fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit 14sst sich der Kriimmungstensor an-
schaulich als ein ,Maf}“ fiir die Abhéngigkeit des Paralleltransportes eines Vektorfeldes
von der Reihenfolge auffassen, in der die vermittelnden Wege durchlaufen werden, siehe
hierzu auch Kapitel In einer dualen Basis (E1, ..., E;) bzw. (e, ...,e™) ist

T=T.E,®c"®e = %T;bEC ® (e“ A eb) , (2.28)
~Tg, = Ty = whe — we, — Ches (2.29)
R=R4Y.E;®e"®e’ ®e = %Rffab (B4 ® ) @ (ea A eb) , (2.30)
Ricqg = Ec(wgpy) — Ea(wg,) + WenwWap — WinWep, — Coawi (2.31)

denn es gilt [Ey, E.] = CLE, € STy (N). Dieser Ausdruck verschwindet in einer Koor-
dinatenbasis, {Ey}q = {%}a. Statt wy. schreibt man fiir die Zusammenhangskompo-
nenten dann I'}, und bezeichnet diese als Christoffelsymbole.

Die Torsion lisst sich alternativ als Tensor © € STY(N) auffassen so, wie auch
die Kriimmung iiber einen Tensor Riem € STJ(N) charakterisiert werden kann; im
ersten Fall gibt man © mit Hilfe von g iiber eine Vorschrift an, die alle Kovektoren auf
einmal auswertet:

O(X,Y,Z) =g (X,VyZ - VY — [V, Z]) (2.32)
O(X,Y,Z) = -O(X,Z,Y) (2.33)

Die Komponenten lauten

Oube = ganTbrév g(m@nbc = Tl;lo (2'35)

Im zweiten Fall ist
Riem(W, X, Y, Z) := g(W, R(X,Y)Z), (2.36)
Riem(W, X,Y,Z) = —Riem(W, X, Z)Y) (2.37

mit Komponenten

(Riem)abed = GanRied, Rieqg = 9% (Riem)nped- (2.38)
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Um einen Zusammenhang vollstdndig zu charakterisieren, ist neben der Torsion der
Begriff des metrischen Defektes notwendig;:

Definition 2.4.2. Der metrischen Defekt Q) ist ein Tensorfeld

Q € STY(N), Q(X,Y,2) = X(9,(Y,2)) — g(VxY, Z) — g(Y,Vx Z)
Q(X, Y, Z) = Q(X, Z, Y) (2.39)

Der eindeutig bestimmte torsionfreie (7' = 0) und metrische (@) = 0) Zusammenhang
heifit Levi- Civita- Zusammenhang. Allgemein kann durch Vorgabe von T und @) eine
kovariante Ableitung eindeutig definiert werden.

2.5 Strukturgleichungen und Bianchi-Identitaten

Laut Definition kann die Kriimmung R als matrixwertige 2-Form {2 mit Kompo-
nenten Qg = %Rgabea A € aufgefasst werden. Analog interpretiert man w als matrix-
wertige 1-Form mit Komponenten wy := w§,e®.

Um die Komponenten des Zusammenhanges und dessen Kriimmung zu berechnen,
sind die erste und zweite Cartansche Strukturgleichung niitzlich. Diese ergeben sich

direkt aus (2.28) bzw. (2.30) unter Ausnutzung von (2.11)),

T =de+wAe, (2.40)
Q=dw+wAw. (2.41)

Fiir allgemeine Zusammenhénge ergeben sich die beiden Bianchi-Identitdten als

auBere Ableitung von (2.40) bzw. (2.41]) ,

dT'+w AT =Q Ae, (2.42)
AU+ wAQ—QAw=0. (2.43)
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Kapitel 3

Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Lie-Gruppen sind analytische Mannigfaltigkeiten mit einer Gruppenstruktur so, dass
die Gruppenoperationen analytisch sind. Sie stellen als Transformationsgruppen geo-
metrischer Objekte ein wichtiges Werkzeug der theoretischen Physik dar, insbesondere
sind sie zur Beschreibung und Klassifikation stetiger Symmetrien niitzlich, wie beispiels-
weise der Lorentzinvarianz oder auch in Bezug auf Eichtheorien. Lie-Algebren stellen
als Tangentialrdume an die Einheit von Lie-Gruppen infinitesimale Transformationen
bereit. Halbeinfache Lie-Algebren bilden mit ihren Darstellungen eine entscheidende
Grundlage in zum Beispiel der Beschreibung der Theorie des Standardmodells.

Im Folgenden soll ein grober Uberblick iiber die Theorie von Lie-Gruppen und
Lie-Algebren gegeben werden. Es handelt sich hierbei um eine Zusammenstellung von
Material aus [28], [29], [30], [31], [57], [58].

3.1 Allgemeines

Definition 3.1.1. Eine Lie-Gruppe G ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, auf
der die Gruppenmultiplikation p und die Inversenbildung ¢ C*°-Funktionen sind,

p:GxG— G, (g1,92) = 9192, (3.1)
i:G—G,g— gt (3.2)

Ein K-Vektorraum ¢4 zusammen mit der Lie-Klammer
C:9%xY -9, (x,y)— [z,y], (3.3)
heifst Lie-Algebra.

Die Lie-Klammer (Kommutator) ist antisymmetrisch, linear und erfiillt die Jacobi-
Identitit,

[$7y] = _[yal‘]a
[az,y] = alz,y], (3.4)
[, [y, 2]] + [2, [z, 9] + [y, [2, 2]] = 0,

mit a € C,R. Daher ist jede assoziative Algebra auch eine Lie-Algebra, denn iiber das
assoziative Produkt lésst sich die Lie-Klammer definieren als [z, y] := 2y — yz.

15



16 KAPITEL 3. LIE-GRUPPEN UND LIE-ALGEBREN

Alternativ kann der Tangentialraum an die Einheit von G, T.G, als Lie-Algebra

aufgefasst werden, denn durch links- bzw. rechtsinvariante Vektorfelder wird auf
T.G eine Lie-Algebrastruktur induziert:

Definition 3.1.2. Sei fir T.G = ¢ mit

L,:9 %9, x— hx

(3.5)
bzw. Ry, : ¢ — 94, x — xh

die Links- bzw. Rechtswirkung von G > h gegeben. Fiir diese gilt Lex = x bzw.
Rex =z, Lp, (Lp,(2)) = Lpyny(x) bzw. Ry, (Rp,(x)) = Rp,p,(x) Yhi,he € G und e ist

das Einselement.

Sowohl die Rechts- als auch die Linkswirkung sind transitiv und frei, das heifit

dheG: thl = 9 V.TUl,:BQ, (3.6)
bzw. Ve € MVYh € G: Lpx =2 = h =, (3.7)

und analog fiir Ry,.

Definition 3.1.3. Seix € 4, dann kénnen zu x links- bzw. rechtsinvariante Vek-
torfelder X1, Xr € ST (G) assoziiert werden durch

X1(9) = Lgwer bzw. Xg(g) = Ryeer, (3.8)

wobei Lgye bzw. Ryye den Pushforward mit der Links- bzw. Rechtswirkung in e bezeich-
net. Die Links- bzw. Rechtsinvarianz versteht sich dabei wie folgt:

Xr(hg) = Lpgier = (Lp o Ly),, = Lpxg © Lgse® = Lh*gXL(g), (3.9)

analog fiir Xp(gh). Mit x,y € 9 ist auch [x,y] € 4 und [z,y] = [XL’YLHE-

Jede Lie-Algebra ist durch die Angabe ihrer Basis vollsténdig bestimmt:

Definition 3.1.4. Sei {Ex,..., E,} eine Basis von 4. Dann ist
[Eas Eb] = fopEe (3.10)

a

mit Strukturkonstanten f;, € IF.

Wegen der Jacobi-Identitét gilt

fiapfd, =0 (3.11)
mit Summation iiber geklammerte Indizes unter zyklischer Vertauschung.
Definition 3.1.5. Eine Lie-Algebra 4 heifst abelsch, wenn [x,y] = 0 Vz,y € 4. Eine

Lie-Unteralgebra ist ein linearer Unterraum 4’ C 4 so, dass [x,y] € 4’ Vr,y € 4’,
das heifit 4’ ist selbst auch eine Lie-Algebra. Gilt [y,2'] € 4’ Yy € 4 V2! € 4, so
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heift ¢4’ Ideal in 9. {0} und {4} sind trivialerweise Ideale. Ein besonderes Ideal stellt
das Zentrum C von & dar, C(9) := {z € 4 : [z,y] = 0 Va,y € 4}. Es ist per
Definition abelsch. Fine Lie-Algebra & heifst einfach, falls sie nicht abelsch ist und
keine nicht-trivialen Ideale besitzt. Sie heifit halbeinfach, falls sie sich als direkte
Summe einfacher Lie-Algebren schreiben ldsst.

Auf diese Weise ldsst sich eine Lie-Algebra vollstédndig klassifizieren, siehe dazu Kapitel
Es ist klar, dass C'(¥¢) = 0 fiir halbeinfache Lie-Algebren.

3.2 Lie-Ableitung und die Exponentialabbildung

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fragt man nach der Anderung eines Ten-
sorfeldes T' € ST, (M) entlang eines gegebenen Vektorfeldes X € ST (M), so fiithrt dies
auf den Begriff der Lie- Ableitung. Anders als die kovariante Ableitung ist diese weder
C*°-linear in X noch ultralokal. Letzteres bedeutet, dass der Wert der Lie-Ableitung in
einem Punkt p nicht nur vom Wert des Vektorfeldes in diesem Punkt abhéngt sondern
auch von dessen Ableitungen.

Korollar 3.2.0.1. Sei .Z die Lie-Ableitung mit
&L ST (M) x STY(M) — ST (M),

3.12
(T, X) — ZxT. ( )
und sei L R-linear, Lx(aT) = aLx(T) fir a € R. Ferner gelte
Lxf=X(f), (3.13)
ZxY =[X,Y], (3.14)
xTT)=LXT T +T o LxT, (3.15)
LixY = f2LxY - Y(f)X, (3.16)
Lrxw = fLxw+ w(X)df (3.17)

fir f € C®,X,Y € ST}(M),w € ST), T € ST. (M), T" € ST",. Offensichtlich ist
dann & eine Derivation.

Bemerkung 3.2.1. Um den Wert ZxT an einem Punkt p € M definieren zu kénnen,
reicht es aus, dass X und P auf einer beliebig kleinen Umgebung U > p definiert sind.
Seien

0

_ mai...a b b
T\, =T S O ® o @ @ @dr” (3.18)
0
X[y =X (3.19)
die Einschriankungen von 7" und X in einer Koordinatenbasis {8%1, vy %} und ihrem

Dual {dz?, ..., dx™}. Dann gilt allgemein fiir die Komponenten Tlfl 1;2 der Lie-Ableitung

ay...ap ,__ crpay...ap al dag...al aj al...al_ld
(ng)bl---an T X Tbl---bm,c B Xad Tbl---an T Xyd Tbl---an
d ai...ap d ai...ap
+ X Tapy e o T X T s (3.20)

X b
wobei X?C = %%.
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Um die Ableitung eines Tensorfeldes T entlang eines Vektorfeldes X, das heifit die
Wertdnderung von T in eine vorgegebene Richtung von einem Punkt ¢ hin zu einem
Punkt p angeben zu konnen, ist die Identifikation der die Bildwerte T'(p) bzw. T'(q)
enthaltenden Rédume vermittels eines kanonischen Isomorphismus notwendig, welcher
von der vorgegebenen Richtung abhéngt. Dies ermdglicht die sogenannte 1-Parameter-
Gruppe:

Definition 3.2.2. Sei X € STy (M) ein Vektorfeld mit X, ;) = v, (t) Vt € R, wobei v
eine Kurve durch x ist,

Yo L =] —€,¢[— M,

t = Ya(t) = p. (3:21)

Die lokale 1-Parameter-Gruppe der von X erzeugten Diffeomorphismen ist gegeben
durch

{cpﬂ OF M = M, 0 (z) := 7a(t)} (3.22)
und wird auch als Menge aller Fliisse von X bezeichnet. Insbesondere gilt

X odX =08 Vs,tel, s+tel. (3.23)

Ausgehend von einem Punkt x € M bewegt man sich also mit einem Zeitparame-
ter ¢ auf der Integralkurve, wobei man auf dieser zu jedem Zeitpunkt am Ort 7, (%)
lokalisiert ist. Lauft man nun in einer Zeit s bis zum Punkt 7,(s) und dann weiter
fiir 7 Zeiteinheiten, so gelangt man bei 1z(s + 1) = 7,,(5)(r) an. Die Bewegungsrich-
tung in jedem Punkt z ist durch das dortige Vektorfeld V' (z) gegeben, 4, (t) = V (7:(t)).

Damit kann die Lie-Ableitung eines Tensorfeldes T entlang eines Vektorfeldes X
alternativ geschrieben werden als

Zx(T) 4

== T, (3.24)

t=0

wobei ®;** der Pull-Back des Flusses entlang X ist. Speziell ist
d

)= G| eXr=x() (325)
fur f € C,
Le(Y) = % Y =[] (3.26)
fiir Vektorfelder X,Y und
Lx(w) = itzoqﬁf*w:(doixﬂxod)w (3.27)

fiir p-Formen w, w € STZ? (M),p > 1, und der Kontraktionsabbildung
ix  AP(M) = APH(M),w— ixw, (izw) (X1, Xp) =p w (X, X1, ..., Xp)

Mit der 1-Parameter-Gruppe lasst sich auch eine Relation zwischen Lie-Gruppe G
und Lie-Algebra ¢ finden, die Exponentialabbildung:
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Definition 3.2.3. Die Exponentialabbildung ist eine Abbildung

exp:9 =T,G — G

T DXL

(e), (3.28)
wobei X, das linksinvariante Vektorfeld ist.

Bewegt man sich also, anschaulich gesprochen, von der Einheit e ausgehend eine Pa-
rametereinheit entlang dessen Integralkurve vg —durch e = vg, (t = 0), erreicht man
das zu g € 4 gehorige Lie-Gruppenelement g € G.

3.3 Darstellungen und Killing-Form

Definition 3.3.1. Sei &4 eine Lie-Algebra. Fine lineare Darstellung (p,V) von &
auf V ist ein Lie-Homomorphismus

5% = End(V). (3.29)

(p, V) heifit reduzibel, wenn es einen nicht-trivialen invarianten Unterraum V' C V
(V' #{0}) gibt, wenn also

(VY CV/ (3.30)

fiir alle x € 4. Andernfalls heifit die Darstellung irreduzibel. Die Darstellung (p, V)
einer Lie-Gruppe G auf V' ist ein Lie-Homomorphismus p,

p:G— GL(V) (3.31)

mit analoger Definition von (Ir-)Reduzibilitdt.

Eine besondere Darstellung ist die durch eine Derivation, die Lie-Ableitung, definierte
Darstellung:

Lemma 3.3.2. Sei Der(¥) die Menge aller Derivationen von ¢,

Der(4) :={¢ |v:9 — 9 linear, o([z,y]) = [¢(x),y] + [z, 0(y)]} (3.32)

mit x,y € 4. Diese ist selbst wieder eine Lie-Algebra.

Jedem x € ¢ léasst sich ein linearer Operator ad, zuweisen. Die Algebra aller ad,, ist
die adjungierte Darstellung von ¢:

Definition 3.3.3. Die Darstellung

ady : 9 — Der(¥)
y — adyy = [z, y] (3.33)

heifit adjungierte Darstellung von &. Fin FEigenvektor h von ad, erfillt die Rela-
tion adgyh = a(h)h mit Eigenwerten a(h) € R, C.
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Die adjungierte Darstellung einer Lie-Algebra ¢ wird folgendermafien induziert: Sei
g € G. Der C*°-adjungierte Isomorphismus ist eine Abbildung

A0, : G = G
g — Av,g = gq'g~ L. (3.34)
Sei auBerdem
Wy Y =9 (3.35)
der durch
@, = (A,)., (3.36)

induzierte Homomorphismus. Fiir diesen gilt dann
Mgie ([Y; 2]) = [ gsey, ADgxe2]. (3.37)
Sei Ad der Homomorphismus

Ad: G — GL(9)
g— Ad(g) = ady = Adgye. (3.38)

Man nennt diesen die adjungierte Darstellung von G auf ¢. Es gilt sogar
ag([z,y]) = [adgx, adyy] Vz,y € Y.

Folglich respektiert Ad nicht nur die lineare, sondern auch die Lie-Struktur.
Genauso kann man die adjungierte Darstellung einer Lie-Algebra definieren als

ad: 9 — 91(¥Y), (3.39)
ad = Ade. (3.40)

Ist {E;} eine Basis fiir ¢, dann ist {adg,} eine Basis fiir ady. Die Matrixelemente
der adjungierten Darstellung sind gerade die Strukturkonstanten, (ad%); = f,é '

Vermittels der adjungierten Darstellung ad, lasst sich eine weitere Eigenschaft von
Lie-Algebren definieren:

Definition 3.3.4. Eine Lie-Algebra 4 heifst reduktiv, wenn ihre adjungierte Darstel-
lung vollstandig reduzibel ist.

Fir reduktive Lie-Algebren ¥ ist 4 = ¢4 & ... & ¥, direkte Summe einfacher Ideale,
denn es gilt [¥,%;] C 9. Die einfachen Ideale ¥ bilden also invariante Unterrdume
beziiglich adg. Folglich zerfillt die reduzible Darstellung einer reduktiven Lie-Algebra
in die direkte Summe der irreduziblen Darstellungen ihrer einfachen Ideale.
Halbeinfache und abelsche Lie-Algebren sind reduktiv, ebenso kompakte reelle Lie-
Algebren.

Fiir allgemeine Lie-Algebren lasst sich die adjungierte Darstellung hingegen nur im
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folgenden Sinne reduzieren: Zwar zerfallt ¢ in die direkte Summe von Unterrdumen %,
k=1,..,m, aber es ist jetzt

[g,gk] CHD...D%Y,. (3.41)

Alle Operatoren ad,, x € ¢, sind in dieser Zerlegung so als Dreiecksmatrizen mit nx X ny
ad

ad(zm)
hierbei eine rechteckige Matrix. Die Diagonalblocke adg(ck) sind die Komponenten der
adjungierten Darstellung.

Blocken auf der Diagonalen definiert, ny = dim%,, dass ( ) . % reprisentiert

Definition 3.3.5. Eine Lie-Algebra & heifit nilpotent, falls adgk) =0firk=1,..,m,

rey.

In diesem Fall lassen sich alle ad, auf Dreiecksform mit Nullen auf der Diagonalen
bringen.

Uber die adjungierte Darstellung lisst sich mit folgender symmetrischer Bilinear-
form ein weiteres wichtiges Objekt einfithren:

Definition 3.3.6. Die Killing-Form K ist gegeben durch

K:9x4—F,
(x,y) = K(z,y) := Sp (ad; o ad,) (3.42)

Weil die Spur zyklisch ist, gilt K(z,y) = K(y,z) und K([z,y],2) = K(z, [y, z]). Aus-
gewertet auf Basisvektoren {x;}i=1,  d=aimy von ¢ schreibt sich K mit Strukturkon-
stanten von ¢ als

d
Kij = Sp(ady, o ady;) = > Ik f]l-k. (3.43)
k=1

Definition 3.3.7. K heifit nicht-ausgeartet genau dann, wenn aus K(x,y) =0 Vy €
4 folgt, dass x = 0.

Theorem 3.3.8 (Cartan). Eine Lie-Algebra ist halb-einfach < K ist nicht-ausgeartet,
das heifit, det K #0 .

Im Falle einer nicht-ausgearteten Killing-Form lassen sich mit den K;; die Indizes der
Strukturkonstanten hoch- und runterziehen,

fige =Y Kafjp- (3.44)
I

Unter Ausnutzung der Jacobi-Identitét ergibt sich

fisie =Y ffih = (i ffiftm + i fhi Fib). (3.45)

Ilmn Ilmn
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Folglich sind die Strukturkonstanten total antisymmetrisch unter Vertauschung ihrer
Indizes. Fiir halb-einfache Lie-Algebren exisitiert das Inverse KZ-;I = K" (siehe dazu

auch Kapitel [3.5.2)). Es ist also
= K" fij (3.46)
l

fiir halb-einfache Lie-Algebren.

Wiéhrend auf einer Lie-Algebra ¢ nur das Lie-Produkt, nicht aber das einfache
Produkt definiert ist, ldsst sich fiir zwei Elemente der Darstellung von ¢ ein solches
iiber den Casimir-Operator angeben:

Definition 3.3.9. Der Casimir-Operator C ist gegeben durch
d ..
C=)Y Kz (3.47)
ij=1
Hierbei bezeichnet d die Dimension von 9 und K% das Inverse der Killing-Form

beziiglich einer Basis {z;}.

Fiir héhere Ordnungen n lasst sich dies schreiben als

Cn:Z J2. I8 ..KllllelQ...Kl”l"xh(]}b...l'l

11517 1272°

(3.48)

Definition 3.3.10. FEine Lie-Algebra ist kompakt < K ist negativ definit.

Halb-einfache Lie-Algebren sind kompakt. Komplexe Lie-Algebren sind nicht-kompakt.

3.4 Vektorwertige Formen

Definition 3.4.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit und V' ein reeller Vektorraum. Dann
bezeichnet

AF (M, V) =V @ AR (M) (3.49)
die Menge der V-wertigen k-Formen am Punkt m € M. Seiv € V,a € SAF(M),
dann ist A=v®a € SAF(M,V).

Definition 3.4.2. Die dufere Ableitung d ist eine Abbildung

d: SA*(M, V) — SAFTL (M, V),
dv®a):=v®da. (3.50)

Sei nun speziell V. =%. Dann ist

dimM
An(M,9) = P AL(M,9) (3.51)
k=0
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mit dem dufleren Produkt A,

A AR (M, %) x AL (M, 9) — AEF{(M,9)
(p,9) =AY = [z, y] ®a A B (3.52)

firp=z®a €Ay (M,9),¢=y®p €A, (M9).
Bemerkung 3.4.3. Es ist
(a & x) (Xl, ,Xk) = a(Xl, ,Xk):c firXy,..., Xy € TyM. (353)

Sei E1, ..., By, eine Basis von ¢ mit [E,, Ep] = f5 E.. In dieser Basis ist dann ¢ = ¢p*®E,
bzw. ¢ = 1’ @ Ep. Damit ist

o, 0] = (" A YY) © [Ea, o] = £5 (6" A0) @ B (3.54)
Fiir ¢ € SAF(M,9),v € SA (M, 9),x € SA"(M,9) gilt

d(pA) = dpA + (—1)FpAdy,
oA = —(=1)*pAp, (3.55)
0= (=D (pAd)Ax + (=D)* (pAx)Ag + (=1)"* (xAp) Av.

Die Lie-Algebra der ¢-wertigen Formen ist also eine graduierte Lie-Algebra.

3.5 Charakterisierung (halb-)einfacher Lie-Algebren

Im Folgenden sei, wenn nicht ausdriicklich anders erklart, (z,y) := K(z,y) = Sp(ad, o
ad,) fir Lie-Algebren ¢ > x,% > y.

3.5.1 Fitting-Zerlegung

Definition 3.5.1. Sei ¥ eine lineare Lie-Algebra auf einem Raum V. Das Gewicht
X auf & ist eine Funktion A\ = \(z),x € ¢, mit

xv = M) (3.56)
fiirve Vv 0. Der Raum der Gewichte Vy auf 94 beziiglich \ ist

Wwi={vpp eV, (z—-Axz)"v=0n=12,.,x €9} (3.57)

Offensichtlich ist A(z) eine Linearform auf ¢. Es sei V), = {0}, falls A kein Gewicht von
¢ ist.

Theorem 3.5.2. Fulls & nilpotent, dann ldsst sich V als direkte Summe tber die
Gewichte \ von 4 schreiben,

V=> V. (3.58)
A
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Dieﬁnition 3.5.3. Sei ¥ eine Lie-Algebra, A C 9 nilpotente Subalgebra von 4 und
N ={&:x € N}, wobei & := ad,. Die Fitting-Zerlegung von & beziglich N ist
gegeben durch die direkte Summe

G=> %, (3.59)

wobei o = a(x) ein Gewicht auf A ist. a heifit Wurzel, 4, Unterraum der Wurzelvek-
toren von ¥ .

Theorem 3.5.4. Die Fitting-Zerlegung hat folgende Figenschaften:

(F1) [0 95) C Fars

(F2) %0, %] C Ya, [%0, %] C %

(F3) NV C%

Wegen (F2) ist 9,—o also Subalgebra von ¢ und jedes ¥, invariant unter %.

Definition 3.5.5. Die Fitting-Zerlegung heifst reguldr (mit N = %), falls N regu-
lare Subalgebra von & ist: Ein Element h € & heifst requldr, wenn es einen Eigenwert
0 von kleinstmdglicher Multiplizitdt auf & hat. Fir ein requldres Element h heifst A
requldr, wenn es die die gréfstmagliche Subalgebra ist, die h enthdlt.

Theorem 3.5.6. Jede Lie-Algebra hat eine requldre Fitting-Zerlequng der Form
G=NDY Y. (3.60)

Mit diesen vorbereitenden Definitionen lassen sich nun kompakte Lie- Algebren charak-
terisieren. Vor allem halb-einfache Lie-Algebren sind in diesem Zusammenhang in der
Physik von Interesse. Insbesondere gilt es, eine Basis fiir diese zu finden:

3.5.2 Cartan-Weyl-Basis

Definition 3.5.7. Sei & eine halbeinfache Lie-Algebra mit h € & requlir. Sei 7
eine maximal kommutative Subalgebra von &, die h enthdlt. Dann heiffit 7 Cartan-
Subalgebra von 4.

Theorem 3.5.8. Fulls 4 eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra ist, dann ldsst sich
die adjungierte Darstellung ady, fir alle h € 2 in einer gemeinsamen Basis von ¢
diagonalisieren.

Die Fitting-Zerlegung von & beztiglich 7, & = G + >0 %, H C %, schreibt
sich damit als

G =S G, (3.61)
a#0

denn [h, z9] = OVh € 2,29 € 9, also A = %, weil S maximal ist. « ist ein lineares
Funktional auf ¢, o € 5. Es gilt:
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(F4) Falls  # —«, dann ¢, 1L 9.
(F5) Die Killing-Form K ist nicht-singular auf (4_,,%,).
(F6) dim(9,) = dim(9-.,).

Aus (F4) und (F5) folgt auBerdem, dass ¢4, = /¢ orthogonal zu allen ¢, o und die
Killing-Form nicht-singular auf J# ist.

Wegen (F6) ist mit o auch —a existierende Wurzel. Die Menge der Wurzeln ldsst
sich also in positive und negative Wurzeln einteilen. Eine Wurzel a(h) = a1hy +
oo + @by, heifit positiv(negativ), a > 0(a < 0), wenn die erste nicht verschwindende
Komponente «a;,1 < i < m,5 = dimcH, beziiglich einer Basis hy,..., hy, posi-
tiv(negativ) ist. hy,..., Ay, sind hierbei reelle Koordinaten von h € 4. Es ist also

G = 050% Y- =3 0090, K =% und damit

G—G o HBY,. (3.62)

Eine Basis von ganz ¢ ldsst sich nun aus Elementen h € 57 und Wurzelvektoren
ea € Y,, a# 0, konstruieren und heif3t Cartan- Weyl-Basis.

Theorem 3.5.9. Sei ¥ eine halb-einfache komplexe Lie-Algebra. Ihre Cartan- Weyl-
Basis hat folgende FEigenschaften:

(C1) dim(9,,a #0) =1 Va

(C2) © = span{eq,e_qa,l€ase—al} = sl(2,C) mit eq € Gy,e—q € G0, (€ar€0) #
0. © ist dreidimensionale Unteralgebra von 4.

(C8) Fir (eq,e—q) =1 ist a(h;) = o = ([ea, e—a), hi) YVh; € F.
(C4) Die einzigen existierenden Vielfachen von a sind £a, 0. Fir a # 0 ist (o, ) # 0.

(C5) [hi,hj] =0
[6047 e—a] = Koc,—ahoz
[hia ea] = €y

=0 falls a+ B keine Wurzel
[ea,€p] = Nog€ats

# 0 falls o+ 5 Wurzel

Hierbei bezeichnen die Indizes i, j, k, ... Generatoren von €. Es ist

ha =Y a;K'h; (3.63)
2%

das zu o vermittels K assoziierte Element aus F€ .
Der Proportionalititsfaktor Nog hingt von der Normierung der Wurzelvektoren ab
und eqg ist ein Element der Cartan-Subalgebra.

Fiir die Komponenten der Killing-Form gilt wegen ((3.43)

Kaa =Y fRotSo =" fhafl + 3" fasfl S fafis + 3 Fufl;,  (3.64)
CcD 78 iB Bi ji
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wobei dabei neben 1, j, k, ... fiir Generatoren von 57 mit «, 3,7, ... Generatoren von
G| A sowie mit A, B,C,... Generatoren von ¥ bezeichnet sein sollen. Wegen (C5)
fuhrt dies auf

Ko X Sa+ag- (3.65)

Fir halbeinfache Lie-Algebren muss also mit a auch —a Wurzel sein, da sonst det K =
0, was im Widerspruch zur Halbeinfachheit steht.

Jede Wurzel « ldsst sich eindeutig mit einem Element h, € 57 identifizieren: Fiir
a € " mit Komponenten {a;} ist a; = Ko = Sp (ad(ha) © ad(h;)). In Basisschreib-
weise, ho =Y )\Z(-a)hi, ist dann
K — (@) :
i = Kai = Sp (ad(3_ ANVhi) 0 ad(hy)
= S ANYSp (ad(hi) 0 ad(hy)) = 3" ANV Ky,
also )\Z(a) =3 ;K7 was auf 1} fihrt.
Wegen ((3.65)) ist auBlerdem K, _o # 0 und det(kK;;) # 0. Daher ist das Inverse

von K wohldefiniert. Mit K i ! — K% kann nun ein Skalarprodukt auf dem Raum der
Wurzeln s#* definiert werden geméf

dimA B
a-f= > aKYp; (3.66)
ij=1
Es gilt
Kij = Zai c Q. (367)

3.5.3 Einfache Wurzeln und die Cartansche Struktur-Matrix

Theorem 3.5.10. Sei 57 C ¢4 Cartan-Subalgebra mit Rang r, das heifit dim 3 = r.
Dann gibt v die Anzahl der linear unabhdngigen Wurzeln in € an.

Theorem 3.5.11. Sei J4)" die reelle lineare Hiille des Wurzelsystems. Dann ist K
positiv definit auf 75 und (o, B) rational fir jedes Paar «, 3.

Definition 3.5.12. Sei « eine positive Wurzel. o heifst einfach, wenn sie sich nicht
als Summe zweier positiver Wurzeln schreiben ldsst.

Die Menge der einfachen Wurzeln II := {a;}i=1,. , bildet eine Basis von .7#; jede
beliebige Wurzel lasst sich damit schreiben als >°i_; m;a; mit m; € Z entweder rein
positiv oder rein negativ. Die Menge A aller nichtnegativen Wurzeln ist eindeutig durch
IT bestimmt. Insbesondere ist jede positive Wurzel entweder einfach oder die Summe
einer einfachen und einer positiven Wurzel. Ferner gilt ¢ := <(a, o) > 90° fiir zwei
einfache Wurzeln o, ;.

Auf diese Weise kann jede existierende Wurzel sukzessive konstruiert werden. Zu
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diesem Zweck ist die sogenannte Cartansche Struktur-Matriz (c;j)i1<; j<r mit Ein-

triagen c¢;; = 20;175]] € Z, o, o5 € 11 niitzlich, mit dem in (3.66) vermittels des Inversen
der Killing-Form definierten Skalarprodukt auf J#*. Die Cartansche Struktur-Matrix
beschreibt die II zugrundeliegende Geometrie, also Langen «; - o; der Wurzeln und

deren paarweise eingeschlossene Winkel,

A - o)?
(i - i) (aj - )

fir o; # oj. Die einzig moglichen stumpfen Winkel zwischen zwei einfachen Wurzeln
sind demnach 90°,120°,135°,150°. Die Geometrie des aufspannenden Systems einfa-
cher Wurzeln wird in sogenannten Dynkin-Diagrammen dargestellt. Hierbei wird
die Menge von r Wurzeln durch r Kreise mit n;; = c¢;;cj; Verbindungslinien sym-
bolisiert. Ein solches Dynkin-Diagramm mit n;; # 0 heifit zusammenhdngend und
charakterisiert eine einfache Lie-Algebra. Die Dynkin-Diagramme halb-einfacher Lie-
Algebren zerfallen entsprechend ihrer Zerlegung in zusammenhingende Diagramme
fir die jeweiligen einfachen Lie-Algebren. Halbeinfache Lie-Algebren mit identischer
Cartan-Matrix sind zueinander isomorph.

=4cos®0;; = {0,1,2,3}, (3.68)

Cijcji =

Definition 3.5.13. Fiir irgendeine Wurzel v und eine einfache Wurzel o ist mit

2 - o
A= 0 (3.69)

a; - Oy

der sogenannte Dynkin-Index definiert.

Falls «y einfach ist, entspricht der Dynkin-Index gerade (¢;1, ..., ¢ir). Die Reihen der Car-
tanschen Struktur-Matrix geben also die Dynkin-Indizes der einfachen Wurzeln an.

Ausgehend von den Dynkin-Indizes kénnen alle anderen existierenden Wurzeln kon-
struiert werden: Da es insbesondere nur eine endliche Anzahl von Wurzeln gibt, kann
jede Wurzel v als Teil eines a-Strings R, von Wurzeln aufgefasst werden,

V=M ey Yy ey Y+ DO, (3.70)

wobei m, p > 0 ganzzahlig. Seien 8 = v+ pa und f— Ma das Maximum bzw. Minimum
von R,. Man kann zeigen, dass

20 -
M= b (3.71)
oo
Damit ergibt sich
2 2a -
mtp= 220 ¥p0) 2oy (3.72)
oo oo
also ist
20 -
m—p=-"2"Teg (3.73)
oo

Jede positive Wurzel p ist gegeben durch

p= Zkiai (3.74)
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mit k; € Z nichtnegativ, a; € Il und k = Y k; Level von p. Es gilt fiir p, dass

2p 05 2% kioy
J

(673N 7S (673N 7S

Die Erzeugung einer neuen Wurzel aus p durch Addition einer einfachen Wurzel oy fiihrt
auf eine Erhohung des Levels um 1. Der Dynkin-Index der so erzeugten Wurzel ergibt
sich aus der Summe des Dynkin-Index der beiden addierten Wurzeln. Welche einfache
Wurzel auf einem bestimmten Level addiert werden kann, ergibt sich aus : Es
ist A = m — p, wobei sich mogliche m unmittelbar aus der Beschaffenheit der Wurzel
auf dem Level k ergeben. Es konnen nur einfache Wurzeln addiert werden, falls p > 0.
Auf diese Weise kénnen bei gegebenem A und m auf jedem Level & Wurzeln des Levels
k + 1 gebildet werden bis mit p < 0 das Maximum von R, erreicht ist.

3.5.4 Irreduzible A}-Darstellungen

Nach der entsprechenden Definition in Kapitel 3.3 gelten die Relationen (C5) fiir halb-
einfache Lie-Algebren auch fiir deren Darstellungen p(%):

Definition 3.5.14. Sei im Folgenden mit {H;, Eo} die auf einem Vektorraum V darge-
stellte Basis von ¢ = LH{h;, e} bezeichnet und ®* € V. Dann ist

HO® = (Z cix) ®* = M(h)®d* (3.76)

firh =3 ;cihy € ,H =5, ciH; und X} Eigenwerte von H;. M* sind lineare Funk-
tionale auf H, M® € 5€*, und heiffen Gewichte der Darstellung. ®* sind die
FEigenvektoren beziiglich der Gewichte.

Insbesondere ist ein Gewicht A auf ¢4 Gewicht einer Darstellung, wenn sein zugehoriger
Gewichtsraum V) ungleich Null ist. Weiter ist (analog (C5))

[H;, H;] =0,

3.77
{an Efa] = Ha ( )
fir Ko—a = 1.

Analog zu Kapitel 3.5.3 generieren E,, E_, von einem Gewicht M ausgehend nun
als Auf-und Absteigeoperatoren den String W, von Gewichten

A=M+pa,...M,....,M — ma. (3.78)

Vom Startpunkt A aus, dem héchsten Gewicht des Strings mit Dynkin-Index Aé\ =
20ai ypnd p = k = 0, konnen also analog dem Verfahren in 3.5.3 alle anderen Gewichte

[eZ71e 7
A= ki, Y ki =k, (3.79)

(2

erzeugt werden. Auf jedem Level k werden bei bekanntem p nun fir m; = p; + A; so
lange einfache Wurzeln «; subtrahiert bis m = 0. Die auf diese Weise durch all ihre
Gewichte charakterisierte irreduzible Darstellung von ¢ wird durch den Dynkin-Index
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von A bezeichnet. Es ist sofort ersichtlich, dass die Wurzeln in 3.5.3 nichts anderes als
die Gewichte der adjungierten Darstellung sind.
Analog zu den Wurzeln kann auch jedes Gewicht M mit

oM -
AM = 22 Z a;cji (3.80)

als Linearkombination einfacher Wurzeln geschrieben werden mit Koeffizienten {a;}:
M = Zaiaz ZAM < _1)' OZJ (381)
i

Das Skalarprodukt zweier Gewichte M, N l&sst sich also direkt iiber die Dynkin-Indizes
ausdriicken, M - N =37, ; AM(c=1),; - A;.Va(j)a(j)/z

Ist das hochste Gewicht A einer irreduziblen Darstellung bekannt, dann ldsst sich
diese weiter iber den Eigenwert ¢, des Casimir-Operator charakterisieren: Fiir eine
halbeinfache Lie-Algebra ¢, dim% = d, mit Generatoren I4, Ig, Ic, ... ist der Casimir-
Operator C' gegeben durch C' = 22321 KABJ,Ip oder, in einer Cartan-Weyl Basis,
C = le 1 KiniHj + > 00 (BaE—o+ E_oE,) /Ka,—o. Man kann nun leicht zeigen,
dass der Eigenwert cy, von C' gegeben ist durch

en = (A+20)A =3 (A} +2) (c7)yAN g - 0))/2, 5= a/2. (3.82)

a>0

Mit bekanntem cp ldsst sich die Dimension dj; des Raumes der Gewichte und weiter
die Dimension d, der irreduziblen Darstellung bestimmen (siehe dazu ausfiihrlicher
[29], [31]): Es ist

1—|—E k‘~A?O¢i'Ozi
=11

3.83
ki (6787 ( )

a>0

mit positiven Wurzeln a = ), l{:ga)a(i), einfachen Wurzeln o, Dynkin-Indizes AN und

(a)

nicht-negativen ganzen Zahlen k;

Laut lasst sich jedes Element g der zu ¢ gehorigen Lie-Gruppe G schreiben
als g = exp(tzx) fiir t € R, wobei x Erzeugende von ¢ bezeichnet. Da diese Relation
gleichermaflen fiir irreduzible p(G) und p(¥) gilt, werden meist von vornherein Darstel-
lungen betrachtet, zumal physikalische Ausgangssituationen durch die Festlegung von
Af\ und damit durch die Wahl der Darstellung konkret vorgegeben werden kénnen.
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3.6 Die Klassischen Lie-Gruppen

Es seien GL(n,K) und SL(n,K) mit K = R,C,H die Gruppe der komplexen oder
reellen n x n Matrizen mit Determinante # 0 bzw. Determinante 1. H bezeichnet hier-
bei die Algebra der Quaternionen tiiber R. E|

Die klassischen Lie-Gruppen definieren sich jeweils als Untergruppen von GL(n,K)
oder SL(n,K) mit der zusétzlichen Bedingung, dass die enthaltenden Elemente zusétz-
lich die hermitesche, quadratische oder duflere Form invariant lassen mogen:

Definition 3.6.1. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber C bzw. R, z = (21, ..., 2n) €
C" x = (x1,...,xy) € R™ Dann ist

(F'1) Hermitesche Form H
H:VxV— (Cy H(Z, Z) =: <Z, Z>H = - Z?:l ZiZi + Z?:erl ZiZi,

wobei H sesquilinear und (z,w)g = (w,2) yVz,w € V

(F2) Quadratische Form q
q: VXV =R gxz)= (v,2);=—-30_ 27+ Dt z?,
mit q bilinear, symmetrisch (antisymmetrisch) falls (z,y)q = (=)(y, x)q, alternierend
falls (z, ), =0Vz,y €V

(F3) Aupere Form s
s:VxV = A(V),s(x,2) = (2,0)s = 11 i A Tpyi

Definition 3.6.2. Es bezeichne A = (aij)1§¢7j§n eine Matriz mit Transponiertem AT
und Konjugiertem A, I, die n X n-Einheitsmatriz und

(0 I (L, 0
n= (5, 5) = (G 1) e

Dann sind mit

(3.85)

oooﬁ.l\‘

cofyo
o
£~

TN o oo

(K1) U(p,q) ={A € GL(p+¢,C)|AT 1, ,A = I,,;}

(K2) U(n) = U(0,n) = U(n,0)

(K3a) SO(n,C) ={A € SL(n,C)|ATA=1,}

(K3b) SO(p,q) = {A € SL(p+ ¢, R)|ATL, A = 1,4}

(K4a) Sp(n,F) = {A € GL(2n,F)|ATJ, A = J,} mit F = {R,C}

(K4b) Sp(p,q) = {A € Sp(p+q,C)|ATK, A}

! Piir ein ¢ € Hist ¢ = ¢°ao+¢'a1+¢*a2+¢°as mit ¢* € R, k = 1,2, 3, in einer Basis (ao,a1,a2,a3) €
R*. ¢°ao heiBt der Realteil, ¢*a1 + ¢?as + ¢®as der Imaginirteil von ¢. Die Konjugation ist gegeben
durch aop = ao,ar = —ag. Es gelten die Relationen

2 2 2 2
oGk = aRao = ag, ] = a3 = a3 = —ag, Ai = €;jkA;0k. (3.84)

H ist ein Schiefkérper mit Einselement ag und zu ¢ € H inversem Element ¢! = ﬁ, wobei |q| =

V@ +E+a+a.
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(K4c) Sp(n) = Sp(0,n) = Sp(n,0)

die klassischen (einfachen) Lie-Gruppen G gegeben.

Es lasst also SU(n,C) die hermitesche, SO(n,C) die quadratische und Sp(n,F) die
aulere Form invariant (siehe dazu sowie zu Strukturen allgemeiner Kapitel .

Sp(2n, F) heiBit symplektische Gruppe; Sp(n) ist die kompakte symplektische Gruppe,
auch bekannt als unitire symplektische Gruppe. Sie lasst die hermitesche Form auf H
invariant, Sp(n) = {A € GL(n,H)|ATA = I,,}, entspricht also der unitiren quaterni-
onischen Gruppe U (n, H).

Lemma 3.6.3. Es ist

SU(p,q) =U(p,q) N SL(p + ¢, C),
SU(n) =U(n)NSL(n,C),
Sp(n) = Sp(n,C) NU(2n),
U(n) = SO(2n) N Sp(n),
Sp(p,q) NU(2p + 2q) = Sp(p) x Sp(q),
Sp(n,R)NU(2n) = U(n).

Die zu einer klassischen Lie-Gruppe gehorige Lie-Algebra wird im Folgenden in Fraktur
bezeichnet, also zum Beispiel Lie(SU(n)) = su(n).
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Kapitel 4

Prinzipalbiindel

Prinzipalbiindel (Hauptfaserbiindel) bilden auf abstrakte Weise die Tatsache ab, dass
physikalische Messungen nicht entkoppelt von ihrem jeweiligen Bezugssystem gedacht
werden konnen. Sie stellen mit ihren sogenannten Eichtransformationen die verschiede-
nen Bezugssysteme miteinander in Relation. Der Zusammenhang eines Hauptfaserbiin-
dels ist zum Beispiel als Eichpotential aus der U(1)- Eichthorie des Elektromagnetismus
bekannt. Seine duflere Ableitung beschreibt in diesem Fall die elektromagnetische Feld-
starke. Beide Objekte existieren hier global, das heifit unabhingig von der Wahl des
Bezugssystems bzw. der Eichung, was der Ladungserhaltung Rechnung triagt. Allge-
mein, wie zum Beispiel fiir den Fall der Kernkrafte, SU(n),n > 2, muss dies nicht
so sein. Assoziierte Blindel stellen ausgehend von einem gegebenen Prinzipalbiindel
die Konstruktion eines Biindels dar, welches dieselben Ubergangsfunktionen wie das
grundlegende, jedoch von jenem verschiedene Fasern aufweist. Insbesondere im Kon-
text von Spinoren als Schnitte des sogenannten Spinorbiindels spielen assoziierte Biindel
eine wichtige Rolle.

Das folgende Kapitel soll eine Einfithrung in die Theorie der Hauptfaserbiindel
geben. Hierbei wird auch auf ihre Holonomiegruppen als Anschauung fiir die Kriim-
mung des jeweiligen Zusammenhanges eingegangen, denn Mannigfaltigkeiten spezieller
Holonomie werden im weiteren Kontext interessant sein. Das Material zu dieser Zusam-
menfassung findet sich in [30], [32], [33], [34], [35].

4.1 Definition

Definition 4.1.1. Ein Prinzipalbiindel (auch Hauptfaserbiindel) ist ein 4-Tupel
(P,m, M,G) bestehend aus einer glatten Mannigfaltigkeit P (Totalraum), einer Man-
nigfaltigkeit M (Basis), einer surjektiven Submersion  (natiirliche Projektion),

m: P — M,m(p) ==, (4.1)

und einer kompakten Lie-Gruppe G (Strukturgruppe oder Eichgruppe). Ferner sei
fiir alle g € G eine glatte und freie Rechtswirkung Ry gegeben, das heif$t ein Diffeomor-
phismus

Ry: PxG— P (p,g) —pyg (4.2)
mit

33
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(R1) p(g192) = (pg1)g2 Vp € P,Vg1,92 € G,

(R2) fir das Einselement e € G ist pe =p Vp € P,

(R3) fallspg=pVpe Pge G=g=ce.

Das Urbild von m liefert fiir jeden Punkt p € P den zugehorigen Orbit von G, das heifst
7 U(@) = 7L (x(p) = {pg : g € G}. (4.3)

Dieser Orbit heifit Faser tber .

Jede Faser ist zwar diffeomorph zu G als Mannigfaltigkeit, weist aber keine natiirliche
Gruppenstruktur auf: Die Abbildung A : G — 7 (x),g — pg, die intuitiv geeignet
scheint, 7~!(x) mit einer Gruppenstruktur auszustatten, hiingt von p ab. Somit kann
durch A kein Einselement auf der gesamten Faser ausgezeichnet und folglich keine Grup-
penstruktur iibertragen werden. Dies wird aber durch folgende Abbildung geleistet:

Definition 4.1.2. Die lokale Trivialisierung ist ein Diffeomorphismus

Ty : 7 Y (U) = U x G, (4.4)
wobei x € U C M, und
7 (w(p)) = (n(p), su(p)) = Tu(p) (4.5)
mit
sy H(U) = G, sulpg) = su(p)g ¥g € G.p e n (U). (4.6)

Diese héngt nicht mehr von p ab. Fir alle Teilmengen U, V,... C M findet man lokale
Trivialisierungen Ty7, Ty, ..., welche physikalisch gesehen eine Wahl der Eichung fir
die jeweilige Untermenge der Basis repréasentieren.

Definition 4.1.3. Jede lokale Trivialisierung definiert einen sogenannten lokalen
Schnitt

oc:U— Prmoo =1y, (4.7)

und umgekehrt. Fir U = M heifst o globaler Schnitt, Ty —y; globale Trivialisie-
rung. Fin Prinzipalbiindel mit einem solchen Th; heifit trivial. Die Menge der globalen
Schnitte wird kurz mit T'(P) bezeichnet.

Der Totalraum kann anschaulich durch das ,Verkleben“ von Produkten (U xG), (V' x
G), ... konstruiert werden. Fiir U NV # () ergibt sich unmittelbar die Forderung nach
einer Vorschrift fiir den Wechsel zwischen zwei verschiedenen Eichwahlen, anschaulich
fiir die Anderung des Bezugssystems. Dies leistet die sogenannte Ubergangsfunktion
guv:
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Definition 4.1.4. Angenommen, es seien mit

Ty :n ' (U) - UxG (4.8)
und

Ty :m Y (V) =V xG (4.9)

zwet lokale Trivialisierungen fiir zwei Faserstringe diber U bzw. V gegeben, wobei U
und V nicht disjunkt. Fiir x € U UV ist eine Ubersetzungsvorschrift fiir die Eichwahl
gegeben durch

guv(z) = su(p)sv(p)~". (4.10)

Diese gilt global fiir die gesamte Faser (da unabhéingig von p € 7~!(z)). Ferner gilt
(U1) guu(y) =eVy €U,
(02) guv(y) =guv(y) ' VyeUnV,

(U3) guv(m)gvw W)gwu(y) =eVye UNV NW.

Allein aus Ubergangsfunktionen, die (i)-(iii) geniigen, kann das Biindel konstruiert wer-
den.

4.2 Beispiele

Beispiel 4.2.1 (Hopf-Faserung). Betrachte das G-Biindel (P, m, M) mit P = 5% =
{(wy,we) : w2 +w3 =1}, G =U(1)={ae€C:|a| =1} und M = 5% := CU <.
Die Rechtswirkung von G auf P sei gegeben durch (wi,w2)a = (wy, w2)a. Sei ferner =
definiert durch 7 : S — S2, (wy, ws) % Da mit o7 und oo,

. 2 00 3 o1lz) := z 1

o1: 57\ oo} = 57 o(z) <\/1+\z|2’¢1+yz|2>’
o 3 |2| |2

02+ S0} = 5%, oa(2) = <\/1+|z|2’2\/1+!z|2>7

wobei z € C\{0} und sa(o0) := (1,0), zwei lokale Schnitte existieren, existiert auch
eine lokale Trivialisierung. Folglich ist (83,7, S?) ein U(1)-Prinzipalbiindel.

Beispiel 4.2.2 (Reperbiindel). Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und L, M :=
{u € Hom(R", T, M) : u ist invertierbar} eine Basis fiir T,, M. Das G-Biindel (L(M), 7, M),
G = GL(n,R), mit L(M) := Uyeprr L, M, der Projektion m,

m: L(M)— M,

o) — L (4.11)
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und der freien Rechtswirkung R4 mit A € GL(n,R)

Ry:L(M)xG— G,

(4.12)
(u,A) =uo Aju € L(M),

heifit Reperbiindel. Es definiert
s(z) = Dgo;(lx) : TpR* =R" — T, M (4.13)

fiir eine Karte ¢ : U — Q von M einen Schnitt von L(M). Die dazu korrespondierende
Trivialisierung bestimmt einen differenzierbaren Atlas auf L(M).

Beispiel 4.2.3 (SO(n)-Reperbiindel). Sei (M, (,)) eine orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Durch die Menge SO (M) der positiv orientierten Orthonormalbasen aller
T M,

SO(M) :={u e L(M) : (u(e;), u(ej)) = 0i5, (u(ei,...,en)) positiv orientiert}, (4.14)
(

ist eine Untermannigfaltigkeit von M gegeben. Eine SO(n)-Wirkung wird durch die
Einschrankung von L(M) x GL(n,R) — L(M) auf SO(M) x SO(n) — SO(M) bereit-
gestellt. Damit heifit (SO(M), mso(nr), M, SO(n)) das SO(n)-Reperbiindel.

Beispiel 4.2.4 (Quotientenraum). Sei G eine Lie-Gruppe und H C G abgeschlossene
Untergruppe. Der Quotientenraum G\ H ist definiert als Raum der Nebenklassen,

G\H :={gH} mit gH = {gh : h € H}. Dann ist (G, 7, G\H, H) ein H-Prinzipalbiindel
mit Projektion m, 7 : G — G\H, 7(g) := gH, und einer freien Rechtswirkung von H
auf GG, die durch die Gruppenmultiplikation in G gegeben ist. Insbesondere lédsst sich
zum Beispiel die Hopf-Faserung als Quotientenraum auffassen, denn sie ist isomorph

zu (SU(2),m, SU(2)/U(1)) [34.

4.3 Zusammenhinge in Prinzipalbiindeln

4.3.1 Definition eines Zusammenhanges

Die Notwendigkeit eines Vergleichs zweier infinitesimaler Orbits eines Prinzipalbiindels,
das heifit die Beantwortung der Frage, welcher Punkt p in der Faser iiber x dem Punkt
p’ in der Faser iiber x’ entspricht, fithrt auf den Begriff des Zusammmenhanges.
Dieser lasst sich von unterschiedlichen Standpunkten aus definieren, von denen drei im
Folgenden angegeben werden. Dabei sei wieder m : P — M ein Prinzipalbiindel mit
Gruppe G. Folgende Definitionen sind &quivalent:

Geometrische Definition nach Ehresmann. Ein Zusammenhang ist eine glatte
Distribution, die jedem Punkt p € P den Horizontalraum H, als Unterraum seines
entsprechenden Tangentialraumes 7}, P zuordnet. Letzterer lasst sich dann als direkte
Summe schreiben,

T,P = H, &V, (4.15)
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wobei V, = {X € T,P : n,(X) = 0} der Vertikalraum ist. Die Horizontalrdume an
verschiedenen Punkten derselben Faser hingen zusammen geméf

Ry« (Hp) = Hpg, 9 € G. (4.16)

Definition als ¢-wertige 1-Form. Es sei ¢ die Lie-Algebra von G, A € ¢, A das
Fundamentalfeld||mit A, = % | 1—oP exp(tA) und Ad die adjungierte Darstellung von
G wie in (3.38). Ein Zusammenhang w ist eine ¥-wertige 1-Form auf P, w € A} (P,9),
so dass

w(4,) = A, (4.17)

Riw = Ad(g"w (4.18)
fir X e T,P,g € G,p € P.

% (P), der Raum der Zusammenhénge, bildet einen affinen Unterraum von A'(P,¥),

dessen zugehoriger Vektorraum A!(P, Ad) der Raum der Ad-tensoriellen 1-Formen

ist [34]: Fiir eine allgemeine Darstellung p : G — GL(V') auf einem Vektorraum V heifit

A € C®(P,V) p-tensoriell genau dann, wenn \(pg) = p(¢g~H)A(p) Vp € P,g € G ist.
n € AF(P, V) heiBt p-tensoriell, wenn

Rin=p(g~")n (4.19)
und
n(X1,...,X;) = 0 fiir ein p € P, X; € T, P vertikal (4.20)

gilt. Bs ist A¥(P, p) := {n € A¥(P,V) : 5y ist p — tensoriell}. Ferner gilt das folgende
Theorem 4.3.1. Es existiert ein kanonischer Isomorphismus A¥(M, Px,V) — A¥(P, p).

Hierbei bezeichnet P x, V' das vermittels der Darstellung p zu P assoziierte Vektor-
biindel, siche dazu ausfiihrlich Abschnitt Theorem wird sich insbesondere
bei der Herleitung der Euler-Langrange-Gleichungen aus dem Yang-Mills-Funktional
in Kapitel [7] als niitzlich erweisen.

Physikalische Definition. Ein Zusammenhang ordnet jeder Wahl der Eichung lokal
auf U C M (lokale Trivialisierung, Ty : 7~ 1(U) — U x G) eine Y-wertige 1-Form wyy
auf U zu. Fiir eine andere Eichwahl T}, und Ubergangsfunktion gy ist fiir zwei lokale
Zusammenhéange auf U bzw. V, wy bzw. wy, und Y, € T, M,z € U NV, folgende
Transformationsvorschrift gegeben:

(e (90V(Ya)) + Mg, ()1 (wr (Yz)) (4.21)

Fiir Matrixgruppen ldsst sich dies schreiben als

wV(YZE) =L!

guv

wv = gyy dguv + guywuguv- (4.22)

Eine lokale Zusammenhangs-1-Form wy wird auch als Fichpotential bezeichnet.

! Analog dem Sachverhalt, dass jedes vollstindige Vektorfeld X € ¥(P) auf einer Mannigfaltigkeit
P vermittels ® : R x P — P eine R-Wirkung auf P definiert, erzeugt das Fundamentalfeld A € X(P)
vermittels ® : 4 — X(P) eine G-Wirkung auf P [34].
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4.3.2 Kriimmung eines Zusammenhanges

Definition 4.3.2. Sei w € AYP,¥9) ein Zusammenhang, X € T,P,X = XV +
X 7, (XV) =0 und w(XH) = 0. Dann definiert die dufere kovariante Ableitung

F¥=D%w € A*(P,9), D*w = (dw)", (4.23)

die Kriimmung des Zusammenhangs w. Hierbei ist (dw)™ (X1, Xo) =
dw(XH, X3, Analog der Bezeichnung, w sei das Fichpotential, wird F* Feldstdrke
genannt.

GemaB (4.18)) ist die Feldstiarke eine Ad-tensorielle 2-Form auf P. Fiir diese gelten
die Strukturgleichung,

1
F¥ =dw+ i[w,w], (4.24)
und die Bianchi-Identitdt (homogene Feldgleichung),
dF® = [F*,w]. (4.25)

Aus der Struktur-Gleichung folgt sofort fiir Matrixgruppen
F* = dw + wAw. (4.26)

4.4 Parallelverschiebung und Holonomie

Definition 4.4.1. Sei (P,m, M, G) ein Prinzipalbiindel mit T,P = V,® H,, X, € T, M,
X! € T,P mit p € m7'(b) und m.(X}) = X;. X}, heifit Lift von X, an p. X} heifft
horizontaler Lift, wenn Xé € Hp.

Theorem 4.4.2. Ein horizontaler Lift ist durch die Angabe des gelifteten Vektors an
etnem Punkt der Faser eindeutig bestimmt- er ist rechtsinvariant, das heifst Xll)g =

Rgup(X).

Definition 4.4.3. Sei v : [0,1] — M eine stickweise glatte Kurve mit v(0) = by und
(1) = by. Vermittels der sogenannten Parallelverschiebung 7., konnen nun Fasern
verschiedener Basispunkte entlang v ineinander uberfihrt werden:

7y i H(bo) — 7 (by)

Po > P1, (4.27)
po €7(0), p1 € 4(1), mit
A0,1] = P
moql =1 (4.28)
und
mont =7, 4(t) € Hyg (4.29)

das heifit, 4* ist horizontaler Lift zu 7.
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Mit 4 ist auch Ryo 4! ein horizontaler Lift. Die Parallelverschiebung ist eine Bijektion
und geniigt 7, o Ry = R, o 7. Sie héngt nicht von der Parametrisierung von v ab,
sondern nur vom Aufpunkt pg.

Speziell iiber die Menge der geschlossenen Kurven lasst sich die sogenannte Holonomie
erkléren:

Definition 4.4.4. Se:
b, B) = {7:[0,1] = B glatt, 4(0) = (1) = b}/_ (4.30)

der Quotientenraum der geschlossenen Kurven am Basispunkt b mit der Aquivalenzre-
lation

B ~ ~ < 3 Diffeomorphismus h : [0,1] — [0, 1],
so dass h(0) =0, h(1) =1, vy=foh. (4.31)

b) eine Bijektion, dann ist

(
T(®) = p - h([7],p)
mit h([y],- ) 7 (b) = G,
h([v,pg) = 9~ ' h([7], )g- (4.32)

h([v],p) heifst Holonomie des Punktes p bzgl. [7].

Sei nun [y] € Q(b, B) und 7 : 7 1(b) — 7!
1

i

Die Holonomie gibt das Lie-Gruppen-Element an, welches die Parallelverschiebung eines
Faserpunktes in einen anderen derselben Faser entlang einer geschlossenen Kurve mit
Basispunkt b vermittelt. Letztere soll dabei nur iiber ihre zugehérige Aquivalenzklasse
vorgegeben sein.

Definition 4.4.5. Die Untergruppe
Hol(p) :={h(lW],p): W] € QOb,B)} € G (4.33)

heifst die Holonomiegruppe von (P,w) inp € P

Die Holonomiegruppe ist selbst wieder eine Lie-Gruppe. Sie wird deswegen beziiglich
des Zusammenhangs w bezeichnet, weil dieser gerade die kovariante Ableitung an-
gibt. Charakteristischerweise verschwindet diese, beziiglich der zeitlichen Anderung der
Kurve 7, 4(t), genommen, fiir die Parallelverschiebung. Falls B zusammenhéngend ist,
dann sind die Holonomiegruppen in verschiedenen Punkten b € B zueinander iso-
morph. Ferner gilt wegen h([y],pg) = g~ h([],p)g, dass Hol(pg) = g~ 1Hol(p)g, das
heiflt, Holonomiegruppen verschiedener Punkte derselben Faser sind konjugiert.

Anschaulich kann die Holonomie mit der Kriimmung der Basis B > b folgender-
mafen assoziiert werden: Seien X,Y € STy (B) am Punkt b vertauschende Vektorfelder,
[X,Y], = 0, und X', Y deren horizontale Lifts in 7= (U), wobei U € B eine offene
Umgebung von b ist. Es ist dann

0= [X, Y]y = [ (X)), m(YH)]p = m (XL, Y1],).
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Wegen [X!, Y], € V,, C T,P und T,P = H, & V,, X = XH + v*(X) = XH 1 V¢ mit
¢ €9, existiert ¢ € 9, so dass [X!, Y], = VZDC # 0. Weiter ist
wp(‘/pc) =(= wp([le Yl]p)
= — (Aw(X", Y1) + [wp(X")p, wp(V}])
= —Q, (X}, Y}, (4.34)

Das aus X,Y aufgespannte Parallelogramm auf der Basis wird demnach unter einem
horizontalen Lift ,, gedffnet”, weist dann also eine nicht-triviale infinitesimale Holonomie
auf, die durch die Komponenten des Kriimmungstensors 2 gegeben ist. Der Begriff der
Holonomie ermoglicht folglich eine geometrische Interpretation der Krimmung eines
Hauptfaserbiindels dhnlich der anschaulichen Verbindung von Kriimmungstensor und
Paralleltransport auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

4.5 Assoziierte Biindel

4.5.1 Definition

Definition 4.5.1. Sei (P, 7, M, G) ein Prinzipalbiindel und wirke G zusdtzlich auf einer
Mannigfaltigkeit N von links. Gemeinsam mit einer Rechtswirkung Ry auf P X N,

Ry;: PxN — P xN, (4.35)
(p.2) = (p,2)g := (pg, 9™ "2), (4.36)
erméglicht dies die Einteilung von P x N in Aquivalenzklassen [p, z], womit
PxgN={[p,z]: (p,z) € Px N} (4.37)
als Quotientenraum augefasst werden kann, in dem

(p1,22) ~ (P2, 22) < Fg € G : (p1,21)9 = (P2, 22). (4.38)

Ist Ty = (m,I3) : w1 (U) = U x G, T¢ : 7 Y(U) — G, eine lokale Trivialisierung von
P, so definiert

Ty 47YU) = U x N, Tu((p, 2]) = (x(p), TE(0)2), (4.39)
eine lokale Trivialisierung von P Xg N, wobei
7:PxgN — M, 7 (p,z]) :==7m(p), (4.40)

eine Projektionsabbildung ist. Im Gegensatz zu den Fasern des Biindels P sind die
Fasern des zu P assoziierten Biindels nicht diffeomorph zu G, sondern zu N. Man sagt,
durch (PxgN, 7, M) ist das zu P vermittels G assoziierte Biindel mit Fasertyp
N gegeben.

Eine Faserung, deren Fasern endlichdimensionale Vektorrdume sind, heif3t Vektor-
biindel und ist ein Tripel (E, 7, M) mit zwei Mannigfaltigkeiten E, M und einer Pro-
jektionssabbildung 7 : E — M. Die lokale Trivialisierung 7y ist hier gegeben durch
den Diffeomorphismus

T=(T"7%):7'(U) - U xK, K=R oder C, (4.41)



4.5. ASSOZIIERTE BUNDEL 41

wobei T = Tr-1(y) und T]%y : By — K" fiir alle y € U K-linear ist. Man sagt, durch
(E, 7, M) ist eine lokal triviale Faserung iiber M vom Typ K gegeben.

Es lasst sich nun zu einem Prinzipalbiindel (P, 7, M,G) ein Vektorbiindel P x, V'
vermittels einer Darstellung p assoziieren, wobei V ein K-Vektorraum ist,

p:G— GL(V), (4.42)
p(9192) = p(91)p(g2) V91,92 € G, (4.43)

und die Linkswirkung durch G auf V' durch gv = p(g)v,v € V gegeben sein soll. Auf
den Fasern von P x, V lésst sich eine K-Vektorraumstruktur definieren durch

[p, v] + [p, w] = [p,v + w]
alp,v] = [p,av] a € K.

Es gilt 72([p, v]) = p(T2(p))v, folglich ist T?

(Px,V)s (P x, V) — V linear.

4.5.2 Beispiele

Beispiel 4.5.2 (Tangentialbiindel). Sei (T'M, 7, M) das Tangentialbiindel einer Man-
nigfaltigkeit M. Mit dem Reper-Biuindel (L(M), 7w, M) und der Darstellung p : GL(R,n) —
GL(R") kann dann TM=L(M)x ,R™ als die zu L(M) assoziierte Faserung mit Fasertyp
R™ aufgefasst werden.

Beispiel 4.5.3 (Spinor-Biindel). Die Definition des Spinor-Biindels erfordert zunéachst
die Einfithrung des Begriffs der Spin-Struktur (Pspin (M), () mit Spin-Gruppe Spin,
welche sich iiber die Clifford-Algebra CI(V,q) definieren lésst E| Die Mdoglichkeit der
Ausstattung eines Blndels mit einer Spin-Struktur erlaubt die dortige Existenz von
Spinoren, ist aber aufgrund eventueller topologischer Einschrdnkungen nicht auf be-
liebigen Mannigfaltigkeiten moglich (fiir eine ausfiihrliche Darstellung auch des folgen-
den groben Abrisses iiber Spinorbiindel siehe [30]).

Sei E ein orientiertes relles n-dimensionales Riemannsches Vektorbiindel iiber ei-
ner Mannigfaltigkeit M und Fso(E) dessen SO(n)-Rahmenbiindel. Fir n > 3 existiert
mit dem Homomorphismus (j eine universelle Uberlagerung, (o : Spin(n) — SO(n) mit
kern (o = {—1,1} = Zy ﬂ Eine Spin-Struktur auf E ist ein Spin(n)-Biindel Pgyy, (M)
mit der doppelten Uberlagerung ¢ : Psyin(E) — Fso(E) so, dass ((pg) = ¢(p)¢o(g) fiir

2Sei V Vektorraum iiber einem kommutativen Feld K und eine quadratische Form g. Die Clifford-
Algebra ist definiert als CI(V,q) = F(V)/Tq(V), wobei .7 (V) = >"7° ' ®@"V. (V) ist das von allen
Elementen der Form v ® v + q(V)1 fiir alle v € V erzeugte Ideal in 7. Es ist durch Cl*(V,q) = {p €
Cl(V,q) : alp) = (=1)%p} der Eigenraum von « definiert mit dem Automorphismus o : CI(V,q) —
ClU(V,q) mit a(v) = —v, o® = id.

3Bs ist CI*(V,q) = {p € CI(V,q) : 3o~ ' mit o~ '¢ = pp~' = 1} die multiplikative Gruppe der
Einheiten in der Clifford-Algebra. C1”(V, q) enthélt alle Elemente v € V mit g(v) # 0. Weiter ist mit
P(V, q) die Untergruppe von CI*(V, q) bezeichnet, die von Elementen v € V' mit g(v) = 0 erzeugt wird
und mit Pin(V,q) die Untergruppe von CI%(V,q), die von Elementen v € V mit g(v) = %1 erzeugt
wird. Damit ist Spin(V,q) definiert als Spin(V,q) = Pin(V,q) N CI1°(V, q)
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P € Pspin(E) und g € Spin(n). Eine Spin-Mannigfaltigkeit ist eine orientierte Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit einer Spin-Struktur auf ihrem Tangentialbiindel.

Mit diesen vorbereitenden Definitionen ist das Spinorbiindel S(F) nun definiert als
das assoziierte Biindel

S(E) = Pspin(E) x, M. (4.44)

Hierbei ist p : Spin(n) — SO(M) die durch Linksmultiplikation mit Elementen aus
Spin(n) C CI°(R") gegebene Darstellung und M das Linksmodul fiir CI%(R").
Ein Spinor ist definiert als ein Schnitt im Spinorbiindel.

4.6 Homogene Biindel

Definition 4.6.1. Fin homogener Raum ist eine Mannigfaltigkeit M zusammen mit
etner transitiven G-Wirkung.

Sei M geschlossen und G kompakt. Fiir H C G abgeschlossen, kann der homogene
Raum (M, G) als Faktorraum (G/H, G) aufgefasst werden. Im Folgenden sei H = {g €
G : gx = z} fiir ein festes € M der Stabilisator von G. Seien ferner mit ¢ und 7
die Lie-Algebren von G bzw. H bezeichnet und sei .# C ¥ so, dass ¥ = .# & . Man
kann zeigen, dass H abgeschlossen ist. Weiter gilt folgendes

Theorem 4.6.2. (G, 7, M) ist zusammen mit der H-Rechtsmultiplikation auf G ein
H -Prinzipalbiindel.

Definition 4.6.3. Ein Hauptfaserbindel (P,m, M, K) heifst homogenes Biindel, wenn
G auf P von links wirkt mit

9(pk) = (gp)k (4.45)
m(gp) = g7 (p) (4.46)
firp e Pk € K,g € G. Man sagt genauer, dass (P, 7, M, K) ein G-homogenes Biindel

15t.

Betrachte nun mit P, := G x, K das vermittels des Lie-Algebren-Homomorphismus
p: H — G assoziierte Biindel vom Fasertyp K. Es ist [g,k] € P, mit [gh, p(h™1)k] =
l9,k]. K definiert eine Rechtswirkung auf P, durch [g,k]k1 = [g,kki1], k1 € K. Die
Projektion 7, : P, — M sei gegeben durch

mp(lg, h]) = 7(g) = gx. (4.47)

Damit ist (P,,7,, M, K) ein Hauptfaserbiindel. Auf dessen Totalraum kann eine G-
Linkswirkung definiert werden geméfl

919, h] == [g19, h] (4.48)

fir g1 € G. Damit ist (P,, 7,, M, K) ein G-homogenes Hauptfaserbiindel. Es lasst sich
zeigen, dass jedes homogene K-Prinzipalbiindel von dieser Form ist ([34]).



Kapitel 5

Strukturen auf Prinzipalbiindeln

Die Definition von Strukturen ermoglicht es, Mannigfaltigkeiten mit besonderen geo-
metrischen Eigenschaften auszustatten. Exakter gefasst, ist die Existenz einer geome-
trischen Struktur der Tatsache dquivalent, dass die Strukturgruppe des Reperbiindels
L(M) iiber der betrachteten Mannigfaltigkeit M auf eine charakteristische Untermenge
von GL(n) eingeschrankt werden kann. Die auf diese Weise definierten G-Strukturen
beschreiben spezielle Geometrien (Riemannsche, komplexe, symplektische, Kontakt-,...)
insofern, als dass sie deren lokale Symmetrien angeben und auf diese Weise den ,ver-
schwommenen* Begriff der geometrischen Struktur prézisieren.

Strukturen sind immer von Faststrukturen induziert. Die Gegenrichtung muss nicht,
kann aber gelten. Dies ist der Fall, wenn die Faststruktur eine sogenannte Integrabili-
tiatsbedingung erfiillt. Man sagt dann, die Faststruktur sei mit der Struktur vertréglich.

Das folgende Kapitel mit Material aus [32], [37], [38], [39], [40], [41], [42] gibt einen
groben Uberblick iiber verschiedene Arten von Strukturen und deren Eigenschaften, die
im weiteren Verlauf niitzlich sein werden. Insbesondere Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten
nehmen als besondere Klasse von Kéhler-Mannigfaltigkeiten eine bedeutende Rolle in
Zusammenhang mit Stringkompaktifizierungen ein.

5.1 G-Strukturen

Wie bereits einleitend erwéhnt, sind Strukturen auf Mannigfaltigkeiten M Faststruk-
turen zusammen mit einer bestimmten Integrabilitdtsbedingung. Der Begriff der Struk-
tur wird hierbei in dem Sinne verstanden, dass durch die Definition spezieller Ten-
sorfelder die Geometrie der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit entsprechend modi-
fiziert wird. Alternativ lassen sich Strukturen als Einschrankung der Strukturgruppe
eines Prinzipalbiindels auffassen. Dazu bezeichnen im Folgenden P := (P, 7wp, M) und
Q = (Q,mq, N) ein G-Hauptfaserbiindel tiber M bzw. ein H-Hauptfaserbiindel tiber
N.

Definition 5.1.1. Fin Hauptfaserbiindel-Homomorphismus ist ein Paar (F, A),
bestehend aus einer glatten Abbildung f : Q — P und einem Lie-Gruppen-Homomor-

phismus X\ : H — G, so dass fiir alle ¢ € Q, h € H gilt F(qh) = F(q))\(h). Es existiert
daher eine glatte Abbildung F': N — M mit F' = ©p o Fo 77{21. Falls N = M und
F = idy, heiffit Q Reduktion von P auf H oder auch reduziertes Unterbiindel

43



44 KAPITEL 5. STRUKTUREN AUF PRINZIPALBUNDELN

von P.

Proposition 5.1.2. P kann genau dann auf ein H-Unterbiindel reduziert werden, wenn
es eine offene Uberdeckung {U,} von M derart gibt, dass die Ubergangsfunktionen gus
ausschlieflich Werte in H annehmen.

Die Moglichkeit einer Reduktion der Strukturgruppe von P ist von den topologischen
Eigenschaften des zu P assoziierten Biindels E abhédngig. Man kann zeigen, dass die
Existenz eines reduzierten Unterbiindels mit der eines Schnittes in E korrespondiert:

Theorem 5.1.3. P ldsst sich genau dann auf ein H-Unterbiindel einschrinken, wenn
das zu P assoziierte Bindel E = P xg G/H die Existenz eines Schnitts o : E — M
zuldsst.

Im Fall des Rahmenbiindels L(M) mit Strukturgruppe GL(n,R) wird die Reduktion
auf G C GL(n,R) inbesondere als G-Struktur bezeichnet. Die nun auf dem zu L(M)
assoziierten Vektorbiindel F existierenden Schnitte kénnen Tensorfelder definieren,
welche E mit entsprechenden (geometrischen) Strukturen versehen. Man sagt dann,
die G-Struktur sei durch einen Tensor definiert. Dies versteht sich folgendermaflen: Sei
J (R™) > Ty die Tensoralgebra iiber R™ und G C GL(n,R) die grofite abgeschlossene
Untergruppe, die Ty invariant ldsst. Laut Beispiel kann jedes Element u € L(M)
als Bild des Isomorphismus u : R™ — T,y M aufgefasst werden. Hierbei ist u(e;) = X;
wobei {ey, ..., e, } die Standardbasis des R™ bezeichnet. Durch u wird nun ein Tensor-
Algebra-Isomorphismus wu, induziert, u. : 7 (R") — F (T, M). Dann ist T' = u.Tp
ein Schnitt im Biindel der Tensor-Algebra .7 (M). Falls Ty € TT M, so ist T' ein Schnitt
in T7 M. Da Ty laut Annahme G-invariant ist, definiert es auch einen Schnitt in dem
zu L(M) assoziierten Biindel L(M)/G. In diesem Sinne ist P eine durch T definierte
G-Struktur.

Die Abschnitte[5.2] [5.3|und 5.4 néhern sich der Definition von Strukturen im Speziellen
von dieser ,,geometrischen” Perspektive, indem die Strukturen selbst mit den entsprechen-
den implizierten Tensoren identifiziert werden. In diesem Zusammenhang wird zwischen
Faststrukturen und Strukturen unterschieden werden. Letztere erfiillen eine sogenannte
Integrabilitdtsbedingung. Der Begriff dieser ist im Kontext mit G-Strukturen, definiert
als Einschriankung eines Reperbiindels, wie folgt zu verstehen:

Definition 5.1.4. Eine G-Struktur auf M, G C GL(n,R), heifit integrabel, wenn fir
jeden Punkt in M lokale Koordinaten {(U;x)} so existieren, dass der lokale Schnitt

( 0 .., 2 ) von L(M) auch ein lokaler Schnitt des reduzierten Biindels (P, 7, M,Q)

Bzl D™
18t.

Die Frage, ob eine G-Struktur integrabel ist oder nicht, héngt (wie auch jene, ob eine
solche iiberhaupt existiert) von topologischen Gegebenheiten des betrachteten Haupt-
faserbiindels ab. Beispielsweise ist jede GL(n,R)-Struktur auf M integrabel. Falls M
kompakt ist, so existiert nur dann eine integrable O(n)-Struktur, wenn M sich durch
einen Torus iiberdecken ldsst. Im Allgemeinen gilt Folgendes:
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Proposition 5.1.5. Fine G-Struktur ist genau dann integrabel, wenn ein Atlas

(a)
{(Ua; 2N} existiert, so dass (Z%) € G fiir alle x € U, C Ug.

Y
Von dem Standpunkt aus, dass G-Strukturen als von Tensoren definiert gedacht
werden konnen, erklért sich Integrabilitdt wie folgt:

Proposition 5.1.6. Sei P eine durch einen Tensor Ty definierte G-Struktur. P ist
genau dann integrabel, wenn ein Atlas {(Uy; ') Yaer auf M existiert, so dass T = u, Ty
konstante Komponenten auf jedem U, hat.

Ist w der Zusammenhang einer durch einen Tensor T definierten G-Struktur P,
so ist T beziglich w kovariant konstant, V¥T = 0. Neben dem Zusammenhang w
mit Krimmung Dw = Q existiert im Speziellen auf dem Rahmenbiindel L(M) eine
kanonische 1-Form 0 mit D = ©. © wird Torsions-2-Form genannt. Sie geniigt
der Strukturgleichung bzw. der Bianchi-Identitét

d)+wAf =0, (5.1)
QA0 = DO.

0 kann vermittels des Vektorraum-Isomorphismus u aus definiert werden,
0(X) =u'mX, (5.3)

mit X € T,L(M). 0 lasst sich auf ein Unterbiindel von L(M) einschréanken und ist
dann die kanonische 1-Form dieser G-Struktur. Es gilt

R0 =a"10 (5.4)

fir a € G C GL(n,R).
Man kann nun zeigen, dass jede integrable G-Struktur einen torsionsfreien Zusam-
menhang besitzt.

Anhand folgender Beispiele soll verdeutlicht werden, wie verschiedene Einschrénk-
ungen der Strukturgruppe des Rahmenbiindels L(M) die Existenz typischer Tensor-
felder implizieren und auf diese Weise besondere Geometrien auf M definieren:

Beispiel 5.1.7 (Riemannsche Metrik). Betrachte das orthonormale Rahmenbiindel mit
G =0(n,R)={A € GL(n,R|A*A = 1,,}. Dieser Einschréinkung entspricht ein Schnitt
im assoziierten Biindel £ = L(M) X gr,(,r) GL(n,R)/O(n,R) = L(M)/O(n,R). Dieser
ist gerade eine Riemannsche Metrik auf M, denn g,(X,Y) = (¢ !X, u~1Y) mit u €
L(M) ist entlang der Fasern von O(M) konstant, guq(X,Y) = gu(X,Y), a € O(n,R).
L(M)/O(n,R) kann daher mit dem Unterbiindel des Vektorbiindels symmetrischer
kovarianter 2-Tensoren auf M indentifiziert werden.

Beispiel 5.1.8 (Fastkomplexe Struktur). Eine komplexe Struktur J, vgl. Abschnitt
kann als glatter Schnitt in End(TM) mit J? = —id aufgefasst werden. Mit dem
Isomorphismus u und der kanonischen komplexen Struktur Jy auf R?” kann ein solcher
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Schnitt durch J, = uJou~! definiert werden. Jp ist ein Schnitt in £ = L(M)/GL(n,C),
dessen Existenz jedoch von topologischen Gegebenheiten von M abhéngt.

Beispiel 5.1.9 (Fast-Hermitesche Struktur). Fir die Einschrankung auf G = U(n) =
GL(n,C,n)NO(2n) ist eine fast-Hermitesche Struktur auf M eine fastkomplexe Struk-
tur J zusammen mit einer Riemannschen Metrik ¢ so, dass g(JX,JY) = ¢(X,Y), vgl.
Abschnitt (.3

Sei (M, J,g) eine fast-Hermitesche Struktur mit offener Uberdeckung {U,} von M.
Seien mit {X;, X;«} und {X;, X;«} lokale orthonormale Basen von U, bzw. Uz gegeben,
wobei durch {X;, X;«} = {X1, ..., Xy, J X1, ..., JX,,} die sogenannte J-Basis erklart sei.
Beziiglich dieser Basis ist J gegeben als

0 -1
(), .

Die beiden Koordinatendarstellungen eines Vektors X € T, M mit m € U, NUg trans-
formieren sich nun komponentenweise mithilfe der Ubergangsfunktion (vgl. Kapitel ,

(X) = (é g) (X),
—_———

€0(2n)

wobei A, B,C, D n x n Matrizen sind. Eine kurze Rechnung zeigt, dass (é g) und

I 0 g pl € U(n) ist. Fiir eine gegebene fast-
Hermitesche Struktur ist also die Strukturgruppe auf U(n) reduzierbar. Umgekehrt
lasst sich fiir ein gegebenes M mit auf U(n) reduzierter Strukturgruppe ein globales
Tensorfeld .J so definieren, dass J2 = —I. Eine Reduktion der Strukturgruppe auf U(n)
geht also mit der Existenz einer fast-Hermiteschen Struktur einher.

(O _I> kommutieren und dass somit B

Beispiel 5.1.10 (Fastkontaktstruktur). Sei {M,®,&,n, g} eine Fastkontaktstruktur
mit kompatibler Metrik g (siche dazu Kapitel [6]), dimM = 2n + 1 und {U,} eine
offene Uberdeckung mit lokaler orthonormaler Basis {X;, X;+,£}. Hierbei ist X; das
zu £ orthogonale Einheitsvektorfeld und X;« = ®X; Einheitsvektorfeld orthogonal zu
X; und §. Durch Wahl eines zu X;, X7 und § orthogonalen Einheitsvektorfeldes X7, ;
konstruiert sich dann sukzessive die gesamte sogenannte ®-Basis. Beziiglich dieser ist
® gegeben iiber

0 —I 0

I 0 O0f. (5.6)
0 0 0

Analog dem vorherigen Beispiel lésst sich zeigen, dass dann die Strukturgruppe von M
auf U(n) x 1 reduzierbar ist. Ist umgekehrt eine Fast-Kontaktstruktur iiber Reduktion
der Strukturgruppe auf U(n) x 1 gegeben, lassen sich Strukturen ®,&,n definieren
mit ®2 = —I + 7 ® & sowie (¢) = 1. Die Reduktion der Strukturgruppe fithrt also
unmittelbar auf die Existenz einer Fastkontaktstruktur.
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Die folgenden Abschnitte widmen sich dem (in der Literatur géngigen) , geome-
trischen“ Zugang zu G-Strukturen, indem diese von vornherein als (Tupel) charakte-
ristische(r) Tensorfelder mit bestimmten Eigenschaften und Relationen untereinander
definiert werden. Insbeondere die Riemannsche Metrik g und die komplexe Struktur
J ermoglichen die Einfiihrung der sogenannten Fast-/nearly Kéhlerﬂ Struktur, welche
symplektische und Hermitesche Struktur in sich vereint.

5.2 (Fast-)Komplexe Strukturen

Definition 5.2.1. Fine komplexe Mannigfaltigkeit M mit dimcM = m bzw.
dimg M = 2m ist ein toplogischer Raum mit einer Menge von Tupeln {(U;, i)}, wobei
{U;} offene, M tiberdeckende Teilmengen sind und p; : U; — U C C™ Homdomorphis-
men. Kartenwechsel ¥ ;; = p; ogpi_1 mit U;NU; # 0 sind holomorph, das heif$t fir die
beiden Karten (U;, ;) und (Uj,pj),p € Ui NU; und p;i(p) =: 2* = a* + iy, ¢;(p) =:
w¥ = u” +iv” sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ou”  ov¥ Ou¥ v

fir 1 < p,v <m erfillt.

Die grundlegenden differentialgeometrischen Objekte der vorherigen Kapitel lassen
sich nun komplexifizieren. Betrachte dazu eine 2m-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit
M mit Tangentialraum im Punkt p € M, T, M. Eine Koordinatenbasis von T, M ist
gegeben durch (%,..., azim? Biyl"’”(?;yim) mit ihrem Dual (dx!,...,dz™;dy?, ..., dz™).
Durch komplexe Kombination erhélt man die beziiglich dieser rellen Basis komplexi-
fizierten Basen fiir T, M C bzw. T,M +«C

5.8
S IR I B >
Ozt~ Ozk 2 | 9zr OyH
bzw.
dzt = dz¥ + idy"
- .y (5.9)
dz" .= dz" — idy".
Eine komplexe Mannigfaltigkeit mit dim¢c = m kann immer als differenzierbare
Mannigfaltigkeit mit komplexifierter Riemannscher Metrik g aufgefasst werden,
9p(Z, W) = gp(X,U) = gp(Y, V) +i[gp(X, V) + g(Y, U)] (5.10)

'Um Missversténdnisse/Verwechslungen aufgrund der Mehrdeutigkeit der Ubersetzung zu vermei-
den, wird im Folgenden auf die deutsche Bezeichnung von ,nearly* verzichtet, zudem ,fast* als Begriff
bereits fest besetzt ist. Eine Ubersetzung mit ,beinahe“ scheint in der deutschen Literatur nicht iiblich.
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fir X +4Y,W =U+1iV € T,M C. Beziiglich sind ihre Komponenten durch

o ®) = 3 (50 75 ) = ),
100 = 9 (50 725 ) = 9,
9w (P) = gp (3;> ai) = Gur(p),
977 (p) = 9p (8;7 an> = Guu(p) (5.11)

gegeben.

Komplexe Strukturen auf Mannigfaltigkeiten werden immer von einer sogenann-
ten fastkomplexen Struktur induziert, welche die Integrabilitatsbedingung erfillt (vgl.

Abschnitt :

Definition 5.2.2. Eine fastkompleze Struktur J = J) a‘zy ® dzt € ST}H(M) ist ein
Tensorfeld

Jp : TyM© — T,M, J) = —idy, e (5.12)
Es ist
Jpa‘zu = ia;, J,,azu = —z‘a;, (5.13)
und damit
J, = idz" ® % —idz" ® a%‘ (5.14)

J zerlegt den Tangentialraum 7, M € in die direkte Summe des beziiglich J positiven
und negativen Eigenraums und charakterisiert somit die Menge der Vektoren Z € T),M c
als (anti-)holomorphe Vektoren Z*(Z7),

C —
T,M*=T,M*" & T,M",

5.15
Z2=07"4+27 (5.15)
mit
I TEI R VN (5.16)
pMm =2 =2 g €Ml = , :

wobei dimcT),M + = %dim@M . (Umgekehrt ist durch eine Zerlegung von T, M C eine
fastkomplexe Struktur definiert.) Man schreibt auch T,M* > Z* := P*Z mit der
Projektion

= %(IQm Fidy), (5.17)

J,P*Z = +iP*7Z. (5.18)

P:t
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Durch eine solche Zerlegung lassen sich bereits bekannte Objekte wie Vektorfelder,
Formen und duflere Ableitungen im komplexen Fall von neuer Perspektive her definieren:
Der Raum der Vektorfelder STy (M)® > Z kann mithilfe von J zerlegt werden, STy (M)©
= STy (M)" & ST§(M)~. Im Raum QI=""5(M)C der komplezen g-Formen w =
¢+ in,¢,n € QUM) wird durch J eine spezielle Menge von Formen ausgezeichnet,
die sogenannten (r,s)-Formen. wéﬂrs) ist dabei so definiert, dass es nur dann nicht
verschwindet, wenn von den auswertenden q Argumenten die ersten r Stiick aus T, M

und die restlichen s Stiick aus 7, M~ stammen. In einer Basis (5.9) ist

1
w = ﬁwm,,_#hyl,m,ysdz’“ A ANdZRT N2 A dZPe (5.19)
rls!

Es ist Q1(M)® = @

1 ss (M) mit dimgpd(M)C = <2m> .

q

Die dufSere Ableitung d einer (r,s)-Form w lisst sich in Dolbeault-Operatoren
0, 0 zerlegen,

d=0+0 (5.20)

91 Qs (M) — QL (M),

9 - Q"5 (M) — QT’S—H(M) (5.21)

Eine (r,0)-Form w heit holomorphe r-Form, wenn dw = 0.

Definition 5.2.3. Eine Mannigfaltigkeit M mit einer fastkomplexen Struktur J heif§t
fastkomplex, wenn J allein diber[5.13 bestimmit ist.

In diesem Falle ist die Projektion gegeben durch P* := %(idTp MF Z'Jp).

Bemerkung 5.2.4. Eine komplexe Mannigfaltigkeit ist immer fastkomplex, die Um-
kehrung ist nicht richtig. Allgemein lassen sich auf fastkomplexen Mannigfaltigkeiten
in jeden Punkt p Koordinaten wahlen. Fiir eine komplexe Struktur braucht es jedoch
einen holomorphen Atlas, der sich aus den lokalen holomorphen Koordinaten fir J
zusammensetzt, welche jeweils auf Umgebungen U C M mit p € U definiert sind. Es
ist aber nicht grundsétzlich so, dass die jeweils punktweise gewahlten Koordinaten auch
welche fiir ganze Umgebungen von p sind.

Definition 5.2.5. Der Nijenhuis-Tensor N ist gegeben durch

N : STE(M) x STH(M) — ST} (M), < 99
N(X,Y):=[X, Y]+ J[JX, Y]+ JX,JY] - [JX,JY]. (5.22)

Theorem 5.2.6. Eine fastkomplexe Mannigfaltigkeit (M, J) ist genau dann komplez,
wenn J der sogenannten Integrabilitdtsbedingung geniigt, das heifst wenn
N(X,Y) =0 fir X,Y € ST}(M). J heifit dann integrabel.
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Eine (fast)komplexe Struktur (M, .J) zusammen mit einer auf M definierten Rie-
mannschen Metrik ¢ erlaubt eine Verallgemeinerung des Begriffs der Riemannschen
Mannigfaltigkeit auf den komplexen Fall:

5.3 (Fast-)Hermitesche Strukturen

Definition 5.3.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit M mit (fast)komplexer Struktur J und
Riemannscher Metrik g. (M, g) heifit (fast-)Hermitesch, wenn J g invariant lisst,
also gp(JpX, JpY) = ¢,(X,Y) VXY € T,(M), p € M, das heifit, wenn J, in jedem
Punkt p € M eine Isometrie von T,,(M) definiert. g heifit dann Hermitesche Metrik.

Wegen ist
I =0 = guw (5.23)
beziiglich einer Basis 5.9 Damit schreibt sich

g = gupdz" ® dz" + gp,dz" @ dz". (5.24)

Beziiglich einer Hermiteschen Metrik g sind Vektoren X € T,,M orthogonal zu J, X,
gp(JpX,X) = 0, salopp gesprochen wird also X durch Multiplikation mit +7 um 90
Grad gedreht. Hermitesche Mannigfaltigkeiten bilden das komplexe Pendant zu Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten. Analog der (fast)komplexen Struktur spricht man vom
3-Tupel (M, J, g) als (fast-)Hermitesche Struktur.

Die Einfithrung einer zusétzlichen symplektischen Struktur auf (fast-)Hermiteschen
Mannigfaltigkeiten fithrt auf den Begriff der

5.4 (Fast-, Nearly) Kahler-Strukturen

Durch die sogenannte fundamentale 2-Form Q € STY(M) (auch kosymplektische Struk-
tur genannt) konnen hermitesche Mannigfaltigkeiten mit einer zusétzlichen Struktur
ausgestattet werden:

Definition 5.4.1. Die fundamentale 2-Form (kosymplektische Struktur) () ist
gegeben durch

Qp(X,Y) = gp(p X, Y, (5.25)
QX,Y) =-Q(Y, X), (5.26)
Q(JX,JY) = Q(X,Y) (5.27)
fir X,Y € T,M.
In einer Basis (5.9) ist
Q =iguwpdz" A dz” oder auch Q = —J,pdz" A dz” (5.28)

mit J,p = —igup-
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Definition 5.4.2. Fine fast-Hermitesche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit

o fast-Kahler, falls dQ) = 0. Q wird dann Kahler-Form und g fast-Kdahler-
Metrik genannt.

e nearly Kdahler, falls (VxJ)X = 0 fir Vektorfelder X auf M.

o Kahler genau dann, wenn J integrabel ist, VJ = 0.

Bemerkung 5.4.3. Aufgrund der Geschlossenheit der Kéhler-Form und der Tatsache,
dass diese nicht ausgeartet ist, handelt es sich bei 2 um eine symplektische Form.
(Fast-) Kéhler Mannigfaltigkeiten sind also immer auch symplektische Mannigfaltig-
keiten. Jede Kéhler-Mannigfaltigkeit ist auch nearly Kéhler. Fiir Beispiele von Kéhler-
Mannigfaltigkeiten siehe [37] und dortige Verweise.

Die Tatsache, dass die komplexe Struktur auf K&hler-Mannigfaltigkeiten parallel
beziiglich des Levi-Civita-Zusammenhanges ist, erlaubt eine dquivalente Definition von
Kahler-Mannigfaltigkeiten tiber eine Einschriankung der Holonomiegruppe:

Theorem 5.4.4. FEine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit M der Di-
mension 2n ist genau dann Kdahler, wenn $ol(M) C U(n).

Ist M zusétzlich Ricci-flach, dann gilt das folgende

Theorem 5.4.5. Eine zusammenhdngende Ricci-flache Riemannsche Mannigfaltigkeit
M der Dimension 2n ist genau dann Kdhler, wenn $ol(M) C SU(n).

M heifit dann Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit. Fiir den Fall, dass dimg (M) = 4k, ist
$Hol(M) C Sp(2k) € SU(n) und M heifit Hyperkéhler.
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Kapitel 6

Von (Fast-)Kontaktstrukturen zu
Sasaki-Mannigfaltigkeiten

Sei M eine (2n+1)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Kontaktstrukturen sind als spezielle
1-Formen auf M definiert und implizieren eine Reihe von weiteren Objekten und Struk-
turen. Es bezeichne © das durch den Kern der lokalen Kontaktform erzeugte Unterbiin-
del von TM und C(M) den Kegel tiber M, wobei dim © = 2n und dim C(M) = 2n+2.
M kann nun in folgendem Kontext als auf natiirliche Weise zwischen ©® und C(M)
angesiedelt gedacht werden: Eine Kontaktform n auf M bedingt die Existenz einer
symplektischen Struktur auf sowohl © als auch dem Kegel. Unter bestimmten Voraus-
setzungen ist 1 kompatibel mit einer Fastkontaktform, welche ihrerseits die Existenz
einer fastkomplexen Struktur auf ® und C(M) induziert. Auf diese Weise stellen die
Kontakt- und Fastkontaktform das Analogon zu symplektischer bzw. fastkomplexer
Struktur in ungerade Dimensionen dar. In einer Sasaki-Struktur werden diese beiden
Strukturen miteinander kombiniert und M heifit dann Sasaki-Mannigfaltigkeit. Sasaki-
Mannigfaltigkeiten stellen in gewisser Weise das Analogon zu Kéhler-Mannigfaltigkeiten
in ungeraden Dimensionen dar.

Sasaki(-Einstein)-Mannigfaltigkeiten nehmen im Rahmen der Stringtheorie einen
wichtigen Platz ein, insbesondere in Bezug auf eine Uberpriifung der AdS/CFT Kor-
respondenz. 3-Sasaki-Mannigfaltigkeiten stellen eine 2-Sphére hypkerkomplexer Struk-
turen bereit und bilden somit einen quaternionischen Spezialfall von Sasaki-Mannig-
faltigkeiten. Insbesondere bei der Klassifikation von Mannigfaltigkeiten mit Killing-
Spinoren kommt (3-)Sasaki-Mannigfaltigkeiten eine bedeutende Rolle zu: So ldsst sich
zeigen, dass der Fall eines existierenden Spinors eine Sasaki-Einstein-Struktur der zu-
grundeliegenden Mannigfaltigkeit impliziert, wihrend die Existenz dreier solcher Spi-
noren in Korrelation mit einer 3-Sasaki-Struktur steht. Die durch reele Killing-Spinoren
auf einfach zusammenhéngenden Spin-Mannigfaltigkeiten M induzierte Existenz eines
parallelen Killing-Spinors auf dem Kegel (C(M), g) geht unmittelbar mit dessen Hyper-
kéhler-Struktur einher, woraus die 3-Sasaki-Eigenschaft von M folgt. Auf diese Weise
lassen sich Mannigfaltigkeiten mit Killing-Spinoren erfolgreich klassifizieren, sieche auch
Abschnitt 8.8

Das in diesem Kapitel zusamengetragene Material stammt aus [18], [41], [43], [44],
[45], [46].
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6.1 Kontaktstrukturen

Definition 6.1.1. Sei M eine (2n+ 1) dimensionale Mannigfaltigkeit. Fine Kontakt-
struktur auf M ist eine Aquivalenzklasse von 1-Formen 7,

n A (dn)" # 0, (6.1)

derart, dass
) := {n e Q" M)| 0 ~n o' =} (6.2)

mit einer nirgends verschwindenden Funktion f auf]%ﬂ. 1-Formenn, die gentigen,
heifien Kontaktformen. Ein Diffeomorphismus ® : U — V mit U,V C R*"*1 heifst
Kontakttransformation, wenn

o' = fn. (6.3)

Nach Darboux [47] lisst sich jede Kontaktform o auf R?"*! > U in Koordinaten
(T1, ey Tn} Y1, -, Yn; 2) schreiben als a = dz — Y, y;dx;. Uber den Pullback mit einer
Kontakttransformation ist « lokal durch o; = ®;a gegeben; ©; := ker o; sind dann
(lokale) Fasern eines 2n-dimensionalen Unterbiindels © des Tangentialbtindels 7M. ©
wird auch Kontaktdistribution genannt. Es definiert seinerseits eine Kontaktstruktur
genau dann, wenn o; A (do;)™ # 0, wenn also auch lokal gilt.

Definition 6.1.2. Ist ® orientiert, dann heifst M ko-orientiert.

Im Fall einer ko-orientieren Kontaktmannigfaltigkeit (M, n) definiert (D, dn) ein sym-
plektisches Unterbiindel von T'M.

Zu jeder strengen Kontaktstruktur lasst sich ein kanonisches Vektorfeld assoziieren,
das zu einer charakteristischen Zerlegung von T'M fiihrt:

Definition 6.1.3. Sei (M,n) eine strenge Kontaktmannigfaltigkeit. Dann ist durch n
ein Vektorfeld & eindeutig festgelegt mit

77(5) =1, dn(gv ) = 0. (6'4)

1 heiit Reeb- Vektorfeld und wird auch charakteristisches Vektorfeld genannt.
Es definiert eine eindimensionale charakteristische Foliation . auf (M,n). TM lésst
sich damit zerlegen geméf

TM =9 & Le, (6.5)

wobei L¢ das triviale Linienbiindel bestehend aus Vektoren senkrecht zu den Blattern
von Z¢ bezeichnet.

Im Folgenden sei, wenn nicht explizit anders vermerkt, stets f = 1. Die Kontaktstruktur heifit dann
strenge Kontaktstruktur.
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6.2 Fastkontaktstrukturen

Durch jede Kontaktstruktur ist ein charakteristisches Vektorfeld eindeutig bestimmt.
Die zusétzliche Einfiihrung eines speziellen Endomorphismus auf T'M ermoglicht die
Ausstattung von M mit einer Fastkontaktstruktur:

Definition 6.2.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fine Fastkontakt-
struktur ist ein Tripel (€,m,®) bestehend aus einem Tensorfeld ® € STL(M), einem
Vektorfeld & und einer 1-Form n so, dass

nE)=1 Pod=-1+E@. (6.6)

M heifit dann Fastkontaktmannigfaltigkeit.

Korollar 6.2.1.1. Eine Fastkontaktmannigfaltigkeit ist immer von ungerader Dimen-
siton und es gilt o & =0 und no ® = 0.

Wie auch im Fall von Kontaktstrukturen, erzeugt das charakteristische Vektorfeld &
ein eindimensionales Unterbiindel L¢ von T'M, zu dem sich eine eindimensionale cha-
rakteristische Foliation .7¢ assoziieren lasst. Auf dem Unterbiindel ® = ker 7 existiert
eine fastkomplexe Struktur J = ®|p. Das Tangentialbtindel lasst sich folglich zerlegen
gemafl TM ~ D @ L.

Bemerkung 6.2.2. Der Grofteil der gingigen Literatur definiert Fastkontaktstruk-
turen wie in als Einschrinkung der Strukturgruppe des Reperbiindels auf
G = U(n) x 1. Streng genommen ist dies so nicht korrekt EI und gilt nur unter be-
stimmten einschriankenden Voraussetzungen (vgl. [40]): Eine (2n + 1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit hat genau dann eine Fastkontaktstruktur, wenn ihre Strukturgruppe
auf G = U(n) X Zg X Zo reduziert werden kann. Ist M zusétzlich orientierbar, so
ist G = U(n) x Zy. Die Strukturgruppe kann weiter genau dann auf G = U(n) x 1
eingeschrankt werden, wenn ® orientierbar ist. Ist M eine Kontaktmannigfaltigkeit,
dann gilt G = U(n) x Zz und die Moglichkeit der weiteren Einschrénkung der Struk-
turgruppe hiangt neben der Orientierbarkeit von M auch von deren Dimension ab. Im
Allgemeinen ist eine Fastkontaktstruktur korrekt als Einschrankung auf

G = {(f 2) mit A € CSp(m,R), b € GL(1,R), c € MLZ"} (6.7)

definiert. Auf diese Weise wird ® als Unterbiindel von T'M mit konformer symplekti-
scher Struktur ausgezeichnet.

6.3 (Fast-)Kontaktstrukturen mit kompatibler Metrik

Definition 6.3.1. Sei M eine (strenge) Fastkontaktmannigfaltigkeit. Eine Riemannsche
Metrik g ist mit der Fastkontaktstruktur kompatibel, wenn

9(®X, ®Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y) (6.8)

“Dies stellt allerdings nur dann ein Problem dar, wenn das durch die Kontaktstruktur induzierte
Kontakt-Linienbiindel nichttrivial ist- ein Fall, der in der Regel im Vorfeld ausgeschlossen wird.
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fiir Vektorfelder X, Y auf M. M heifit dann Fastkontaktmannigfaltigkeit mit kom-
patibler Metrik.

Betrachte nun eine Kontaktmannigfaltigkeit (M, 7). Das Bindel (9D, dn) ist dann ein
symplektisches Unterbiindel von T'M. Man kann eine fastkomplexe Struktur J auf ©
so definieren, dass sie mit der symplektischen Form dn vertrdglich ist, das heifit so,
dass dn(JX,JY) = dn(X,Y) fir X,Y € X(M) und dn(JX,X) > 0 fiir alle X # 0.
Durch die Forderung ®£ = 0 ldsst sich J dann zu einem Endomorphismus auf ganz
TM erweitern, was auf

dn(®X, DY) = dp(X,Y), X,Y € X(M), dn(®X,X)>0YX#0  (6.9)
fithrt. (§,7n, ®) definiert dann eine Fastkontaktstruktur auf M.

Definition 6.3.2. Sei (M,n) eine Kontaktmannigfaltigkeit und (&,n', ®) eine Fastkon-
taktstruktur. (&,7', ®) heifit mit der Kontaktstruktur vertraglich, wenn n' = n gilt,
& das Reeb-Vektorfeld ist und ® gentigt. Eine (strenge) Kontaktmannigfaltigkeit
zusammen mit einer metrikkompatiblen (strengen) Fastkontaktstruktur (&,m,®,g) so,
dass g(X,®Y) = dn(X,Y), heifit Kontaktstruktur mit kompatibler Metrik. M
wird dann Kontaktmannigfaltigkeit mit kompatibler Metrik genannt. Ist zusditz-
lich Zeg =0, dann heifit (&,n,®,g) K-Kontaktstruktur.

Jede kompatible Fastkontaktstruktur ist eindeutig durch ® bestimmt, das, wie oben
erldutert, seinerseits iiber die fastkomplexe Struktur J auf © bestimmt ist. Es lasst
sich damit zeigen, dass im Fall einer strengen Kontaktmannigfaltigkeit (M, n) eine 1:1-
Korrespondenz zwischen kompatiblen fastkomplexen Strukturen J auf dem symplek-
tischen Unterbiindel (D, dn) und kompatiblen Fastkontaktstrukturen (£, 7, ®) existiert.

6.4 Sasaki- und 3-Sasaki-Strukturen

6.4.1 Sasaki-Strukturen

Sei im Folgenden C(M) := M xR* der Kegel iiber einer Fastkontaktmannigfaltigkeit M
und ¢ € RT. Auf diesem ldsst sich eine komplexe Struktur folgendermafen definieren:
Sei (X, f %) ein Vektorfeld auf C(M), wobei X tangentialer Vektor an M und f €
C>(C(M)) ist. Eine komplexe Struktur J ist dann gegeben durch

J (X,fi) = (CDX — fg,n(X)jt> , Jr=—1. (6.10)

Bemerkung 6.4.1. Es existiert eine 1:1-Korrespondenz zwischen (&, 7, ®) auf M und
induzierter fastkomplexer Struktur auf C(M). Hat M ferner eine mit der Fastkontakt-
struktur vertragliche Riemannsche Metrik g, dann wird eine 1:1-Korrespondenz zwi-
schen metrikvertréglicher Fastkontaktstruktur auf M und fast-Hermitescher Struktur
auf C'(M) induziert.

Definition 6.4.2. FEine Fastkontaktstruktur (§,n,®) heifst normal, wenn ihre korres-
pondierende fastkomplexe Struktur J auf C'(M) integrabel ist. Eine normale metrikver-
tragliche Kontaktstruktur (£,m,®,g) auf M heifit Sasaki-Struktur. M wird dann
Sasaki-Mannigfaltigkeit genannt.
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Die Integrabilitdt von J bedeutet das Verschwinden des Nijenhuis-Tensors (5.22)); fiir
allgemeine (1,1)-Tensorfelder @ lésst sich dieser definieren als

No(X,Y) = [0X,®Y] 4+ ®%[X,Y] — B[X,dY] — B[BX,Y]. (6.11)

Damit kann die Integrabilitdtsbedingung fiir eine fastkomplexe Struktur und damit die
Normalitdtsbedingung fiir eine Fastkontaktstruktur folgendermaflen formuliert werden:

Definition 6.4.3. Fine Fastkontaktstruktur (&,n,®) auf M ist genau dann normal,
wenn [@,P](X,Y) + 2dn(X,Y )¢ = 0.

Es lasst sich zeigen, dass eine 1-Form 7 auf M genau dann eine strenge Kontakstruk-
tur definiert, wenn die durch sie induzierte 2-Form d(#?n) eine symplektische Struktur
auf C (M) ist. Ferner existiert eine 1:1-Korrespondenz zwischen (&£, 7, ®,g) auf M und
der fast-Kihler Struktur (g, d(t?n), I) auf C(M). Alternativ zur Normalititsbedingung
fiir metrikvertragliche Fastkontaktstrukturen lassen sich Sasaki-Strukturen auf M des-
halb auch iiber den Kegel erkléren:

Definition 6.4.4. Eine metrikkombatible Fastkontaktmannigfaltigkeit (M, &, n, ®, g) mit
dim M = 2n + 1 heifit Sasaki-Mannigfaltigkeit, falls der Kegel C(M) Kdhler ist, das
heifit, wenn $Hol(g) C U(n + 1).

Folgende Aussagen sind dieser Definition dquivalent:

(1) Es existiert ein Killing-Vektorfeld ¢ mit Linge 1 auf M so, dass ® € ST\ (M),
®(X) = Vx¢, die Bedingung

(Vx®)(Y) = g(&,Y)X — g(X,Y)E VX, Y € X(M) (6.12)
erfiillt.
(2) Es existiert ein Killing-Vektorfeld £ mit Lange 1 auf M so, dass

R(X, Y = g(&,Y)X — g(X,Y)E VX, Y € X(M). (6.13)

Als Beispiele fiir Sasaki-Mannigfaltigkeiten sind insbesondere zu nennen
o Sphiren S?"*! mit Kegel C(M) = C*™*+2/{0}

o (RZ™F1 g nf) mit n = %dz — %Zyidxi und Riemannscher Metrik ¢ = n® n +
1 2 (da? + dy?)

o U(1)-Prinzipalbiindel iiber Kéhler Mannigfaltigkeiten

Ein Spezialfall von Sasaki Mannigfaltigkeiten sind Sasaki-Einstein-Mannigfal-
tigkeiten: Auf diesen ist zusatzlich Ric, = cg fiir eine Konstante c erfiillt und es ist
¢ = 2n. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Kegelmetrik g Ricci-flach, das heifit, wenn
der Kegel Calabi-Yau ist. Es ist $ol(g) C SU(n+1). Weiter lasst sich zeigen, dass jede
einfach zusammenhéngende Sasaki-Finstein-Mannigfaltigkeit eine Spin-Struktur trégt.
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Bemerkung 6.4.5. Auf (2n+1)-dimensionalen Sasaki-Einstein-Mannigfaltigkeiten ex-
istieren in einer lokalen Orthonormalbasis {e!,e%}, a = 2,..,2n + 1, eine 1-, 2-, 3- und
4-Form derart, dass [20]

1
n=e, w=eB+eP 4.+ P=prw, Q= §w/\w (6.14)

mit dn = 2w und dP = 4Q. Ferner ist d x w = 2n x 7 sowie d * Q = (2n — 2) % P.
@ ist die mit der G-Struktur assoziierte Casimir 4-Form, siehe dazu auch [20]. Wie
in Kapitel erldutert werden wird, lassen sich 7, w, P, ) auf Mannigfaltigkeiten mit
reellen Killing-Spinoren auch iiber Killing-Spinoren konstruieren. Man erhilt so eine
kanonische 3-Form P’ sowie kanonische 4-Form @', die abhidngig von der M zugrun-
deliegenden Struktur mit P bzw. @ {ibereinstimmen oder nicht. So gilt beispielsweise
Q = Q', P = P’ auf Sasaki-Einstein-Mannigfaltigkeiten, nicht jedoch im Fall von 3-
Sasaki-Mannigfaltigkeiten.

Der Begriff der Sasaki-Struktur ldsst sich auf verschiedenen Wegen aus dem der
metrikkombatiblen Fastkontaktstruktur gewinnen. Dies ist vergleichbar mit dem Fall
einer fast-Hermiteschen Struktur und der Frage, wann diese K&hler wird: Entweder
kann dies durch Erfiillen der Bedingungen [J, J] = 0 und d€2 = 0 erreicht werden oder
aber direkt durch die Forderung, J moge beziiglich des Levi-Civita-Zusammenhanges
parallel sein, V.J = 0 (vgl. Kapitel [5.4)).

Definition 6.4.6. FEine Fastkontaktmannigfaltigkeit heifst Trans-Sasaki, wenn Funk-
tionen a, 5 € C® so existieren, dass

(Vx @)Y =a(g(X,Y){ —n(Y)X) (6.15)
+ B(g(®X,Y)E —n(Y)®X) VX, Y € STa(M). (6.16)
Fiir (o, 8) = (,0) mit o # 1(a = 1) heifit M «-Sasaki(Sasaki). Fir (a, ) = (0,0)

mit B # 1(B = 1) heifit M [-Kenmotsu(Kenmotsu). Falls (o, 3) = (0,0), nennt
man M kosymplektisch.

Definition 6.4.7. Sei (M, £, n, ®, g) eine metrikkompatible Fastkontaktmannigfaltigkeit.
Sie heifit

o Sasaki, falls N =0 und dn = ®.
o «- Sasaki, falls N =0 und dn = ad.

o kosymplektisch, falls N =0 und d® =0, dn = 0.

6.4.2 3-Sasaki-Strukturen

3-Sasaki-Strukturen auf einer Mannigfaltigkeit M stellen insofern eine ,Erweiterung*
von Sasaki-Strukturen dar, als dass statt einer nun drei normale metrikkombatible
Kontaktstrukturen definiert sind.

Definition 6.4.8. Eine Fastkontakt-3-Struktur auf M, dimM = 2n+1, besteht aus
3 Tupeln (&, m:, ®;), i = 1,2,3, mit
i :(I)io(l)j —T]j®€i = _(I)jcl)i+77i®£j

(6.17)
=05 = —P;&, g =nioP;=-n0®;
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Jede der Fastkontaktstrukturen induziert nun jeweils eine fastkomplexe Struktur J;
auf dem Kegel C'(M) mit Jy, = J;J; = —J;J;. Folglich weist der Kegel eine fastquaterni-
onische Struktur auf und es gilt dim C' (M) = 4n. Folglich ist dim M = 4n+3. Man kann
zeigen, dass sich zu Fastkontakt-3-Strukturen immer eine kompatible Riemannsche
Metrik finden lasst und damit (&;, n;, ®;) zu einer metrikkompatiblen Fastkontakt-3-
Struktur (&, n;, ®;,g) wird. Eine normale Kontakt-3-Struktur auf M heifit 3-Sasaki-
Struktur und M 3-Sasaki-Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 6.4.9. Auf (4n+ 3)-dimensionalen 3-Sasaki-Mannigfaltigkeiten existieren
in einer lokalen Orthonormalbasis {e*} mit {A} = {a,a} 3 1-Formen n®, 3 2-Formen
w®, eine 3-Form P und 4-Form Q, a = 1,2, 3, derart, dass [20]

1 1 1 645 4 e67 4 m€4n4n+1 + e4n+24n+37

’,’] = e , w =

?72 _ 62, w2 — 646 _ 657 + ...€4n4n+2 + e4n+14n+3,

,’73 _ 63, wS — 647 + 656 + ‘..e4n4n+3 + e4n+14n+3’ (6.18)
1 1 1

P:*123 Zn® A oz’ = 2w A wC.
3T g AT, @=wt Aw

mit dn® = eamnﬁ ANT + 2w und dw® = 25a57nﬁ AwY.

Wie auch im Fall von Sasaki-Strukturen lassen sich 3-Sasaki-Mannigfaltigkeiten iiber
ihren Kegel definieren:

Definition 6.4.10. Sei (M™,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. (M™, g) heifit 3-
Sasaki- Mannigfaltigkeit mit dimrM = m genau dann, wenn fir die Kegelmetrik g
gilt $o1(g) C Sp(™H) mit m = 4n+3, n > 1. Der Kegel (C(M), g) = (Ry x M, dt>+t2g)
ist damit Hyperkdhler.

Da jede Hyperkédhler-Mannigfaltigkeit Ricci-flach ist, folgt, dass jede 3-Sasaki-
Mannigfaltigkeit Einstein ist mit A = 2(2n + 1). Man kann zeigen, dass die Struktur-
gruppe einer 3-Sasaki-Mannigfaltigkeit sich auf Sp(n) x Is reduzieren lésst, wobei I3 die
3 x 3-Einheitsmatrix bezeichnet, und weiter, dass jede 3-Sasaki-Mannigfaltigkeit eine
Spin-Mannigfaltigkeit ist.

Beispiele fiir 3-Sasaki (homogene) Mannigfaltigkeiten sind

Sp(n+l ~ qan+3 Sp(nt+l ~ 4n+3
Sp) 0 Spmxzs © L

SU(m) SO(k)
S(U(m—2)xU(1))’ SO(k—4)xSp(1)

Go Fy FEg Er Eg
Sp(1)’ Sp(3)’ SU(6)’ Spin(12)’ Er
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Kapitel 7

Yang-Mills-Theorie

Betrachte das G-Hauptfaserbiindel (P, 7, M) iiber dem Minkowskiraum (M, g) mit
nichtabelscher Strukturgruppe G. Sei w eine Zusammenhangs-1-Form auf P und oy C
M — P ein lokaler Schnitt. Dann ist der auf die Basis zuriickgezogene Zusammenhang,
das Vektorpotential, gegeben durch wy = oj;w = —igAy mit Kopplungskonstante q.
Damit ist die Feldstarke Fy = —dAy. Fir oy : V. C M — P gilt aber (vgl. Abschnitt
Fy # Fy, da F lokal von der Wahl der Eichung abhéngt und im Gegensatz zum
Fall mit abelscher Gruppe nicht linear in w ist. Yang-Mills-Theorien beschreiben solche
nichtabelschen Eichtheorien. Sie bringen unter Verwendung der nun eichkovarianten
Ableitung (und damit Gewéhrleistung lokaler Eichinvarianz des Lagrangian) aus der
Wirkung S = S[A] ~ [ trEFj F?*vol™ gegeniiber den Maxwell-Gleichungen modifizierte
Bewegungsgleichungen fiir elektrisches und magnetisches Feld hervor (fiir n = 4): Es
ist jetzt Fjp = 0; A — 0k A; —iq[A;, Ag]. (Fiir eine ausfiihrliche Gegeniiberstellung von
Maxwell- und Yang-Mills-Theorie siehe [27].)

Fir G = SU(2) xU(1) und G = SU(3) lassen sich tiber den Yang-Mills-Formalismus
Eichtheorien fiir elektroschwache bzw. starke Wechselwirkung beschreiben, wie es im
Standardmodell der Elementarteilchen geschieht.

Dieses Kapitel liefert angelehnt an [34] wichtige Definitionen. Insbesondere die Be-
griffe des (eichinvarianten) Yang-Mills-Zusammenhanges/Funktionals und der Yang-
Mills-Gleichung bilden wichtige Grundlagen fiir das sich anschlieBende Kapitel.

7.1 Yang-Mills-Zusammenhinge und die Yang-Mills-
Gleichung

Proposition 7.1.1. Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie(G) = % . Fin Skalarprodukt heifst
Ad-invariant, wenn gilt (Ad(g)x, Ad(g)y) = (x,y) V g € G,x,y € 4. Ist auferdem G
kompakt, so ist die Existenz eines Ad-invarianten Skalarproduktes auf G garantiert.

Sei im Folgenden durch (P, 7, M) ein G-Prinzipalbiindel gegeben, wobei G kom-
pakt und zusammenhéngend. M sei eine geschlossene orientierte m-dimensionale Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit Volumenform dM, dM, = e'A...Ae™ in einer zur positiv
orientierten Orthonormalbasis {E1, ..., E;,} von T, M dualen Basis {e, ..., e™}. Weiter
sei (, ) ein Ad-invariantes Skalarprodukt auf ¢ und Ad P = P X 44% das zu P assozi-
ierte Vektorbiindel. Definiere auf diesem eine Fasermetrik durch ([p, z], [p,y]) = (y,v)-
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Seien auflerdem Paarungen

(a1, ) € AF(M) x A¥(M) — (o, ) € C®M, (7.1)
(m,m2) € A¥(M, Ad P) x A*(M, Ad P) — (m1,m2) € C*°(M) (7.2)
so definiert, dass
(a1, az)(z) == > By, ... Ey)aa(Ei, . By,
1<i1 <...<ip<mn
(m,m2)(x) == Z m(Eiy, ..., By )n2(Eiy, ..., Ei).

1<i1<..<ip<m

Fiir n1,m2 € A¥(M,Ad P),n = & ® ay,m2 = & @ ag mit £1,& € T(Ad P), a1, a0 €
AR(M), ist

(&1 ®a1,& ® az) = (&1, &) (o, az) (7.3)
Desweiteren sei ||| = (n,n) € C* fiir n € A¥(M, Ad P).

Definition 7.1.2. Das Yang-Mills- Funktional YM ist eine Abbildung
YM:€¢(P)—R,
Y M (w) :/ |1F||2dM.
M

wobei F¥ € A%(P, Ad). Falls

d
=Y M(w+ )],y = 0 (7.5)

fiir alle 77 € AY(P, Ad), heifit w Yang-Mills-Zusammenhang. Man sagt dann, w sei
kritischer Punkt von Y M.

Bemerkung 7.1.3. In Definition wurde die Korrespondenz von A?(P, Ad) > i
und A%(M, Ad P) > n aus Theorem benutzt.

Falls F* = 0, so heifit w flacher Zusammenhang. In flachen Zusammenhéngen hat
Y M ein globales Minimum, denn es gilt Y M > 0. Also ist jeder flache Zusammenhang
ein Yang-Mills-Zusammenhang.

Sei nun eine weitere Paarung definiert durch

(n,0) € AF(M, Ad P) x A (M, Ad P) — (n A6) € AFTH(M),

1 7.6
(A O) (w1, s V1) = > sgno ((Ve(1)s - Vo)) 0V (1) -+ Vo)) (7.6)

O'ESk+l

mit vy, ...,v51; € T M. Fiir n = & ® o, = & @ f mit &,& wie oben und a €
AF(M), B € A(M) ist (n A 0) = (&1, &2)(a, B).

Der Hodge-Stern Operator ist speziell fiir k-Formen ny,7o € AF(M, Ad P) gegeben
durch

s« : A¥(M, Ad P) — A™*(M, Ad P),
(M, m2)dM = (1 A ). (7.7)
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Desweiteren sei

2% : A*TY(M, Ad P) — A*(M, Ad P),

7.8
24n = (—1)™F 1 % D¥ x . 8

Die Yang-Mills-Gleichungen ergeben sich nun als Euler-Langrange-Gleichungen aus

dem Yang-Mills-Funktional. Hierfir ist niitzlich, dass Folgendes gilt:
Theorem 7.1.4. Es ist
/ (D¥n, 0)dM — / (n, 70)dM. (7.9)
M M
fiir n € A¥(M, Ad P),0 € A*(M, Ad P).

Laut Definition muss fir Yang-Mills-Zusammenhéange (|7.5)) gelten. Es ist

d d ot d SO
7YM w + tn = ‘ / Fw+t77 2dM [ / Fw+t'r]7Fw+t'r] dM
GYMem)| =g [ R il >
= / (D“7j, F)dM +/ (F*, D*7)dM = 2/ (i1, 2% F)dM,
M M M
(7.10)
denn es gilt
— 1
FOT = d(w + t7) + 5w+ th,w + 1]
1 ~ R
= dw + 5 [w,w] + tdij + tlw, 7] + 5 [7,7] (7.11)
und folglich
4 pusen| D¥ij. (7.12)
dt =0

Damit gilt folgendes

Theorem 7.1.5. A € € (P) ist genau dann ein Yang-Mills-Zusammenhang, wenn

DY« FY=0& DY« F* =0« 9YF* = 0. (7.13)

7.2 Eichtransformationen
Sei im Folgenden (P, m, M) ein G-Biindel und
&(P) :={p e C®(P,G): p(p,g) =g 'ulp)g, p€ P, g€ G} (7.14)

die Menge der G-dquivarianten Abbildungen.
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Definition 7.2.1. Eine Transformation von P ist ein Diffeomorphismus

f:P—> P,
flpg) = flp)gVpeP, geq.

FEine Transformation heifst Eichtransformation, wenn mo f = w. Die Gruppe der
FEichtransformationen sei mit ¢(P) bezeichnet.

(7.15)

Die Menge &(P) ist mit punktweiser Multiplikation eine Gruppe. Es gilt folgendes
Theorem 7.2.2. Es existiert ein kanonischer Isomorphismus von ¢ (P) auf &(P).

Das Yang-Mills-Funktional kann als Abbildung Y M : ¢ (P)/¥(P) — R aufgefasst
werden: Man kann zeigen, dass Y M eichinvariant ist, das heifit, dass gilt Y M (f*w) =
Y M (w) fir alle w € €(P), f € 9(P). Ferner gilt, dass falls w € €(P) ein Yang-Mills-
Zusammenhang ist, dann auch f*w.



Kapitel 8

Yang-Mills-Losungen auf
homogenen Raumen

In diesem Kapitel wird angelehnt an [25], [48] nach Losungen der Yang-Mills-Gleichungen
mit antisymmetrischer Torsion auf Cosetrdumen (R x G/H, K) mit flacher Killing-
Metrik K gesucht. Diese Rdume werden als Basis des zum homogenen Biindel P :=
(Gx(RxG/H),m,RxG/H) assoziierten Vektorbiindels & = P X 44% mit Lie-Gruppen
G,H C G, Lie(G) =: ¥, Lie(H) =: 2 und Projektionsabbildung 7 aufgefasst. Fiir
ein Aufstellen der Yang-Mills-Gleichungen ist zunéchst die konkrete Ermittlung der
Feldstarke 2- Form F auf R x G/H erforderlich, F = dA + A A A, wobei fiir die ¥-
wertige Zusamenhangs-1-Form A ein G-invarianter Ansatz gewéhlt wird. Ein Beweis
fir diesen wird in Abschnitt gegeben. Durch Zuriickziehen der Basis-1-Formen von
R x G auf R x G/H lasst sich eine Basis von A, F auf R x G/H gewinnen. Eine zu-
sétzliche Unterteilung dieser Generatoren ermoglicht eine Modifikation der Yang-Mills
Gleichungen und damit die gezielte Betrachtung spezieller Typen von Mannigfaltigkei-
ten: In Abschnitt werden auf diese Weise a-Sasaki- und 3-Sasaki-Mannigfaltigkeiten
hinsichtlich der Existenz analytischer Yang-Mills-Losungen untersucht, im speziellen
Sphiren S?"*! = SU(n + 1)/SU(n) und S*"*3 = Sp(n + 1)/Sp(n) mit den Beispielen
S5 bzw. S7. Abschnitt und betrachten dyonische bzw. periodische Loésungen,
welche man nach Ubergang von euklidischer zu Lorentzmetrik bzw. Annahme eines
endlichen Zeitintervalls/Beriicksichtigung einer Periodizitdtsbedingung unmittelbar aus
denen der Abschnitte B5IHE.5.4 erhalt.

In [20] werden auf R x M unter anderem auf Sasaki-Einstein- und 3-Sasaki-Mannig-
faltigkeiten Instantonzusammenhénge konstruiert. Diese konstruieren sich, wie in Kapi-
tel erliutert werden wird, durch Stérung des kanonischen Zusammenhanges und
sind mit einer Schar von Metriken g, kompatibel, welche im Fall von Sasaki-Einstein-
Mannigfaltigkeiten SU(n+1)/SU (n) nach Reskalierung der Generatoren eine a-Sasaki-
Struktur beschreiben. Folglich kénnen die Yang-Mills-Gleichungen im Fall SU(n +
1)/SU(n) alternativ aus der Instantongleichung abgeleitet werden. Auf diese Weise
wird in Abschnitt eine Bestétigung und Kontrolle der auf oben beschriebenem
Weg ermittelten Gleichungen gegeben.

65



66 KAPITEL 8. YANG-MILLS-LOSUNGEN AUF HOMOGENEN RAUMEN

8.1 Lokale Basisfelder und -formen auf G-Biindeln

Sei G 3 g eine kompakte, halb-einfache Lie-Gruppe mit Lie-Algebra & und H C G eine
abgeschlossene Untergruppe von G so, dass G/H reduktiver homogener Raum ist. Es
bezeichne 7 die Lie-Algebra von H. Es ist

G=HSM, (8.1)

mit zu S orthogonalem Komplement .. Mit {I4}, A, B,C = 1,...,dim%¥, seien die
Generatoren von ¢ bezeichnet. Sie geniigen der Kommutatorrelation

[Ia,1p] = fiplc (8.2)

mit Strukturkonstanten f§5. Wegen ist {Ia} = {I,} U{L;}, wobei hier mit {I,}
Generatoren von .#, a,b,c = dims’ + 1, ..., dim.# , und mit {I;} Generatoren von J¢,
i,j,k =1,...,dims bezeichnet seien. Da .# reduktiv ist, gelten fir die {I,} und {I;}
folgende Kommutatorrelationen:

I, 1] = fE I
Lo, 1) = fo e+ fids (8.3)
1, L) = fi1

Weil G halb-einfach und kompakt ist, ist die Cartan-Killing-Form K auf ¢ nichtaus-
geartet sowie negativ definit; somit kann ihr Negatives wie eine Metrik zum Indexziehen
verwendet werden. Insbesondere sind die Strukturkonstanten nun total antisymmetrisch
unter Vertauschung ihrer Indizes (vgl. Kapitel. Die Generatoren {I4} seien im Fol-
genden so normiert, dass

Kap = fSpf&p = das. (8.4)
Insbesondere ist

Kij = fﬁfllcj + fibafl% = dyj,
Kia =0, (8.5)
Kap = 2fiafh + foafh = ap-

Sei nun (G,7,G/H) ein Prinzipalbiindel mit Strukturgruppe H und Projektion
7:G— G/H.oy :U C G/H — G bezeichne den lokalen Schnitt mit mooy = 1. Um
fiir die folgenden Betrachtungen eine Basis des Tangentialraumes an G/H angeben zu
konnen, ist ein Riicktransport der Basis-1-Formen von T*G nach T*(G/H) erforder-
lich. Eine Basis von T'G lasst sich durch Identifikation von T'G mit dem Raum der
aus den Generatoren I4 erzeugten linksinvarianten Vektorfelder Ea (vgl. Kapitel ,
gewinnen. Die hierzu duale Basis {¢4} kann mit dem Pullback des lokalen Schnittes auf
eine offene Untermenge U der Basismannigfaltigkeit G/H zuriickgezogen werden. Man
erhdlt dann iiber die Wirkung mit L, eine linksinvariante Basis e® fiir ganz T*(G/H).
Deren Dual E* sind dann die linksinvarianten Vektorfelder auf G/H. Die E; bzw. die
e’ sind jetzt nicht mehr linear unabhéngig und es gilt e! = ele® bzw. E; = E¢E, mit
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Komponenten ¢, E?. Auf diese Weise kann die Metrik K auf ¢ in eine G-invariante
Metrik auf ganz T'(G/H) iiberfithrt werden. Es ist damit

KT(G/H) = 0ape® ® e’ (8.6)

Fiir die zuriickgezogenen linksinvarianten Basis-1-Formen {e?, e’} gelten die Maurer-
Cartan-Gleichungen

; 1
de® = — ﬁ,e’Aeb—§ffceb/\ec,
i Loibne Lo g,k ®.7)
de :—§be€ Ne —§fjke Aer.

8.2 Die Yang-Mills-Gleichungen auf R x G/H

Im Folgenden sollen nun die Yang-Mills-Gleichungen auf R x G/H speziell fiir den Fall
eines G-invarianten Zusammenhanges konkret bestimmt werden:

Betrachte dazu das zum G-Biindel P = (R x G/H) x G,7p,R x G/H) assoziierte
triviale Vektorbiindel & := Ad P = P X 44 % mit einer Metrik g auf R x G/H,

g=e"® e’ + de? @ e’ (8.8)

Ein Zusammenhang auf R x G/H setzt sich nun aus der lokalen Form eines linearen
Zusammenhangs w = (wj).e® des Tangentialbtindels (T'(R x G/H),mr,R x G/H) und
der eines Eichzusammenhangs A € AY(&,9),

1
A= Ape® + Ape?, F = Foae® Ne® + §Fabea A e (8.9)
mit Feldstirke F = DA A zusammen.

Wahl eines G-invarianten Eichzusammenhanges und Bestimmung dessen
Feldstarke. Im Weiteren werde eine Eichung Ay = 0 gewéhlt. Ferner sei A zusétzlich
G-invariantl] so, dass

A= X, + Iie'. (8.10)

Fiir die folgenden Betrachtungen soll angenommen werden, dass X! = 0. G-Invarianz
wird zum Beispiel durch die Wahl

A= Age® = (e I; + ®I,)e” (8.11)

gewéhrleistet, wobei ®I, =: X, und ® = ®(¢) eine Funktion, denn mit (8.11)) erfiillt
X, die G-Invarianzbedingung

i Xa] = f2u X (8.12)

!Bine ¥-wertige Zusammenhangs-1-Form A € A'(P,%) auf einem Hauptfaserbiindel P heift G-
invariant, wenn sie unter dem Pullback mit der Wirkung von G invariant bleibt. Fiir Weiterfiihrendes
beziglich G-invarianter Zusammenhénge siehe Abschnitt
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Fiir einen Beweis siehe Abschnitt [8.4]

Der explizite Ausdruck fiir F' berechnet sich mit (8.12)) in einer Orthonormalbasis
{Ey = %,Ea} fir T(R x G/H) bzw. {e" := dt, e} fiir T*(R x G/H) wie folgt:
Es ist

dA =d (' + Xoe") = de;I; + dXoe” + Xode®
=—1 (;f,ﬁceb N e+ %f;kej A ek> +dXqe”
- X, (fibei Aeb+ %fﬁceb A ec>
=— %Il-fgceb Nef— %Xa @b A el — %Iif;kej AeP — X faet Aeb
+ Xqe® A e, (8.13)
wegen dX,e* = EBXaeﬁ Net = Xaeo A e® mit Xa = %Xa, und
[ANA] =[A N Algpe® A e = %[Aa, Ay @e* Aeb
:%[eéli + X, €I + Xy @ e A e
:% (ehedlli 1] + e[l Xo] + ][ Xa, L] + [Xa, X)) @ e A e?
:%[Ii,lj] e Nel + %[Ii,Xb] ®etAel + %[Xa,lj] @e* Nel

1
+ 51X, Xo] @ e A e

1 . . ) 1
=5 Iili® e N e+ fAX, e Neb + 51 Xa, Xp] @ e A e’ (8.14)
Damit ist
) 1, .
F=X, "N~ (fheli + fieXa — [Xp, Xc]) € A e, (8.15)
Fop

Fpe

Wahl eines linearen Zusammenhanges. Der lineare Zusammenhang w ist iiber
seine Torsion T' = (T%) = T{e® ® e charakterisiert. Wihle dazu im Folgenden den
Ansatz

Ty = K fp. (8.16)
wobei k € R. Damit ist
1
T¢ = oh aeb A el (8.17)
Mit der Annahme, dass
W = fael (8.18)

wird die erste Gleichung in (8.7 zu

de® +w? Neb =19, (8.19)
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und weiter
1 1
aeb el — §f,§‘Ceb/\ec+w§/\eb =5k el A e
1 .
& 5 (1) fiue + fye' =wq
Damit sind die Komponenten des linearen Zusammenhanges gegeben durch

. 1
wh =elff+ 3 (k+1) 3. (8.20)

Die Yang-Mills-Gleichungen mit Torsion (vgl. (1.8])) sind allgemein auf einer d-
dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit M gegeben durch [25]

dx F+AN*F —xFANA++HANF =0, (8.21)

mit A € AY(M,¥), F = DA € A>(M,¥). H ist hierbei die Torsions-3-Form definiert
durch

H = (-1)%473) w g%, (8.22)

mit einer (d—4)-Form ¥ auf M. Mit Theoremfolgt aus DA% F = 0 durch erneutes
Anwenden von #, dass [* DA% F|> = 9,F%4[A,, F?) = 0 < DA%F = d«F+]A, *F] = 0.
Andererseits gilt wegen der Bianchi-Identitéit, dass (anti)selbstduale Zusammenhénge
mit xF = £ F Losungen der Yang-Mills-Gleichung sind. Verallgemeinert man die (An-
ti-)Selbstdualitdtsrelation durch

xF'=—-XA\F, (8.23)
was der Instantongleichung entspricht, so ergibt sich
DA+F)= —DYSAF)=—dSANF-SADAF =—xHAF (8.24)

und damit die Gleichungen (8.21]).
Alternativ lassen sich die Yang-Mills-Gleichungen als Bewegungsgleichungen aus der

Wirkung S herleiten,
2 2
S:/ tr (F/\*F+*H/\(dAAA+3A3)) —/ d(Z/\tr(A/\dA+3A3)> ,
M M
(8.25)

Beachte, dass der zweite Term in rein topologischer Natur ist. Insbesondere in der
Stringtheorie ist er im Rahmen heterotischer Stringkompaktifizierung von Bedeutung,
siehe beispielweise [5]. Fiir geschlossene X verschwindet der Torsionsterm in und
es ergeben sich die Yang-Mills-Gleichungen ohne Torsion.

Waéhle im Folgenden fiir H einen Ansatz

1
H = 6 abcea A eb A ec’ Habc = dabc = 'Lifabc- (826>

Die Yang-Mills-Gleichungen auf R x G/H sind damit gegeben durch
EoF + w4 FP 4 [A,, F =0, (8.27)
EoF® + E,F® 4+ w3 F® 4 W2, F + [A,, F®) =0. (8.28)
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Explizite Berechnung der Yang-Mills-Terme. Es ist

E,F* =0,
wh F = —el f4 Xp, (8.29)
[Aa, F*°) = =€ fio Xy — [Xa, X = 0.
Damit folgt aus
(X4, X% = 0. (8.30)
Fiir die restlichen Terme erhélt man
EyF% =X,
E,F* =0,

4 1 )
Wi P = | el 5 (1) fho | (=10 = S X 4 (X0, X))
=0

= — cufiuf VI — efof T Xe + ufLIX X,
) 1 )
wi F = (ééfibd + 3 (k+1) fgd) <—f6d”j — felex, + [X87Xd])
= — LSl YL — el fin o Xa + el fiy[X€, X )
1 . 1 1
3 (k+1) fdde]Ij 35 (k+1) gddeaXa + B (k+1) fd[XcaXd]a
[Ag, FO) =[e I + Xo, — fT; — X, + [X, X]]
= efz[Iiv fabjIj] - eZ[Iiv fachC] + 62[[1', [Xa7 XbH
— [ X, ) — f*°[Xq, Xe] + [Xa, [X% X))
= — el f R T — b X + el (—[Xa, [XP 1)) = [X, [1, X))
_ fabj ngc _ fabc[Xa,Xc] + [Xa7 [Xa,XbH
= — e [ — euf " FieXa — e 1Xa, Xe] — en [E1X", X
— fUIfE X — X, Xe] + [ X, (X, X
(8.31)
Damit ergibt sich fiir (8.28)
Xy — el b I — e fi fe X + el fih [ X, X7
— el fo YT — el fl el X, + el fh1XC, X ]
1 1
3 (k+1) fouf " Xo + B (k+1) fol X, X]
— e fliIk — enf FieXa — e f1X" Xe] — e f[X", X
— fe X, — X, Xo] + [Xa, [X, X = 0.

Die Yang-Mills-Gleichungen sind also in expliziter Form gegeben durch

Xy — (; (k+1) foeafacd — fbcjfacj) X,

5 (5 3) frualXe X + [ X [X%, X =0 (8.32)
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8.3 Modifizierte Yang-Mills-Gleichungen auf R x G/H

Um die bisherige Herleitung der Yang-Mills-Gleichungen auf nicht naher spezifizierten
Cosets M = G/H auf solche mit spezieller Geometrie zu konkretisieren, ist eine Un-
terteilung der Menge der Generatoren I, erforderlich. Nehme dazu im Folgenden eine
Aufspaltung des Indexbereiches {a,b,c, ...} vor,

{a} = {d"} U{a"}, (8.33)

analog fiir b, ¢, ... . Damit ergeben sich nun entsprechend modifizierte Yang-Mills-Glei-
chungen. Insbesondere entspricht eine Unterteilung der Form dem Fall, dass M
a-Sasaki oder 3-Sasaki ist. Ab Kapitel [8.5.1] werden Yang-Mills-Losungen auf solchen
Mannigfaltigkeiten beispielhaft studiert.

Mit (8.33) wird (8.32)) zu
. 1
Xb/ = ( (K: + 1) fb/cdfa/cd - fb/cjfalcj) Xa' + (2 ("{ + 1) fb/cdfa”cd - fb'cj-ﬁz”cj) Xa"

1
— (,1 —+ 3) {fblc/dl [Xc,’Xd/] —+ fblcldl/ [Xc/7Xd”]}

2
1
_ 5 ( + 3) {fblcudl [XCN’Xd/] =+ fb/C//d// [XCH’XdN]}
’ b/ 1 b/
- [Xa’7 [Xa , X H - [Xa”7 [Xa , X H (834)

Die Losung der G-Invarianz-Bedingung wird nun gewéhrleistet durch

X, =®I,, (8.35)
X o=V, (8.36)

mit Funktionen ® = ®(t), ¥ = @(t) Dariiber hinaus gelte

! 1"
fa/cdfb/cd = 6a/bl bzw fa"cdfb"cd = 5a”b” ) (837)
1"

fa,cifb'ci = % (1 B al) 6a/bl bzw fa"cifb"ci = % (1 - ) 5a”b"' (838)

Es wird nun angenommen, dass diese Relationen bereits fiir Summation iiber nur eine
Untermenge der Indexmenge erfiillt sind, da dies fiir viele homogene Rdume gilt, ins-
besondere fiir jene, die in dieser Arbeit betrachtet werden. Es soll also gelten

fb/c/d/ fe/c/dl = O/léb/e/ ) fb/c/d” felc/d” = aédble/ ’
fb/c//d” fe’c”d" = aééble/ ’ fb/a/jfelalj = O/56ble/ ’

fb/a//j fe/a”j = a/75b/e/ ) fb”c/ d fe”c/ d — alll 5b”e” ’
fb”c/d” 'dd = O/2,5b”e” fb”c//d” 'd'd Oédb"e”’

fb//a/jfe”a/j = ag 6b// 6// fb//a//jfe// a//j = O[;(Sb// e// . (839)

2Die Tilde iiber den Funktionen ®,V¥ wird hier vorausschauend unter dem Aspekt eingefiihrt,
dass spéter fiir die Existenz eines gemeinsamen Potentials V(®, ¥) eventuell Reskalierungen ® =
fO(ut), ¥ = g¥(ut) mit reellen Konstanten f, g, i erforderlich werden, siehe Kapitel
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AuBlerdem ist
fb/xyfe//:ry = 0’ fb/xyfjxy = 07 fb”xyfjxy = 07 (840)
wobei z,y € {a’,d",i}.
Damit ergeben sich die modifzierten Yang-Mills-Gleichungen, siehe Anhang [A]
= 1 ~ 1- 1 3 ~ / ~ o~ 7 ~ /
O =o' (k+2)®- P - (25 + 2) (8%a) +20Tay, + U2ay)
+ @3 (a/l + g + oz/5) + &P (a; + oz;, + a;) , (8.41)
= 1 =~ 1= 1 3 ~ " ~ ~ =~ "
V=ca (k+2)¥ -5V - (25 - 2) (\Iﬂag +20Wa, + cp?al)

+ 03 (ag + 0/2' + a;) + UPp? (0/2/ + 04/1/ + ag) . (8.42)
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8.4 Vertiefendes zur G-Invarianz-Bedingung

Die bisherigen Betrachtungen und Analysen bauten stets auf der voraussetzenden An-
nahme auf, dass der allgemeinste Ansatz ist, der die G-Invarianz-Bedingung
16st. Ein Beweis, dass dies tatséchlich der Fall ist, blieb aus. Im Folgenden soll ein
Ansatz wie als allgemeinst mogliche Form eines G-invarianten Zusammenhanges
gerechtfertigt werden, indem zunéchst auf eine niitzliche Relation zwischen der Menge
der G-invarianten Zusammenhiinge und einer bestimmten Menge von Lie-Algebra-
Homomorphismen verwiesen sei (vgl. [32]). Unter Ausnutzung dieser lisst sich dann fir
den Spezialfall des zu P = ((R x G/H) x G,7p,R x G/H, Q) assoziierten Vektorbiin-
dels & ein G-invarianter Zusammenhang konstruieren (vgl. [25]), dessen Komponenten
sich explizit bestimmen lassen. Dies wird anhand des Beispiels G/H = SU(3)/SU(2)
nachvollzogen.

8.4.1 G-invariante Zusammenhinge

Im Folgenden bezeichne (P, 7, M,G; K) ein Hauptfaserbiindel mit Strukturgruppe G
und einer auf diesem wirkenden Gruppe K von Automorphismen. Sei J := {k €
K|kxo = xo fur z9 = m(po), po € P}. Desweiteren existiere fir alle j € J ein a € G
derart, dass jpg = poa. Sei aulerdem A ein Lie-Gruppen-Homomorphismus A : J — G
so, dass A(j) = a fir j € J, a € G. Der induzierte Lie-Algebren-Homomorphismus
F — 9 seci ebenfalls mit A bezeichnet.

Proposition 8.4.1. Sei w die Zusammenhangs-1-Form eines K-invarianten Zusam-
menhangs auf P. Definiere A : X — 4 so, dass

A(X) = wyo (X). (8.43)
Hierbei ist X das durch X € J# induzierte Vektorfeld. Dann gelten folgende Relationen:
(GI1) A(X) = XX) fir X € 7
(GI2) A(ad;X) = ady ;) A(X) firjeJ, X e X
ad; und ady;y sind dabei die adjungierten Darstellungen von J und G in A bw. ¥,

vgl. .

Eine solche Abbildung A mit Eigenschaften (GI1) und (GI2) lésst sich fur K-

invariante Zusammenhénge immer finden; es gibt sogar eine eineindeutige Zuordnung:

Theorem 8.4.2. Seien P und J wie oben und K eine zusammenhdngende Lie-Gruppe,
die transitiv auf M wirkt. Dann existiert eine 1:1-Korrespondenz zwischen der Menge
der K-invarianten Zusammenhdnge auf P und der Menge der linearen Abbildungen A
mit (GI1) und (GI2) so, dass

A(X) = we (X). (8.44)

X ist wieder das durch X € X induzierte Vektorfeld. Existiert sogar eine Zerlegung
von J derart, dass X = J ® M mit einem Unterraum A von KX und ad ;.4 = M,
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dann existiert besagte Korrespondenz beziiglich des auf # eingeschrankten A, A 4,

A//g M — %, (8 45)
Ag(a0;X) = a0z (As(X)), Xed, je '
in der Form, dass
AGx) = M X e S (8.46)
A///(X), Xed.

Sei nun im Speziellen P = ((R x G/H) x G,7m,R x G/H,G;G) das G-Biindel tber
Rx G/H mit K = G und ¢ = A & H, wobei .# Unterraum von ¢. Sei A die
¢-wertige Zusammenhangs-1-Form eines G-invarianten Zusammenhangs auf P. Lokal
schreibt sich A als

A= X;e' + Xqev. (8.47)

Die ¥-wertigen Koeffizienten X;, X, lassen sich nun wegen Theorem [8.4.2] iiber A aus-
driicken unter Berticksichtigung von ([8.46]). Mit der Wahl \ = idy, vgl. [25], ergibt sich
damit

Xo=AI,)=Ay(I,) = XPIp = X1, + X' I,
X; = AL) = MI;) = L.

Unter der vereinfachenden Annahme X! = 0 ist dann
A= L' 4+ XbIe. (8.48)
Die Forderung nach G-Invarianz von A fiihrt auf die Bedingung ,
[I;, Xo) = foXp € 4. (8.49)

Fiir die ausfiihrliche Rechnung siehe Anhang [C]

8.4.2 Losen der G-Invarianz-Bedingung

Fir die Bestimmung der .#-wertigen Komponenten X, des G-invarianten Zusammen-
hangs A ist zunéchst die Wahl einer Darstellung von .# notwendig (vgl. [25]). Nehme
dazu an, dass das Vektorbiindel & = P x,% vermittels p = Ad zu P assoziiert sei. Die
Generatoren von G lassen sich dann als dimG x dimG Matrizen schreiben,

I = (121?4) = (fz]_gy) ©® (fiba)a

8.50
I, = (IC?B) ( )

Die adjungierte Darstellung von 4 in ¢ zerfallt damit in
W (9) = ad p(H) ® Ryp. (8.51)

Hierbei bezeichnet R eine reduzible Darstellung. Laut (8.49) transformieren nun die
X, € # unter eben dieser Darstellung von J#, R, mit (Ry,)% = f?

a”
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Weil R nach Annahme reduzibel ist, ldsst es sich als Summe irreduzibler Darstel-
lungen schreiben,

= Eq: R,. (8.52)
p=1

R erzeugt die gleiche Darstellung von 57 in .# wie die Generatoren I,; daher kann
fiir jeden irredzuziblen Block R, eine komplexe Linearkombination I, der I, angesetzt
werden, wobei oy, = 1, ...,dim R,. Innerhalb eines solchen Blocks gilt:

[, 18] = £ 1) (8.53)

(2] ap

Der Wechsel von Generatoren I, zu I, kann zum Beispiel (wie hier im Weiteren) durch
einen Wechsel in die Cartan-Weyl-Basis erfolgen. Da die X, geméaf (8.49) genau so

transformieren wie die I, ergeben sie sich fiir jeden Block aus Xc(g) = (IDPLSZ) und die
Gleichungen der G-Invarianz Bedingung entkoppeln geméfl

)
(L, X = £ X (8.54)

in g irreduzible Blocke, was auf Funktionen ®1, ®», ..., ®, fiir eine entsprechende Anzahl
von Yang-Mills-Gleichungen fiihrt. Die urspriinglichen Generatoren X, ergeben sich aus
den X, per

(X} = {; (x) - x0)), % (x® + ng)} . (8.55)

und lassen sich sofort in (8.32) einsetzen.

8.4.3 Beispiel: 5° = SU(3)/SU(2)

Die 8-dimensionale Lie-Algebra su(3) wird aufgespannt von Generatoren {I;, I/, I,»}
mit {i} = {6,7,8} stellvertretend fiir die su(2)-Unteralgebra, {a'} = {1,2,3,4}, {a"} =

{5},

L (00 -1 S{o01 L (0 -1 0
L=——|oo0o ol n=""V|0oo0o|,5=—|[1 0o o,
2311 o o 2v3\1 0 o 23\ 0 o0
{010 (200
Li=— 1 00|l,=10 10|,
2v3\0 0 0 610 01
L (00 0 S {000 o (o 0 0
Ii=——lo o —1|,1,= 00 1|, Is= 0 -1 0]. (856)
23\ 1 o0 2v3 10 1 0 23\ o 1

Damit schreibt sich der Wechsel in die Cartan-Weyl-Basis {Lf, L;t, L§, hi,hy} folgen-
dermafien:

LEf=DL+il, Ly =14+ il3, L5 = I; +ilg,hy = Ig, ha = I (8.57)
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Zur Ermittlung der irreduziblen Blocke R, wird die adjungierte Darstellung von Z” auf
¢ fiir jeden Generator von H einzeln berechnet, siche Anhang [D] Offensichtlich findet
man drei irreduzible Blocke fiir den Coset, welche jeweils mit einer komplexwertigen
Funktion, ®, ¥, v, versehen werden [ﬂ Fir die X, erhélt man folglich

00 0 0 0 i 000
Xf=2100 0 X;r=%100 0 Xy=21i 00
\/g 9 1 \/g 9 2 \/g 9
i 00 00 0 000
0 i 0 2 0 0
Xy =750 00], X=%|0 —i 0
0 0 0 0 0 —i
Fiir ' = ¥ ist X :{ =— (X, )T und die Rekombination erfolgt gemaf
(X.} = {2Z (xi - x7) 3 (xd +Xa)}. (8.58)
Man erhélt die X4,
L (000 v . (0 0V L (0 -v o
Xi=——|0 0 0 |, Xo=——|0 0 0|, X5=——|® 0 of,
2V3\e 0 o 2v3\gp 0 o 2v3lg 0 o
(8.59)
L (0 w0 iy 2 0 0
Xy=——|® 0 o], Xs==]0 -1 0 |.
2v3 1o o o 610 0 -1

Diese 16sen die SU (3)-Invarianz Bedingung. Die Bewegungsgleichungen lauten damit

. K 3+kK o2 20t
O =—0 — i) .
1 X + 1 + 5 (8.60)
2
N e
R 3+ kK bl (q> )
ot =—f — of 61
1 1 X + 1 + 5 (8.61)
.1+ 3+ kK
X=— RX -3 oo + dpTy (8.62)

Man sieht, dass sich fiir reelle ®, x wieder die Gleichungen wie in (8.5.1]) ergeben.

3Streng genommen miissten diese Funktionen hier wieder mit einer Tilde versehen werden; da speziell
in diesem Abschnitt aber die Existenz eines Potentials ohne Belang und Reskalierung damit nicht
erforderlich sein wird, wird die Tilde hier zum Zwecke einer vereinfachenden Schreibweise unterdriickt.
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8.5 Yang-Mills-Losungen auf hoherdimensionalen Spharen

In diesem Abschnitt werden die Yang-Mills-Gleichungen bzw. konkret
auf den Sphiren S° = SU(3)/SU(2),8*" ! = SU(n + 1)/SU(n), ST = Sp(2)/Sp(1),
SAnt3 = Gp(n + 1)/Sp(n) hergeleitet. Zur Bestimmung der a;, a;/, a;/, ag,, a;,,, ag// ist
hierfiir zunéchst eine geeignete Wahl der Basis erforderlich. Die sich ergebenden Yang-
Mills-Gleichungen werden so reskaliert, dass sich ein gemeinsames Potential V' = V' (k)
angeben ldsst. Anschlielend wird analytisch nach Lésungen endlicher Wirkung gesucht.
Diese verbinden kritische Punkte (®;, ¥;) und (®;, ¥;), fiir die gilt (%/i = gT‘//Z =0 und
V (@i, ¥;, k) = V(®;,V;, k). Eine Auflistung der gefundenen Lésungen in Abhéngigkeit
von k wird in allen vier Fallen gegeben.

8.5.1 Beispiel: S° = SU(3)/SU(2)

Die durch (8.56) erzeugte Basis von su(3) ist antihermitesch mit Normierungsfaktoren
derart, dass[8.4]erfiillt ist. Die Strukturkonstanten sind bezogen auf diese Basis gegeben
durch
1 1
fors = — %7]0125 = fas = —35

1
I316 = — foa6 = fozr = —f1ar = fr28 = —faus = Vet

1 / . ! . 1 " .

2,0y = Q5 = 1, =
" . . . . . . .

a; = 1 verschwinden nicht. Damit lauten die Gleichungen zweiter Ordnung nach einer

Reskalierung W (t) = 20(t), ®(t) = ®(t) :

. . . . ! !/ " /
Damit ist zusatzlich oy = ay = a5 = 0 und nur @ =

b="no-""Coui 0P ou= 2 .
1 O+ S0P 5 (8.63)
. K+ 1 1 2 2 av
="y o2+ et = 64
5 1 (k+3) 9"+ BT (8.64)
mit einem Potential V,
1, 1 1, 1 1
V= ”I W RO 0 — o (n+ 3) BP0 4 D020, (8.65)

Physikalische Losungen verbinden kritische Punkte (®;, ¥;) und (®;, ¥;) von V' mit

v _ov
ob, 0V,

=0AV(P;,V;,Kk) = V((I)j,\Ifj,/{). (8.66)

Bestimmung der kritischen Punkte. Insgesamt existieren drei kritische Punkte
unabhangig von «: Sei ® = 0. Dies impliziert sofort ¥ = 0. Es ist also (®1, ¥1) = (0, 0)
fiir alle x kritischer Punkt. Sei nun ® # 0. Aus (8.63) folgt dann

1
P? = —§f£+(/<c+3)\11—2\1’2. (8.67)
Dies in eingesetzt liefert

3 11 1
0=—203 4+ 5 (8 +3) (SIS <2 aiGhs 3)2) U+ gn(/e +3) (8.68)



78 KAPITEL 8. YANG-MILLS-LOSUNGEN AUF HOMOGENEN RAUMEN

K #

< —9—4y2 7

(-9 —4v2,-9+4V2) | 3
(=9 +4v/2,—1) 7
(—1,0) 3

>0 5

Tabelle 8.1: Anzahl der kritischen Punkte fiir S°> = SU(2)/SU(1) in Abhiingigkeit von
K.

mit der Losung ¥ = 1/2 fiir alle x. Daraus folgt mit (8.67)), dass (®23, ¥a3) = (£1,1/2)
Losung fiir alle «.

Alle weiteren kritischen Punkte sind abhéngig von x: Nach Faktorisieren wird (8.68|)

zu

1
0= (qf - 2) (8\1/2 —2(36 + 7)) + k(K + 3)) (8.69)
mit den Loésungen
743
U, — g © (74 30)2 - 83 + m)x (8.70)

Da &,V reellwertig sind, muss der Wurzelausdruck nichtnegativ sein. Aus dieser Be-
dingung ergeben sich die Werte fiir x, welche mogliche kritische Punkte implizieren:

k< —9—4v2 oder k > —9 + 4V/2 (8.71)

Einsetzen von Wy in (8.67) liefert die zusétzlichen Einschriankungen x < —1 fir ¥
und fur ¥_ x < —1 oder x > 0. Die Anzahl der kritischen Punkte # = 3 + #, variiert
also intervallweise, wie Tabelle [8.1] zeigt.

Analytische Losungen. Offensichtich existieren fiir k = —1 und k = —3 Losungen,
fir die das Potential besondere Symmetrie aufweist. Es ist

.. 1/ 5 . 1 .. ~
o= B <<I> - <I>) mit ®(¢) = tanh <2t> firk=-1,¥ =1,
.. 1 3 ~ 3 1 /3 ~
b =— <<I>3 - <I>> mit ¢(t) = \/7tanh —/=t fir k =-3,¥ =0.
2 2 2 2V 2
Desweiteren existieren fiir ® = 0, ¥ # (0 nicht-konstante Losungen fir ¥ in Ab-

héngigkeit von k:

1
U(t) ~exp ( &; t> fir Kk > —1 (8.72)
U(t) ~t fir k = -1 (8.73)
1
U(t) ~exp (z H; ‘t) fir v < —1 (8.74)

Diese stellen jedoch keine Verbindung zwischen kritischen Punkten dar. Sie sind keine
Losungen endlicher Wirkung und damit physikalisch nicht relevant.
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8.5.2 Beispiel: S*"*1 = SU(n+1)/SU(n)

Um die Yang-Mills-Gleichungen (8.41) und (8.42) auf beliebige Sphéren ungerader
Dimension zu verallgemeinern, muss die Aufspaltung des Indexbereiches fiir {a} =
{a'} U{a"} entsprechend angepasst werden. Man findet zum Beispiel

{a'} ={1,...,6},{d"} = {7}, {i} = {8, ..., 15} fiir n=3
{a'} ={1,...,8},{d"} = {9}, {i} = {10,..., 24} fiir n=4

auf Grundlage einer generalisierten antihermiteschen Basis fiir su(n), gegeben durch
die verallgemeinerten Gell-Mann-Matrizen:

Sei im Folgenden j,k € {1,..n} und Ej; die Matrix, deren Eintrag an der Position
jk 1 und sonst 0 ist. Dann konstruiert sich aus den Ej;, die Basis fiir su(n) zu

su(n) = Span{ly;, by} (8.75)

fir 1 < k,7 < n. Hierbei sind I, k # j, n-dimensionale Matrizen mit verschwindender
Diagonale,

I {—i(Ekj + Ejk) fur k < 7, (8.76)
J Ejk - Ekj fir k > j,
und
0 hrt firl<k<n
hipocd o Y e (8.77)
z((l—n)@ld" ) fir k = n,

wobei @ die direkte Summe von Matrizen bezeichnen soll. Fiir eine genaue Bestim-
mung der Basis wére noch die Angabe der Normierungsfaktoren vor den Generatoren
notwendig. Diese werden jedoch hier nicht bendtigt, da es im Folgenden nur um die
Frage gehen soll, ob die Strukturkonstanten verschwinden oder nicht; Kenntnis {iber
die Bauart der Generatoren ist hierfiir ausreichend. Beachte jedoch, dass in die konkrete
Berechnung der o die Normierungsbedingung mit eingeht, siehe unten.

Fiir die Angabe einer Basis von su(n + 1) sei im Folgenden zum Zwecke der Vere-
infachung die Basis von su(n) mit I;, i € {2n + 2,...,n% + 2n}, bezeichnet. Ferner sei
a €{2,...,2n+1}, o = 1. Dann ist mit {I, Iy»,I; := 0@ I;} eine Basis fiir su(n + 1)
gegeben, wobei

I = hy mit k =n, (8.78)
Iy = Iy, wobei 1 < k,j <nmmitk=nVj=n. (8.79)

a

Aus der Form der Basismatrizen ergibt sich sofort, dass

1, L) # 0 = ff #0. (8.80)
Fir die restlichen Kommutatorrelationen folgt

Ly, Iy] {I 1 fiir Eintrdge auf gleichen Positonen = fu 1 # 0 (8.81)

I; fiir Eintrdge auf ungleichen Positonen = fu; # 0
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K #

< —1—4n—4vn?2—n 7

(=1 —4n—4vn?> —n,—1 —4n+4vn?—n) | 3
(—1—4n+4vn? —n,—1) 7
(—1,n—2) 3

>n—2 )

Tabelle 8.2: Anzahl der kritischen Punkte fiir S?"*! = SU(n + 1)/SU(n) in Ab-
héngigkeit von k.

und fi1er =0, fowe = 0. Laut (8.39) verschwinden also nur o, af, of nicht. Es ist

0" = 2naly = fye fereo10” = fyen fren = of. (8.82)
Mit (8.4)),
e = fb’d’lfle’d’ + fb’lc’fc’e’l + fb’ic’fc’e’i + fb’c’ifie’c’ = 5b’e’a (883)
ist
Over =2 (fyerfeer + foeiferi) = 2 (o + af) dyer. (8.84)

Zusammen mit g11 = fieq frea = of folgt insgesamt fiir allgemeine Sphéiren ungerader

Dimension
’ / ’ / 1 ’ n_]_ " " 1 1" "
o =ag=0a; =009 = — a5 = — =0 =1l,a9g =3 =a5 =0,a; =0,

o =1 (8.85)

Fir die Ermittlung von Yang-Mills-Lésungen auf 5’2’”% setzt man die Werte (8.85) in
(8.41)) und (8.42) ein und erhlt so nach Reskalierung W(t) = v2n¥(t), ®(t) = d(t)

- 1 /k+2 Kk+3 1 5 9
b =— —1]® — OV + —P 3y 8.86
2< n ) vV2n +2 + ’ ( )
- 1 k+3 o 9
UV=—(k+1)V¥ — D4 + VP4, 8.87
LR A (8.87)
mit dem Potential
1 /k+2 K+3 9 1.4 1. 95 1 9
V== 1) — OV + —P — U - 1) w~. 8.88
4( n > N R AR LG (8.88)

Fiir verschiedene Werte von & treten kritische Punkte (und damit potentielle Lésungen)
in spezifischer Anzahl auf, sieche Tabelle [8.2]

Analytische Losungen. Analog dem Vorgehen fiir S° erhilt man die Gleichungen
. 1 3 .
@_§(q> =) fir k= —1,0 = 1 (8.89)

.1 1
@:2(<1>3—<1+n) q)) fir k = —=3,¥ =0 (8.90)
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mit Losungen
S o~ 1
(@,\y,n) — <tanh <2t> ,1,—1) : (8.91)
- - 1 1 /1
((IJ,\I’,H) - ( 7 anh <,/+”t> 0, —3) . (8.92)
n 2 n
Insbesondere fiihrt dies fiir den konkreten Fall n = 3 (S7) auf Lésungen
o~ 1
(q>, ¥, ﬁ) — (tanh <2t> 1, —1) : (8.93)
- - 4 1 /4
(<1>, \Il,/i) - <\/gtanh (2\/;, —3) 0, —3) . (8.94)
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8.5.3 Beispiel: S” = Sp(2)/Sp(1).

Ein alternativer Ansatz fiir die Bestimmung von Losungen der Yang-Mills-Gleichungen
fiir S besteht in der Betrachtung des Cosetraums Sp(2)/Sp(1), welcher isomorph zu
S7 ist. Es finden sich mit diesem Ansatz moglicherweise weitere Losungen fiir diesen
Fall:

Wihle dazu folgende antihermitesche Basis fiir sp(2), vgl. [25]:

0 0 10 0001 0 0 0 —1
1 o o 01 —i [0 0 1 0 1 (o o 1 o0
L =— Iy= —— Iz = ——
276 |-1 0 0 0 2760 1 0 0 2760 -1 0 0
~1.0 0 1000 1 0 0 0
0 —1 0 000 0 0000
i o 0o o0 1 1 (o000 0 —i [0 0 0 0
Ij= —— Iy = —— Ig= ——
276 |-1 0 0 0 2v/3(0 0 0 —1 2v/310 0 0 1
0 1 0 0 001 0 0010
00 0 0 0 -1 0 0 0100
L__ i 0o 0 of, 1|1 000 —i [1.0 0 0
TTo/3lo0 -1 0] 23|10 0 00 2/3[00 00
00 0 1 0 0 00 0000
~1.0 0 0
i 0o 100
110—27\/30000 (8.95)
0 000

Hierbei sind die Generatoren so ausgezeichnet, dass sp(1) = LH{l;} mit i = {8,9,10}
und o = {5,6,7}, also a = {1,2,3,4}.
Analog dem Vorgehen bei obigen Beispielen findet man

/ ’ 1 ! / 1 / ! 1
04120,042:1,043:0,045 Z,a7—0,0¢ =3

" ]_ " " 2 1" 1" "
ap =—,a9 =0,04 3% 0,7 =0, =1. (8.96)

Damit lauten die Yang-Mills-Gleichung nach Reskalierung ®(t) = 2o (Lt) JU(t) =
1
v (53t)

9
d =3k® —3(k+3) OV + §q>3 + 3002 (8.97)

. 3
\I/:6(,%4-1)\11—4(/{—&-3)\1/2—§(ﬁ+3)<b2+8\113+3\11<1>2, (8.98)

mit dem Potential

2P2,
(8.99)

3 9 4 3 3
O+ 20 + 3(k + 1)U — (5 + 3)T% 4+ 20 — Z(k + 3)P*T +

V=g 8 3 2 2
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Kritische Punkte. Es ist sofort ersichtlich, dass (®1, V1) = (0, 0) fiir alle x kritischer
Punkt ist. Es folgt jedoch nicht automatisch aus ® = 0, dass ¥ = 0:
Sei ® = 0. Dann ist

0=6(k+ 1)U —4(k + 3)T2 4 803 (8.100)
mit Losungen
U=0V ¥ -2k+3)VU+3(k+1)=0. (8.101)

Dies liefert zwei weitere kritische Punkte bei

(,0y) = (0, i;\/—z’,(n +1)+ i(m +3)2 + i(m + 3)) : (8.102)

Fir @ # 0 erhélt man aus und

2 K 2
= -TK+2(5+1)T - Z0? 8.103
3
0:6(/£+1)\I/—4(/<;+3)\112—§(m+3)<1>2+8\1’3+3\11<1>2. (8.104)

Setzt man in ein, so ergibt sich
60° — (k+3)0% — (k* + 25+ 3)U + k(K +3) =0 (8.105)
mit Losungen
Uy =1, ‘112/3:%(#;—3110) (8.106)
mit w := v/25k2 + 66k + 9.

Analytische Losungen. Tabellezeigt analytische Losungen (<i>, \ii) in Abhéangigkeit
von K:

Fiir k = —1 erhélt man fir ¥ = 1 die Losung ®(t) = + tanh(5t).

Fir Kk = —3 sind wegen W, und ¥_ dquidistant zum Ursprung. Man hat

. 1
o =9 (Zqﬁ — 1) AU =0, (8.107)

¥ =40 (2@2 - 3) AD =0 (8.108)

mit Losungen (®, VU, )

V6 3 3 V2
<i2 tanh (2\/6t> ,0, —3) und (O, \/gtanh <2t> ,—3) , (8.109)

welche zwischen (0, ¥4 ) und (0, ¥_) hin- und herpendeln.

Die Bedingung fir Losungen zwischen dem Ursprung und (0, ¥ ),

V(0,94 k) =V(0,0, k), (8.110)
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(1) U(t) K
+ tanh(%t 1 —1
+ 0 tanh (;3-t) 0 -3
0 ﬁ tanh (%t)
0 ~5 <tanh (}1\/5”2“@) = 1> 3 (5+v33)
6 1, [57-9v33,\ _ 3 (5 _
0 = <tanh ( 1,/5=9 t> 1) 3 (5 v33)

Tabelle 8.3: Analytische Losungen fiir ST 22 Sp(2)/Sp(1).

liefert

K :§(5i\/§), (8.111)
4
Setzt man dies in (8.98) ein, so ergibt sich eine Losung der Form

U(t)=p! <tanh (\%) - 1) : (8.112)

wobei

\/ 97 —9v/33 1

A= Q\ﬁ p=(=9-V39). (8.113)

Es ist ndmlich (8.112]) nach zweimaligem Differenzieren vom Typ wie (8.98) fiir & = 0,
¥ = 220 (MQ\IIQ +3u0 + 2) , (8.114)

d durch Koeflizientenvergleich ergeben sich A und p. Dies fiihrt zu den Lésungen

l(lga @7 K’)
6 1 /57 +9v33

Eine analytische Losung zwischen dem Ursprung und (0, W_) existiert nicht, da V(0, V_, k) =
V (0,0, k) keine Losung fiir  liefert.



8.5. YANG-MILLS-LOSUNGEN AUF HOHERDIMENSIONALEN SPHAREN 85

8.5.4 Beispiel: S*"*3 = Sp(n +1)/Sp(n)

Im Folgenden soll der Fall S7 auf Sphéren der Dimension 4n+ 3 verallgemeinert werden:
Eine antihermitesche Basis von sp(n), dim sp(n) = 2n? + n, ist durch die Generatoren
(wie in wieder ohne Beriicksichtigung der Normierungsfaktoren)

0 .. A0 .. 0

0O .. 00 .. 0

I, 0 0 0 0 0 0
g 0 ,<0 O) @ sp(n—1),sp(1) @ (0 0) ®..H <O 0)
. (n—1)mal

0

(8.116)

gegeben, wobei A an der Stelle s mit s = 2, ..., n. B findet sich auf der an der Diagonalen
gespiegelten Position von A. Es ist

Ac {z’-sp(l), <(1) ?) } Be{A —A}, (8.117)

wobei B so zu wéahlen ist, dass die gesamte Matrix antihermitesch wird, und

sp(1) = LH { (Ez _OZ> , (_01 _01> , <_01 2) } : (8.118)

Es bezeichnen nun die ' Matrizen mit den A, B; die i, j, k beziehen sich auf den Typ
0®sp(n — 1) und die " auf sp(1) @ (n — 1) - 0. Man findet also

a € {1,..,4n},
i,5,k € {4n +1,...,5n + 2n?}, (8.119)
a € {dn+2n’+1,....5n+2n> + 3}.

Eine solche Basis liefert nun Strukturkonstanten der Form

fijk # 0,
fayer # 0,
Jarvi # 0,
argren #0,
Fur = Far = S = Sarrs = 0. (8.120)

weshalb im Folgenden also nur o4, of, o und o zu bestimmen sind. Zu diesem Zweck

liefert die Auswertung von (8.37) und (8.38) mit (8.39) die im Weiteren niitzlichen

Relationen
o' = o} +2a4 + af bzw. o = of + 205 + o, (8.121)

1
(1—d) = ag + a7 bzw. 3 (1-0a")=aji +of. (8.122)

N —
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Bestimmung von 0/1/ und Ozg. Esist O/ll(sa//b// = fored forerq mit forgaly = [T, L]
Wiéhlt man eine Basis fiir die I,~» und I, wie oben unter Einfiihrung eines zusétzlichen
Normierungsfaktors d bzw. e mit d,e € R, so ist ersichtlich, dass fyrvqg = d Va”,c.
Damit gilt

" 2 1 |aof
ap = fa”c’d’fa”c’d’ =4nd® & d= 5 ? (8.123)

Wegen der Normierungsbedingung (8.4)) gilt o 0avpr = fareafrea = garpyr = 1. Dann
ist (8.131) mit o =0

1=af +dj. (8.124)

Weiter gilt Ozg 'yt = farrerar forengr. Aufgrund obiger Basiswahl stammen hierbei die
Strukturkonstanten aus einer Gleichung vom Typ

[id-oqryi-d-ow] =i+ farerar-d- o,

wobei die o die Paulimatrizen bezeichnen. Es ist also wegen [0}, 0;] = 2i - €05, und
€ijk€Eljk = 204

fa”c”d” = —2d€a//C//d//. (8125)
Damit ergibt sich

ag p— fa//Clld//fallc//dll = 8d2, (8.126)

Also folgt aus (8.124) mit (8.123)

" n

of = ——. (8.127)

ol = - i 5 (8.128)
Bestimmung von «of. Mit ah0yer = fiyear fercar ist
Aol = fucar fuear = 30

& ah = %o/{ = 4(71:12). (8.129)

Bestimmung von of. Einsetzen von (8.121)), wobei of = a4 = 0, in (8.122) liefert
, 2n+1

= —. 8.130
Q5 4(7’L + 2) ( )
Insgesamt ergibt sich folglich fiir Sphiren S4m+3:
/ / ’ 0 / 3 / 2n + 1
A1 = Qg = 0w = ANy = —F————, 0y = —F———
1 3 7 y 42 4(n+2)7 5 4(n+2)7
7 " 7 " n " 2
Q9 = O 2047:0,041 :m,ag) :n+2, (8131)
! 3 1"
a =———,a =1.

2(n+2)
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Die Yang-Mills Gleichungen (8.41)) und (8.42) lauten damit nach einer Reskalierung

i} 3(n+2
d=(3k+2—-2n)® —3(k+3)0T + w@%mqﬂ (8.132)
n
. 3
U =2(n+2)(k+ 1)V —4(k + 3)¥? - e+ 3)®? 4 8U° + 30 p? (8.133)
mit einem Potential
3 3(n+2
-V = (2/-@+1 —n> <I>2+(7;+)<I>4+ (n+2)(k+ 1)¥?
n
4 3 4 3 2 3 252
= g+ 3) U+ 200 — S (k4 3)70 4 U0 (8.134)

Kritische Punkte. Sei ® = 0. Analog der Betrachtungen in [8.5.3ergeben sich neben
(0,0) kritische Punkte bei (0, Uy) mit

\I/i—:t;\/i(/i—i—S)Q—(n+2)(/€+1)+i(fi+3). (8.135)

Fir @ # 0 ist (8.132)

—2n(3k +2—2n) 2n(k + 3) 2n 5
P? = v — 8 8.136
3(n+2) * n+2 n+2 ( )

Dies eingesetzt in (8.133|) fiir konstantes ¥ liefert

0= U3(2n + 16) + ¥ (k + 3)(5n — 8) + 11nk + 6n + 6n* + 3°n — 2n°k
+ W(2n2k — 16nk — 3k + 8k + 6n* — 23n + 8) (8.137)

mit den Loésungen

Up1=1, V93 = (8 + 18k — 17n — 5kn £+ wy,) , (8.138)

1
2(16 + 2n)

wobei

Wy, 1= \/(—8 — 8k + 1Tn + 5kn)2 — 4(16 + 2n)(—6n — 11kn — 3k%n + 6n% 4+ 2kn?).
(8.139)

Analytische Losungen. Tabelle[8.4]zeigt analytische Losungen in Abhéangigkeit von
K:

Fiir & = —1 erhilt man fiir ¥ = 1 die Lésung ®(t) = + tanh(5¢).

Fir k = —3 folgen aus

d=0AT=—4(n+2)T + 83 (8.140)
3(n+2)

U=0AD=(=7—2n)d
( n)® + o

P? (8.141)
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(1) U(t) K

+ tanh(3t) 1 1
7+2 7+2

3(n+e) tanh (\/ nt2) ) 0 (f) -3

+,/7242 tanh ( %2t
2 2
2(2+n) 1/20+28n+9n2+6u+3nu t
0 “6—3n+u (tanh <2 W) —1) | fns

Tabelle 8.4: Analytische Lésungen fiir S4+3 = Sp(n + 1)/Sp(n) mit u =
V(2 +n)(2+ 9n).

die Losungen (®(t), ¥(t), k)

(0, +/2 ;r 2 fanh (?t) : —3) (8.142)

74+ 2n 74 2n
d [ +4/——tanh —t1,0,—-3]|. 8.143
. ( o(nt2) " ( 8(n+2) ) ’ ) (8.143)

Mit der gleichen Argumentation wie in findet man fiir

3
Kot = Z\/Q +3n + V4 + 20n + 9n2 (8.144)
Loésungen zwischen (0,0 und (0, ¥ ),
U(t) = p,* <tanh (A”t> - 1) (8.145)
- l’l’n \/5 *
mit
1 —-6—-3nxtu
= -Vv20+28 9n? + 6u+3 = 8.146
5 V20 + 280 + 9n? & 6u & 3nu, i RO (8.146)

wobei u := /(2 + n)(2 + 9n).
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Cosetraum (®(t),¥(t), k)
S5 2 SU(3)/SU(2) (£v/2 sech (/1) 1, —1)
(£+/3 sech (% 3t) ,0,
S2n+1 = SU(n + 1)/SU(n) (£v/2 sech (/1) 1 —1)

(£y/ =5 n+1 ) sech (\/>t) 0,-3)
ST 2 Sp(2)/Sp(1) (i\/§ sech(¥%2),1, —

(£+/3 sech (i ,0,—3)

(0, ++/3 sech (1), —3)

—_
~—

§dn+3 o~ Sp(n + 1)/5]?(71) (:I:\/? sech(\/\/Tn o1 _1)
(+ 2”_27 sech ( 7Jf2"75) ,0,-3)

(0, £v/n + 2 sech(t), —3)

Tabelle 8.5: Dyonische Losungen.

8.6 Dyonische Losungen
Nach Transformation der Koordinate e” in (8.8 zu
eV =dt —idt = dr =&° (8.147)
wird der Totalraum des G-Biindels wie in zu iR x G/H mit Lorentzmetrik gp,
gp = — (&) + dape” @ €. (8.148)

Fiir diesen Fall soll nun erneut nach Yang-Mills-Losungen gesucht werden. Beachte,
dass nicht-konstante Losungen sich in aus Gleichungen vom Typ

d = y(a?® —B), v, €R,y > 0,0 #0 (8.149)

ergeben [49] mit allgemeinem Kink

O(t) = étanh (\/Zt> . (8.150)

Unter Verwendung von (8.147)) leiten sich die Yang-Mills-Gleichungen nun fiir alle ge-
nannten Beispiele analog her. Es ergeben sich die fiir die genannten Fille bereits be-
kannten Gleichungen mit umgedrehtem Vorzeichen. Bringt man diese auf die Form

.. P
b= (2 — a2q>3> (8.151)

mit geeigneten v, o, so sind Lésungen vom allgemeinen Typ

O(t) = ésech <\/Zt) . (8.152)

Es handelt sich hierbei um sogenannte Dyonen. Tabelle zeigt dyonische Losungen,
welche sich nach oben genannter Modifikation der Metrik fiir die bereits behandelten
Félle der vorherigen Kapitel ergeben.
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Cosetraum (®(t),¥(t), k)
S5 = SU(3)/SU(2) (Vabk)k sm, (\/gb(k)t) 1,-1)
(VBb(k)k sny (3v3b(R)E) ,0,-3)
S2 1 = SU(n + 1)/SU(n) (Vab(k)k sni (/3b(R)t) ,1,-1)
( 2y (k) sn, (y/5ELb(R)E) 0, —3)
ST = Sp(2)/Sp(1) (ﬂb(k)k STk (Jb(k)t) 1, —1)

S48 = Gp(n 4+ 1)/Sp(n) (\/ib(k)k STk (%b(k:)t) 1, —1)

Tabelle 8.6: Periodische Losungen, b(k) = L

8.7 Periodische Lésungen (Sphaleronen)

Kinklésungen auf R x G/H der Form (8.150)) ergeben sich aus der Gleichung
=2 (@3 - <1>) ; (8.153)

sie stellen nur eine Art moglicher Losungen dar, vgl. [49]: Fiir £ € (0,1) sind Losungen

von (8.153)) von der Form

O(t) = Hlflﬂk sny (Q / 1_31{:2t> (8.154)

mit Jacobischen elliptischen Funktionen sny. Fur k = 1 ist sng = tanh (Kink). Ersetzt
man nun R durch S' und gibt somit ein endliches Zeitintervall der Linge L vor, so ist
jede Losung der Gleichung (8.153)) periodisch in t,

O(t) = (t + L), (8.155)

und von der Form (8.154)), k£ € (0,1). Die Erfiillung der Periodizitdtsbedingung (8.155))
ist gewéhrleistet, falls

2
;e +2k VKin (8156)
mit
/2 d(’p
Ky = K(k) = (8.157)

———— néeN.
0 /1— k2sinp?

Tabelle zeigt die Losungen der vergangenen Abschnitte nach einem derartigen Uber-
gang von unendlichem zu endlichem Zeitintervall. Beachte, dass Losungen der Form
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nur fir L > 1/ V/2 existieren und deren Anzahl mit grofler werdendem L zu-
nimmt. Fiir n = 1, L > 1/4/2 und k aus ist nicht-konstante Losung
niedrigster Energie, das sogenannte Sphaleron. Es handelt sich hierbei um eine Kink-
und eine Antikinklésung, welche im Abstand von wL angeordnet sind, also einander
gegeniiber liegend auf dem Kreis sitzen. Fiir grofiere Werte von L kénnen die Losun-
gen anschaulich als Ketten von Kinks und Antikinks begriffen werden, welche sich im
immer gleichen Abstand um den Kreis winden.
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8.8 Von Instantonen zu Yang-Mills-Losungen

Fir spezielle Mannigfaltigkeiten M ergeben sich die unmittelbar aus durch Ein-
setzen der Feldstarke F und des Zusammenhangs A hervorgegangenen Yang-Mills-
Gleichungen iber dem Zylinder R x M alternativ nach einmaligem Differen-
zieren der Instantongleichung: M muss hierbei eine Spin-Mannigfaltigkeit sein, die
reelle Killing-Spinoren tragt. In [20] werden Instantonen auf Zylindern dieser Art un-
tersucht, indem zunéchst aus den grundlegenden Strukturen der betrachteten Man-
nigfaltigkeit der Instanton-Zusammenhang als (individuelle) Stérung des kanonischen
Zusammenhangs konstruiert wird. Dieser ist mit einer Familie von Metriken g, kom-
patibel, parametrisiert durch einen Scharparameter A € R. Fiir eine bestimmte Wahl
von h wird die Torsion des kanonischen Zusammenhangs antisymmetrisch.

Im Fall eines beziiglich der Schar g, metrischen kanonischen Zusammenhangs mit
antisymmmetrischer Torsion lassen sich die aus den Instantongleichungen hergeleiteten
Yang-Mills Gleichungen auf Sasaki-Einstein-Mannigfaltigkeiten SU(n + 1)/SU(n) mit
denen auf a-Sasaki-Mannigfaltigkeiten SU(n + 1)/SU(n) mit flacher Cartan-Killing-
Metrik K vergleichen: Das folgende Kapitel zeigt, dass g, und K durch Reskalierung
auseinander hervorgehen; hierbei ist diese entsprechend der Aufspaltung der Menge von
Cosetgeneratoren a = {da’,a”} fiir beide Indexuntermengen verschieden zu wéhlen. Es
wird gezeigt, dass dies in den Yang-Mills-Gleichungen zur Anderung um einen gemein-
samen Faktor fiihrt. Auf diesem Wege lésst sich folglich eine Bestétigung der Resultate

(8.32) geben.

8.8.1 Instantonen und die Yang-Mills-Gleichung

Definition 8.8.1 (Reelle/Parallele Spinoren). Sei (M, g) eine Spin-Mannigfaltigkeit
der Dimension n und E ein Vektorbindel iber M mit Zusammenhang A und Krim-
mung F € T(A’T*M ® End(E)),

F=dA+ ANA. (8.158)
Sei ferner e € T'(S) ein Spinor des zu E assoziierten Spinorbindels S mit
ViCe =ilypue (8.159)

wobei A € R und die Metrik falls nitig immer so reskaliert werden kann, dass A =
1/2[20]. Dabei sind V€ der Levi-Civita- Zusammenhang und Yu Generatoren der
Clifford-Algebra, {y",~"} = 2g". Fiir A = 0 heifien € parallele Spinoren, fir \ # 0
reelle Killing-Spinoren.

Es lasst sich zeigen, dass Killing-Spinoren auf M parallele Spinoren auf dem Kegel
(R x M, gc) = (R x M, dt? +t2g) bedingen, vgl. Kapitel @ Allein Sphéren sowie Man-
nigfaltigkeiten M vom Typ Go mit dim(M) = 7, nearly Kéhler mit dim(M) = 6,
Sasaki-Einstein und 3-Sasaki tragen reelle Killing-Spinoren. Diese definieren jeweils
eine G-, SU(3)-, SU(n)- bzw. Sp(n)-Struktur. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung siehe
[18].

Instantonen lassen sich nun auf verschiedene Arten definieren. Grundlage fiir die
Folgende sind Spin-Mannigfaltigkeiten, alternativ lassen sich Instantonen jedoch auch
ausgehend von G-Strukturen auf allgemeinen Mannigfaltigkeiten erklaren. Siehe dazu
[20].
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Definition 8.8.2 (Instanton). Sei (E, 7, M) ein Vektorbindel iber einer Spin-Man-
nigfaltigkeit M mit assoziiertem Spinorbiindel S, welches mindestens einen nichtver-
schwindenden Spinor e bereitstelle. Ein Zusammenhang A auf E heifst dann Instanton,
wenn fiir seine Feldstdrke F gilt

F-e=0. (8.160)

Hierbei bezeichnet - die Clifford-Wirkung von F' auf €, F' - € := y(F)e, und

1 1
v (Iﬂwm...upe‘“”'“”) = 1 (8.161)
1
7#1..#;0 — Z Sign(o‘)/‘)/uﬂ'(l)'.‘fyl‘l’o'(p)’ (8162)
o€Sy

fiir allgemeine p-Formen w. Beachte, dass (8.160|) gerade der Gaugino-Gleichung (1.12)
entspricht.

Es lésst sich nun folgender Zusammenhang zwischen Instantonen und der Yang-
Mills-Gleichung herstellen [20]:

Theorem 8.8.3. Sei M eine Spin-Mannigfaltigkeit mit Spinor €, so dass erfullt
ist, und A ein Instanton auf M. Dann lost A die Yang-Mills-Gleichung.

Dies gilt sowohl fiir parallele als auch fiir reelle Killing-Spinoren. Im Folgenden werden
Mannigfaltigkeiten betrachtet, die reelle Killing-Spinoren tragen:

8.8.2 Herleitung der modifizierten Yang-Mills-Gleichungen auf R x M
aus der Instantongleichung fiir a-Sasaki-Mannigfaltigkeiten M =
SU(n+1)/SU(n)

Sei nun im Speziellen M eine (2n 4 1) dimensionale Sasaki-Einstein-Mannigfaltigkeit
der Form M = G/H = SU(n + 1)/SU(n) mit lokaler Orthonormalbasis {e', e} fiir
T*M und Generatoren von Lie(G/H) und Lie(H) bezeichnet mit Iy, I, bzw. I;, a €
{2,...,2n + 1}. Dann existieren auf M reelle Killing-Spinoren ¢,é. Es sei im Folgenden
€ so, dass mit A = 1/2 erfiillt ist, und (e, e) = 1.

Es lassen sich nun mit ', P/, w und 7 die kanonische 4-, 3-, 2- bzw. 1-Form derart
definieren, dass [20]

w= —%(e,'yﬂyde“ NeY, = (e yu€)e, (8.163)

und

i
3!
1

Q/ = _$<67 P)/uwi)\>5uw{)\a d * Q/ = (n - 3) * P, (8165)

P = (€, Vuwp) P, dP' = 4Q)', (8.164)
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Da M Sasaki-Einstein ist, ist die Casimir 4-Form @ auf M gleich der kanonischen
4-Form @' (vgl. Abschnitt [6.1]),

Q’:Q:%w/\w, 4Q = dP,

(8.166)
P=P =nAw.
Ferner gilt
d+Q=2n—2)* P, dnp =2w, d*w =2n 1. (8.167)
Mit {e!, e} kann nun eine Basis so gewihlt werden, dass
n=-cl, w=e*ANe’+ .. F eI APt (8.168)

Betrachte nun den Zylinder (R x M, gz), gz = €°®€° + gp,, mit noch zu spezifizieren-
der Metrikschar g, und € := dt mit t,h € R. Um auf dem Zylinder Instantonen zu
konstruieren, ist zundchst die Einfiihrung des folgenden Objektes notwendig;:

Definition 8.8.4 (Kanonischer Zusammenhang). Sei M eine Mannigfaltigkeit mit H -
Struktur. Ein Zusammenhang YV auf TM mit Holonomie G und Torsion T heifit
kanonisch, wenn G = H und T total antisymmetrisch beziiglich einer Metrik, die mit
H wvertrdglich ist.

gn kann nun so gewéhlt werden, dass V¥ beziiglich g, metrisch ist. Man sagt dann
auch, der kanonische Zusammenhang sei mit g, kompatibel. V¥ lisst sich durch Stérung
des Levi-Civita-Zusammenhanges V¢ mit der 3-Form P konstruieren, wobei letztere
von der Struktur der betrachteten Mannigfaltigkeit abhéingt. Auf Mannigfaltigkeiten
mit reellen Killing-Spinoren ist V¥ ein Instanton. Man kann zeigen, dass dies auch fiir
allgemeine Cosetraume gilt [50].

Der Instanton-Zusammenhang V4 auf dem Zylinder geniigt der Instantongleichung,
xF'=—%xQzNF, (8.169)

Hierbei bezeichnet Q die mit der G-Struktur von Z assoziierte Casimir-4-Form. V4 ist
durch eine Stérung des kanonischen Zusammenhangs gegeben. Einer solchen Stérung
von V¥ auf M entspricht dessen Lift auf 7'Z[20]. Im Folgenden sei die Stérung durch
eine (von der zugrundeliegenden Struktur von M abhingige) charakteristische Anzahl
paralleler Schnitte in T*Z ® End(TZ) so gegeben, dass die Eichgruppe von V¥ der
Strukturgruppe von M entspricht.

Bestimmung von VP. Im Fall, dass M Sasaki-Einstein ist, ist G = SU(n). Die
Komponenten des kanonischen Zusammenhangs ergeben sich wie folgt [20]:

1

P1b LC b

e =Lerd 4 - p
pa Ha Ty et (8.170)

Pprl _Pya _LC 1a
—Prl, =P e, =0T 4Py,
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Hierbei bezeichnet LCFZb die Komponenten des Levi-Civita-Zusammenhanges. Damit
folgt fiir die Komponenten der Torsion T von V¥ mit Hilfe der Maurer-Cartan-Gleichung

1
n et A (8.171)
n

T' = Pet ne, T =

Ansatz einer Metrik, beziiglich derer V¥ metrisch ist. V7’ ist nun mit folgen-
der Wahl von g, vertréglich:

g i=e' ®et + exp(2h)dqpe @ el (8.172)

Durch diese Vorschrift ist eine Familie von Metriken gegeben, die Sasaki bis auf Skalierung
sind, das heifit gp,  := 72 gy, ist Sasaki mit v € R: Laut Bemerkung gilt

de' = 2w = 2(e® + ... + 22T, (8.173)
in einer neuen Basis
{e}, &%} := {ve!, yexp(h)e} (8.174)
wird zu

de! = 2w =~y71de! = 2y 2 exp(—2h) (% + ... + 22 ) = 29 % exp(—2h)@
= dé' = 2y Lexp(—2h)a. (8.175)

Fir h = 0 ist g, Einstein. Fir

2n
2h) = 8.176
exp(2h) = ——— (8.176)
wird die Torsion zu einer antisymmetrischen 3-Form und
de' = dij = a(y, h)a, (8.177)

mit a(y, h) = ”7—‘;1 Folglich definiert gy, fiir alle a eine a-Sasaki-Struktur auf M.

Wenn a = 2 (& v = exp(—2h)), wird diese Sasaki (vgl. [51]). Im Fall von M =
SU(3)/SU(2) = S ist mit Strukturkonstanten gewihlt wie in o = —3 (siehe [52]
mit dortigen Referenzen): Auf fiinfdimensionalen Sasaki-Mannigfaltigkeiten M?® lassen
sich die Formen n und w aus in einer orthonormalen Dualbasis e, pu = {a,5},
schreiben als

1
n=—e, w=w’= 57731)6& Ael. (8.178)
Hierbei bezeichnet na3b die Komponenten des 't Hooft-Tensors. Sei nun im Speziellen M?®
eine Mannigfaltigkeit mit SU(2)-Struktur. Dann lésst sich eine lokale Orthonormalbasis

el ..., e so wihlen, dass

n=—e, wh=eB e W =e3 42 W =e? 43 (8.179)
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Betrachtet man nun einschrankend den Fall M® = S° mit Strukturkonstanten wie
in (8.5.1) und Cartan-Killing-Metrik, so lasst sich zeigen, dass eine Reskalierung der
Generatoren

A

1 N 1 N
Ia — BIa = Ia, I5 — 715 = I5, Il — Iz = Iz (8180)
L

durch die Wahl von (¢, 8) € (R\ {0}) x RT verschiedene Arten von SU (2)-Strukturen
hervorbringt. In der neuen Dualbasis é* ist nun

~ L .3

Folglich versieht eine Wahl der Generatoren wie in wegen (¢, 3) = (1,1) S° mit
einer a = —%—Sasaki—Struktur und Cartan-Killing-Metrik gox = dqpe® ® el + e® @ eb.
Fir eine Reskalierung (1, 8) = (—%,ﬁ) (= « = 2) ergibt sich gox = 1204,4€* ®
éb + 9¢° @ é°. Dies entsprlcht gerade G,n mit der Wahl exp(2h) = %, ~v = 3 und einer

1 141
Reskalierung e“ =3 \f , e = —gé.
Bestimmung der Instantongleichungen auf R x M. Die Casimir-4-Form @z

auf dem Zylinder iiber einer Sasaki-Einstein-Mannigfaltigkeit hingt vom Scharparame-
ter h aus dem Ansatz (8.172) fiir die Metrik g;, ab, wobei nun h = h(t),

Qz = exp(2h(t))dt A P + exp(4h(t))Q. (8.182)

Die Instantongleichungen auf dem Zylinder ergeben sich nun als Differentialgleichungen

erster Ordnung fiir reelle Funktionen ® = ®(¢), ¥ = ¥(¢) mit folgendem Ansatz fir
den Zusammenhang V4 auf R x M [20]:

VA = VP L U(t)ell; + ®(t)e], (8.183)

Hierbei sind die Generatoren so gewahlt, dass

I, = fh,
1
Ifa = _Ewalh _I?l = 1110 = 17 (8184)
_I((l]b = IgO = 527 _IclLb = —721 = Wgb- (8185)

Die Strukturkonstanten sind in dieser Basis gegeben durch

= 2P, [5=0, fl,= " - 1P1ab- (8.186)

Damit lauten die Instantongleichungen:
U = 2nexp(—2h) (9% — U) (8.187)
b=""Lomw_1) (8.188)

n
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Von Instantonen im Sasaki-Einstein-Fall zu Yang-Mills Losungen auf o-
Sasaki-Mannigfaltigkeiten. Aus den Instantongleichungen und

lassen sich im Fall von a-Sasaki-Mannigfaltigkeiten M = SU(n + 1)/SU(n) die Yang-
Mills-Gleichungen durch einfaches Differenzieren herleiten und somit die Resultate
bzw. konkret iiberpriifen, denn die Wahl der flachen Killing-Metrik
und antisymmetrischen Torsion entspricht im Fall von Sasaki-Finstein-Mannig-
faltigkeiten M = SU(n + 1)/SU(n) (bis auf Reskalierung) gerade der Wahl gj, , mit

B.179),

2 B -
72 (el ®el + fﬁ‘sabea ® eb> =0 e" @ e (8.189)

mit einer Aufspaltung des Indexbereiches so, dass {a'} = {2,3,4,...2n +1},{a"} =
{1}, mit a € {1,d'}.

Die Yang-Mills-Gleichungen bzw. (8.28) lassen sich nun nach Indexziehen
mit gp ., exp(2h) = nz—fl, in der Feldstéirke (8.15) konkret bestimmen. Es zeigt sich,
dass sich bei Verwendung dieser Metrik statt der flachen Killing-Metrik, also nach
nicht-einheitlicher Reskalierung der Basis fiir den Coset gemafl (8.174]), bis auf einen
gemeinsamen Faktor 72 exp(—2h) wieder das Resultat wie in rgibt. Die aus-
fuhrliche Rechnung dazu findet sich im Anhang [B]

Aus (8.187)) und (8.188]) folgt mit (8.176)) nach Differenzieren und einer Reskalierung
t— (n+1)%

. 2 2

U == — ( + 1) 24+ v (8.190)
n n

| 2 1 1 1

d=—00% - ( + ) OV + — &+ —P3. (8.191)
n? n? n n2 n

Koeffizientenvergleich mit (8.41) bzw. (8.42) liefert fiir die Faktoren in (8.190) bzw.
(8.191)

1
—«
2

" ” " 2 2 1 1
=qa; +ay + as, <n+1>: 1(/€+3),1:§Oé (H+2)—§,

/ / / 2 1 r 1 1 1
:a2—|—a3+oz7, ﬁ+ﬁ = (/€+3)O[2, ﬁ = 50{ (/€+2)— 5 (8192)

/ / /
:Oé1+()é2+@5

:\sz‘Hs\m

Nach einer Reskalierung t — \/%t in (8.190) und (8.191) sowie mit Kk = k(n) =n —1
ist (8.192) mit den fiir S?"*! ermittelten Werten (8.85) erfiillt.
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Kapitel 9

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden die Yang-Mills-Gleichungen mit total antiysmmetrischer Tor-
sion Type = Kfape, modelliert durch Werte x € R, auf Mannigfaltigkeiten (M, gcoxk)
auf analytische Losungen fiir G-invariante Zusammenhinge A € A'(M, %) untersucht,
wobei A = X;e! + X,e® in einer Basis {e’,e?} fiir T*M und X;, X, € 4. M ist Ba-
sismannigfaltigkeit des zu P = (R x G/H) x G,m,R x G/H, G) assoziierten Vektor-
biindels & = P X4 ¥, gox bezeichnet die Cartan-Killing-Metrik. G-Invarianz wird
durch Erfiillen der Gleichung [I;, X,] = f? X gewihrleistet. Diese Bedingung folgt aus
der Tatsache, dass allgemein eine unmittelbare Korrespondenz zwischen K-invarianten
Zusammenhéngen auf G-Biindeln mit zusétzlich wirkender Automorphismengruppe K
und der Menge von Lie-Algebra-Homéomorphismen A : J# — ¥ existiert und %
sich nach seiner Stabilisatorgruppe ¢ zerlegen lésst. Unter Beriicksichtigung dieser
Gegebenheiten lassen sich tiber die G-Invarianz-Bedingung die Koeffizienten X;, X, € ¢
des Zusammenhangs bestimmen. Ein Ansatz fiir A mit X, = ®I,, wobei ® = ®(¢,a),
erweist sich dabei als der allgemeinster Gultigkeit.

Fir die verschiedenen Basismannnigfaltigkeiten vom Typ a-Sasaki und 3-Sasaki,
S+l = SU(n+1)/SU(n) bzw. S4+3 = Sp(n+1)/Sp(n) ergeben sich die Yang-Mills
Gleichungen mit Torsion nach geeigneter Basiswahl und passender Unterteilung der
Menge von Generatoren {I,} des Cosets gemafi {a} = {a’'} U {a"}; letztere trigt dem
Umstand Rechnung, dass Sasaki- und 3-Sasaki-Struktur ein bzw. drei Reeb-Vektorfelder
auszeichnen.

Alternativ lassen sich die Yang-Mills-Gleichungen mit total antisymmetrischer Tor-
sion auf a-Sasaki-Mannigfaltigkeiten statt mit gox mit einem Vertreter einer Familie
von Sasaki-Metriken g, herleiten, wobei hierfiir im Speziellen exp(2h) = fT" zu wéhlen
ist: gox und gp gehen durch (nicht-einheitliche) Reskalierung der Generatoren I/, I~
auseinander hervor. Es wurde gezeigt, dass dies die Yang-Mills-Gleichungen nur um
einen einheitlichen Faktor dndert. Auf Grundlage dieser Argumentation konnte das auf
obigem Wege erlangte Ergebnis fiir die Yang-Mills-Gleichungen durch Ableiten der In-

stantongleichung auf Sasaki-Einstein-Mannigfaltigkeiten aus [20] bestétigt werden.

Als analytische Losungen endlicher Wirkung zwischen zwei kritischen Punkten des
zu den Yang-Mills-Gleichungen gehérigen Potentials V' ergaben sich in allen Féllen von
betrachteten Sphéren fiir verschiedene Werte von x Kinklésungen fiir ®. V' weist dann
spezielle Symmetrie auf. Die nur von der Zeit abhédngigen Kinklésungen interpolieren
verschiedene Vakuumzustdnde und sind stabil, da Zeitentwicklung als Transformation

99
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stetig ist und die Energie endlich lasst; derartige Transformationen vermogen das Feld
nicht in eine konstante Losung verschwindender Energie zu tiberfithren [49].

Dyonen (Teilchen mit sowohl magnetischer als auch elektrischer Ladung) und pe-
riodische Kinklésungen/Sphaleronen findet man durch Ubergang von euklidischer zur
Lorentzmetrik durch die Ersetzung ¢t — it bzw. durch Annahme, dass ¢ periodisch
mit Periode L ist. Dyonische Losungen vom Typ Secans Hyperbolicus laufen dabei in
Zeitrichtung von einem kritischen Punkt ausgehend parallel zu einer Achse bis zu einem
festen Wert 1/a und wieder zurtick, wobei 1/« der Stauchfaktor des sech ist. Es handelt
sich um sogenannte Bounce-Losungen. Periodische Lésungen vom Typ sinus amplitu-
dinis entsprechen anschaulich immer abwechselnd zu einer Kette angeordeten Kinks
und Antikinks. Fir kleinstmogliches L ergibt sich ein Sphaleron, eine Kette bestehend
aus nur zwei Gliedern. Diese befinden sich zwar im instabilen Gleichgewicht, iiben je-
doch aufgrund der Tatsache, dass sie sich genau gegeniiber liegen, keine Anziehung
aufeinander aus, was eine gegenseitige Ausloschung verhindert [49].



Anhang A

Herleitung der modifizierten
Yang-Mills-Gleichungen
mit flacher Metrik

Mit {a} = {a'} U{a”} vereinfachen sich die einzelnen Faktoren in (8.34)

1
I/ = 5 (,‘Q =+ 1) fb/cdfa’cd — fblcjfalcj’ (Al)
1
I// = 5 (R + 1) fb/cdfa”cd - fb,cjfa”cj (A2)
II = fblcldl [Xcl’Xd/] —|— fb/c/d// [Xc/’Xd”] + fblC//dl [XCH’Xd/] —|— fb/c//d// [XCH’Xd//]
(A.3)
ITT = (X, [ X, X" ] = [ X7, [X*, X" (A.4)

mit der Annahme (8.37)) bzw. (8.38)) zu

/ 1 / 1 !

I :§(I€+1)a5b/a/—5(1—a)5b/a/, (A5)
" 1

I = 5 ( + 1) fb/cdfa//cd - fblcjfa”cj ’ (AG)

II =fy g (fc’d’e’le’ +foqerder + fc’d’jIj)
b g (o By + ol + S i)
+ fy g @0 ( Sae L gy + fc”d/jfj>
b fy e (g o+ L Lo+ Sy
:fb’c’d"i)z (fcld/ele + fc/d'jIj>
+2fy g OV (fc’d”eIe + fc/d”jlj)
4 fyoar (Lo e+ Ly 15).
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" /

=3 4 bl ) b . .
IIT = &L, (1%, 1° ] + QW21 v, [I* ,1°]] ist mit

=I1T =I1r"
II7 :éB[ICL 7fa,b/c/IC/ —+ fa/blc//Ic” —+ fa,b/j‘[j] R (A?)
II7 :é@Q[IU« o'y o Ic, —+ fa”b/c” ICH —+ fa”b,jjj] (A8)

schliellich
1T =8y (Fyooly + Fyeorde + foeili)

+ &y (Faere Lo + e Lo + i)

+ 0y (Farjerde + futjerder)

O [y (Fre e+ Fure o T + fure 1)

QU g (farr Lo + farrar T + For o i15)

T QU g (Farjede + Farger L)

==& ((yareloret Fyaifoai) Te + yaediacli)

=8 ((fyareeare ¥ Fyarshears) e+ Fyarcircs) - (A9)

Damit ist

oIy =

N |

’ 1 ’ =~
(k41 ady, -5 (1-d) 5b,a/) o1,

1 ~
+ (2 (K: + 1) fb/Cdfa”cd - fb,cj-ﬁl”cj) \Ijja//

- % (5 +3) (Fyed ¥ (Fogde + foar 1)

=2y @8 (o0 Te + Fogr i)

— Fye O (Forgrde + Forgrs1s) )

+ & ((Fyarefee + Ty iFeas) Lo + Fyarefiurcli)

+ QU ((fyacduate + Fyar juay) Te + Fyarefiar s ) (A.10)

Unter Beriicksichtigung von (8.39)) und ({8.40) vereinfacht sich dies zu

= 1 ’ 1 ’ =~
q)Ib/ = (2 (/Q —+ 1) o 6b'a/ — 5 (1 — ) 6b/a/> Q)Ia/

1 =9 ¥ ¥ T2
_ 5 (H + 3) ((I) fblcld/ fc/d/ele +20W¥ fb/c/d//fc/dﬂe‘[e +v fb,c"d” fc”d"e‘[e)
—_——

! ! !
=ag ::aQIb/ ::aBIb/

=3 <<,
+ @ fb/a/cfeatlcle—+—fb/a/jfeob/jle + oV fb/a//cfea//cle+fb/a//jfea//jle
—_— — ———
::(al1+al2)lb/ ::a’slb, ::(a;—‘—ag)lb/ ::O/?Ib,

(A.11)
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Die modifizierten Yang-Mills-Gleichungen lauten also

= 1 ~ 1- 1 3 ~ ’ ~ o~ ~ ’

¢ =sa (k+2)P— ;- <2/¢ + 2) (¢2oz1 + 200, + \I/2a3)
+ & (o] +ay +a5) + 32 (ay + a3 + a7)

und

% 1 =~ 1 ~ 1 3 ~ " ~ o~ ~ "

V=ga! (k2 ¥ - oW - <2ﬁ + 2) (920 + 20Wa; + %))
+ 03 (ag—i—ag—i—a;) + U2 (o/é%—o/{—l—aié).
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Anhang B

Herleitung der modifizierten
Yang-Mills-Gleichungen
mit Sasaki-Metrik g; fiir A # 0

Es sei die Sasaki-Metrik g, gegeben wie in (8.172)) und die Feldstédrke F' wie in (8.15)).

Aus
F% = gP0gi Foe = gh" For + g5 Foz = v*0uFo1 + v 0 Foz
FOU— 42X,
F* = 6393 Faa = 9’91 Fra + 0300 Fy g + 95091 Fin + 93 93 Fag
=Y F1i0ubic + 7' e F 0165, + vt e T Fardapdie + e F bl
FYe = ey, — AAe=2h (_ﬁ'é_fl. — fL X+ [ X1, X@]) ;
P 746—2hF51 — yte~2h (_fg‘l[i — f,;lea + [Xg,Xﬂ)
Fhe 746_2hFBa _ 746—4h (—fgféfi _ fz?éX& + [XI;,Xa])
Fbe = 74672hF,11(5d5(516 + 74674hF&J5&56d~c
4_—2h —2h
=7ve€ FBC (5dl~7510 +e (5@5&()
folgt sofort
F0b ,YzethFOB _ 726’%)'(5
FU—74F, =0
Damit erhélt man die restlichen Terme (8.28]):
EOFOB _ 726—2hXE
EFO = 2%,

E,F® =0
d ab _ d ab d 1b
wdaF = wdaF -+ wle
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Wi % = (5aé5lb + 6_2h5aa5éb) yle | e fs + (ff +1) 5 (_fgb — 5, Xg + [Xa, Xb])
%,_/
=0
= (5aa51b + 6_2h5a~5éb) ye ( eifib L — ehfis Xy + edfza[XmXb])
= (Gaedup + e~ 0aady ) 7' (—elfh — eg fi&) (oL + F5, X5 + fi X0 — [Xa, Xu))
= — (Gacoun + € M dae0an) e (e 2L + € 2 X5 + €nfh X
- egfz%[th Xb] + ezifildfgb‘[j + 6Zifzaf X + elfmfale - elfm[Xa’ Xb])
(B.14)
P _ 1
Wi 'Y = wi F' = yte™" | el f + 5(“ + 1)1 ( — [ X+ X1, X5 ])
|
=0
=le ™ [ —euff flbf eqfil f — eaf X e filX, X;)
=0
= —te e (£ + £ X5 — (X1, X3))
= —yte ( dfnf] I + edfufg X5 — egfﬁ[Xl,XgD (B.15)
wi pal fiir b=1
wd Fb = (B.16)
wdaF“b—l—wl Flb fir b="5
— e‘zh(ed i1 I + e fngg + e L X1 - e [Xa,Xl]
_ el fafhl +61 fng” _elifz‘la[deXl]) fir b=1
—ytem (el fL T+ el 1% Xy + € fi[Xa, X5 fir b=b
wWhyped = b bR b (B.17)
- 1 . )
wgJch — yhe~th (e lbd + §(H +1) C%) (- ngj — foXe + [Xg,XJ])

— e ( eLflfLLy — el fh e Xe +efb[XC,X]>
4 —4h 1 ] 1 € 1
+te (_2( V) [0 —f(/@+1)f Xe+ S+ 1)[2 [XC,X])

2
_ 4 —4h(€ fdfj I +e fdfe~X —€5f-b”[X67XJ]
1

+;<n+1>f L Sk DR — Sk DX X)) (B1)
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i - i 1 j é
w?d”Fld = yte= (@1f-b~+ 5(“ +1) b“) (— fde — fiiXe + [XlaXCZ])
- _746 (elf ffdl + elfdfld elf [Xh ]
1 . 1
+ 5(” + 1)f1d~ffd~fj + 5(’43 + 1) fo X — 5(” + 1) X1, X))  (B19)
N . 1 A N
R o (615 D+ 5(5 +1) fl) (— L1 — faXe + [Xe;Xl])
= —yle (e éfiblfgl[j + el fh faXe — ebfh [ Xz, Xi]

; 1 . 1
K+ 1) 2 41 +§("5+1) b faXe — - (k4 1) fh[Xe X1)) (B.20)

1
+5 5

5

L+ 1) t)—

B : . 1 :
why et = —yle 4hZ( 2L (e b+ 2("5 + 1) f2) + faXa(elfly+ 5

(X Xal(ehfly— g0+ 1) %) (B.21)

[Aa, F®] = [Aa, F®] + [A1, F"] (B.22)

[Aa, F) = y'e™ (53000 + e300 ) [eh i + Xa, — 21 — 19,5+ [Xa, X
= te M (8010 + e 000 ) (—eh foy 1 ] — ek 51T, Xg) + el T [Xa, X))
+te ™ (55010 + € M a5p000) (—F4[Xa, ) = f5[Xa, Xg] + [Xa, [Xa, X))
= =y e (0p01e + € 0 00 ) (b S FI Tk + b2 F5Xe + ehfh, iy X
+ eh [ Xy, (15, Xal] + €5 [Xa, [Xo, L] + f2, 15, Xe + [2f2; X1 + 12,[Xa, Xg]
- [Xa, [Xa, X))
— ffy4e—2h (25010 + € 205500 ) (b fL P + €b 13, F5Xe + ek f2, X0
eq Il Xo, Xe] + €éfilzl[Xb,X1] + e[ Xa, Xe] + e fi[ Xa, X1)
+fibfaJX + [ f3X0 + [5[Xa, Xg) — [Xa, [Xa, Xu])) (B.23)

FU) = A4 _4h[e I+ X1, — — £ X5 + [ X1, X))
= te M (el 1L, 1)) elflgm,xg}+el[fi,[X1,X,;n)
( 4. X1, fg~[X1,X*]+[X1,[X1,XBH)
e _4h(€1f f Ik+€1 Xz +€1f ~X1+e’i[Xl~),[I¢,X1”
el[le[Xévl']]+fjbfle + f21X1, Xg) — [ X, [ X1, X))
= —yle (el L AL + e ff fZgX + el fI e X + €l fR1XG, Xe]

+ e FAIXG Xa] + €l FE X0, Xel + [ 5 Xe + £5 X0, Xg) — (X1, (X1, X))
(B.24)
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= [Ag, FP) =

Daraus folgt

v2e

X0 =
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[Az, F] fir b=1,
(B.25)
[Ag, F®) + [Ay, FY]  fiir b=b.
Ve (el [ R T + € 2 £5Xe + eb f s Xa
reb fal X1, Xe] + ef fa[ X, Xa] + ef f;[Xa, Xe] + 4 f1;[Xa, X
+ 135 Xe + Fl 12X + 14 Xa, Xg) — [Xa, [Xa, X1])) far b=1,

e (el f R T + LT F X + ehful X Xl + €l £ [Xa, X.]
+ o fajXe + [ Xas Xg] = [Xa, [Xa, XG]]) fiir b= b.

—2h jb — pAe—dh (wgaFab + wb Fed + [A,, F“b]> mit b=b,

(B.26)

2R = e (wd, F b el A F) it b= 1.

Hierbei st (wd, F° + wly o4 + [Aq, F2']) wie in (8.31).




Anhang C

Herleitung der

G-Invarianz-Bedingung

Laut (8.45) ist

A‘///(aan) = ab,\(j)

Betrachte diese Gleichung fir X, € /.

Ag(X)), Xe,jcld

(C.1)

Schreibe J 5 j = exp(tJ) mit J € ¢ und

weiter den Generator I, von .# als Ableitung einer Kurve durch die Einheit, I, =

ds s—
und

Ay (ad;l,) = avy)Ay(La)
S Ay (W0juela) = A0y (j)veXa
< Ay (Q[Dexp(tﬁ)*eja) = le)\(exp(tﬁ))*eX“

exp(s[a). Aus (GI2) ergibt sich dann unter Ausnutzung von Definition
(3.38) die G-Invarianz-Bedingung (8.49)) wie folgt:

2.2.1

e Ay % . (%exp(ta)*e eXp(Sfa)> = % . (Q[a)\(exp(tﬁ))*e EXP(SXa)>
< Ay 4 (exp(tﬁ) exp(sly) exp(—tﬁ)) = — (exp(t{}) exp(sXy) exp(—tf;))
7 ds|s—g ds|s=o
(C.2)
& Ay 4 (3 exp(sly) — exp(s[a)3> = — (3 exp(sX,) — eXP(SXa)3) (C.3)
“ds 5=0 ds 5=0

& A([3, 1)) = [3, Xa]
o A([Z a; 1, Ia]) - [Z a:l;, X,

& A(fo 1) = I, X
& (L, Xa] = fL.X0

(C.3) geht hierbei aus (C.2)) durch Differenzieren nach ¢ an der Stelle ¢ = 0 hervor.

109



110 ANHANG C. HERLEITUNG DER G-INVARIANZ-BEDINGUNG



Anhang D

Bestimmung von ad (¥ )fiir
G/H =SU(3)/SU(2)

In einer Cartan-Weyl-Basis mit ist adp, (9)(a,b,c,d,e, f,g,h) = [h1,ah1+
bLY + cLy + dLf + eLj + fL{ + gLy + hhs] mit Zeilenvektor (a,b,c,d,e, f,g,h),
a,b,c,d,e, f,g,h € C, und analog fiir adL?j): (¢). Man erhalt damit fir ady := abLi (9),
a0 =ad, - (%) und ad; = adp, (¢): l

0 0 —2 0 2¢ O

1 0 0 0O 0 O

o0 o0 . - 0 0 . .

1 1. 0 =2 1 0 0
aL = — , a0 = — .
NV 0 ) V3 i 0

. 0 O 0 —2

—1 0 . 0 O
0 . 0
0o .
-7 .

1 _2
ay =—|° 2
VB C

. i

_2
-5
.0

(D.1)
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