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Einleitung

Diese Arbeit handelt von Losungen der fiir die theoretische Physik bedeutenden WDVV-
Gleichungen. Es wird ein kurzer Uberblick iiber die Herkunft und die physikalische Be-
deutung der Gleichungen gegeben, wichtige bisherige Erkenntnisse zu Losungen eines
speziellen Typs, den ,Kovektor-Losungen”, werden zusammengestellt, und eine neue
Methode zur Klassifikation und Konstruktion von Kovektor-Losungen wird vorgestellt.

Die WDVV (Witten-Dijkgraaf-Verlinde-Verlinde)-Gleichungen sind ein System nicht-
linearer partieller Differentialgleichungen fiir eine Funktion F' von n reellen oder kom-
plexen Variablen; Sie konnen geschrieben werden als

FF'Fy = FF'F, i k=1,..,n

mit den Matrizen
(Fz)lm = é?lalﬁmF

Diese Gleichungen treten in verschiedenen Gebieten der theoretischen Physik auf,
in 2-dimensionaler topologischer Feldtheorie, in Seiberg-Witten Theorie und in N =
4 superkonformer Vielteilchenmechanik. Sie stehen somit in Zusammenhang mit einer
Vielzahl von physikalischen Konzepten; in Kapitel 1 wird ein kleiner Streifzug gemacht,
der einen Eindruck davon vermitteln soll.

Aufgrund ihrer groflen Bedeutung in den genannten physikalischen Gebieten und auf-
grund ihrer mathematischen Eigenschaften haben sich seit ihrer Entdeckung 1990 viele
Physiker und Mathematiker mit ihnen beschéftigt, und Losungen zu ihnen wurden ge-
sucht. Eine Vielzahl von Losungen teils sehr unterschiedlicher Typen wurde im Lauf der
Jahre gefunden, sowohl aus den physikalischen Theorien als auch durch mathematische
Analyse und Umformulierung. Bis heute ist es jedoch nicht gelungen, alle Lésungen zu
klassifizieren und dies scheint auch iiberhaupt noch nicht absehbar. Man hat keine Vor-
stellung davon, wie viele weitere Losungen existieren und was fiir andere Formen man
finden konnte.

Diese Arbeit konzentriert sich auf Losungen eines speziellen Typs, die Kovektor-
Losungen; sie haben die Form

F(x) = Z a(x)?log a(x)?

acA

fir x € V = C" mit einer endlichen Menge
A={a} CV* (0.1)

von Kovektoren. Da jede solche Funktion F' durch ,,ihr System” A definiert ist, entspricht

'In dieser Form werden sie manchmal als verallgemeinerte WDVV-Gleichungen bezeichnet, da sie zuerst
(in der topologischen Feldtheorie) nur zusammen mit einer weiteren Forderung an die Funktion F
auftauchten und daher in einer ,spezielleren” Form geschrieben wurden (siche Kapitel 1). Aulerdem
werden weitere Darstellungen der allgemeinen Form verwendet.



die Suche nach WDV V-Kovektor-Lésungen der Suche nach den entsprechenden Systemen
A von Kovektoren, V-Systeme genannt. Dies wird in Abschnitt 2.1.1 genauer erlautert.

Es ist gelungen, die von den WDV V-Gleichungen an diese Kovektor-Systeme gestell-
ten Forderungen umzuformulieren in verhaltnisméafig einfache geometrische Bedingun-
gen, V-Bedingungen genannt. Verschiedene Darstellungen dieser Bedingungen werden in
Abschnitt 2.1.2 zusammengestellt

Ferner reicht es, eine bestimmte Klasse von V-Systemen A zu finden, aus welcher
sich alle anderen durch GL(n)-Transformationen ergeben. Fir diese Klasse lauten die
Bedingungen, wenn man V* mit V identifiziert, wodurch die geometrische Bedeutung
klarer wird

e Fiir jede Ebene in V, in welcher genau zwei Elemente «, 5 von A liegen, sind diese
orthogonal, <(«, §) = /2

o Fiir jede Ebene Il in V', in welcher drei oder mehr Elemente von A liegen gilt, dass
die Lineare Abbildung von V' — V, definiert durch

Gn = Z a® o
aclinA

in der Ebene II proportional zur Identitét ist,
Gn(z) =Xz Vrell
mit A € R bzw. A € C, welches von der Ebene II abhdngen kann

Die Umformulierung der WDV V-Gleichungen fiir den Kovektor-Ansatz in diese geome-
trischen Bedingungen macht die systematische Suche nach Kovektor-Losungen offen-
sichtlich deutlich einfacher. Der Beweis der Aquivalenz ist nicht trivial und wurde von
A. P. Veselov zwischen 1999 und 2007 in mehreren Schritten gefunden, er wird hier in
Abschnitt 2.1.3 insgesamt dargestellt.

Kovektor-Losungen wurden auf viele verschiedene Arten gefunden: Die ersten kamen
aus der Seiberg-Witten-Theorie [15], dann fand man, dass alle Wurzelsystemen halbein-
facher Lie-Algebren V-Systeme darstellen [20], was mit den V-Bedingungen auf Coxeter-
Wurzelsysteme verallgemeinert werden konnte [29]; weiterhin wurde festgestellt dass De-
formationen von Wurzelsystemen, die aus der Theorie der Calogero-Moser bekannt wa-
ren, ebenfalls V-Systeme sind [29, 30, 31, 32]. Eine weitere Methode ist die Deformation
von aus den Vektoren der Wurzelsystemen gebildeten Polytopen; die Wurzeln werden
dabei als Kanten der Polytope aufgefasst [25, 26, 27, 38]. Viele neue V-Systeme hat man
iiber die V-Bedingungen aus bekannten V-Systemen durch Projektion auf bestimmte Un-
terrdume gefunden [33, 34]. Eine weitere Klasse liefern Deformationen ,verallgemeinerter
Whurzelsysteme” aus der Theorie der Lie-Superalgebren [34].

Es hat sich jedoch herausgestellt, dass alle bisher gefundenen V-Systeme aus den
Coxeter-Wurzelsystemen, den verallgemeinerten Wurzelsystemen und Projektionen die-
ser auf Unterrdume erhalten werden konnen. Die entsprechenden Definitionen und Be-
weise werden daher in Abschnitt 2.2. zusammengestellt.



Mit den genannten Methoden hat man eine Vielzahl von V-Systemen gefunden, so-
wohl einzelne Systeme als auch grofle Parameterfamilien, die teils sogar die Dimensi-
on des Vektorraums als Parameter besitzen. Die einfachsten Beispiele hierfiir sind die
Waurzelsysteme der klassischen Lie-Algebren, z.B. das A,-System, das im R"*! aus den
Vektoren e; — e, 1,5 € {1,...,n + 1} gebildete werden kann oder seine Deformationen

An(e) = {\/cicj(ei —ej), 1 <i<j<n+1},

parametrisiert durch n € N und cy,...,¢cp+1 € R4. Einzelne Systeme hat man z.B.
aus den exzeptionelle Wurzelsystemen und ihren Projektionen erhalten, z.B. aus der
Projektion von Eg auf einen 6-dimensinalen Unterraum das System

ei:tej(lgz‘<j§6), 2€i(1§i§6), \2(61:1:62:|:63:b64:|:e5:t66)
mit 91 Vektoren, die 1371 Ebenen aufspannen, wovon 940 zwei Vektoren enthalten, 416
drei und 15 vier.

Man hat es bisher aber nicht geschafft alle V-Systeme zu klassifizieren, die Situation
ist hier die selbe wie beim Modulraum aller Losungen zu den WDVV-Gleichungen,
obwohl scheinbar ein viel einfacheres Problem vorliegt. Schon in Dimension 3 ist noch
vollkommen unklar, was fiir weitere V-Systeme aufler den bisher gefundenen méglich sind
und womit sie sich klassifizieren lassen. Einen Uberblick iiber die bisher bekannten V-
Systeme in Dimension 3 und ihre Zusammenhénge iiber Parameter gibt die noch aktuelle
Grafik am Ende von [34].

Das Ziel ist es natiirlich, alle V-Systeme zu finden und zu klassifizieren. Dies ist mit den
bisherigen Methoden jedoch nicht méglich, es scheint ein systematischerer Zugang notig
zu sein. Einen solchen stellt die Charakterisierung der V-Systeme, bzw. der Kandidaten
fiir V-Systeme, tiber ihre Matroide [39, 40] oder Hypergraphen dar. Dies wurde 2009
von O. Lechtenfeld vorgeschlagen und in Zusammenarbeit mit Johannes Thiirigen und
dem Autor in Angriff genommen. Eine Einfithrung in die zugrunde liegenden Ideen un
Begriffe gibt die Diplomarbeit von Johannes Thiirigen [38].

Vom Autor wurde mit der Entwicklung und Implementierung eines Algorithmus zur
systematischen Konstruktion von V-Systemen iiber Hypergraphen begonnen; unter an-
derem konnten damit bereits alle bekannten V-Systeme mit bis zu 10 Vektoren reprodu-
ziert werden und es konnte so gezeigt werden, dass alle V-Systeme mit bis zu 10 Vektoren
schon gefunden wurden. Dieser Algorithmus wird in Kapitel 3 angegeben und kurz erldu-
tert und ist aulerdem auf der beiliegenden CD als funktionesfihige Mathematica-Datei
enthalten.



1 Herkunft und physikalische Bedeutung der
WDVV-Gleichungen

1.1 Topologische Feldtheorie
1.1.1 Herkunft der WDVV-Gleichungen

Die WDV V-Gleichungen traten erstmals in 2-dimensionaler topologischer Feldtheorie
auf, als Bedingung an die generierende Funktion (das Prapotential) von Korrelations-
funktionen [1, 2]. Sie wurden aus Rekursionsrelationen fiir die n-Punkt Korrelations-
funktionen abgeleitet.

Wir beginnen hier wie E. Witten 1990 in [1] und betrachten die n-Punkt Korrelati-
onsfunktionen

<Oa1 (xl) Oocz (‘752) Oan (xn)>0 = Caja...an (1.1)

fir BRST-invariante lokale Operatoren (Null-Formen) O, a = 1,..., N, zunéchst in
Abwesenheit von Gravitation. Hier ist ein Operator als Identitit ausgezeichnet, O = 1,
und die Metrik ist durch die 2-Punkt Funktion

<OO&O/3>0 = ClaB = Nap

auf der Sphére gegeben. Weiter hat man die Operator-Produkt Algebra

Oa(2)0p(y) — an/g'y(’)y(y), T =, (1.2)
v

die in konform-invarianten Modellen dem Ring der lokalen Observablen entspricht (be-
kannt als der chirale primdare Ring).

Mittels der Operator-Produkt Algebra konnen die n-Punkt Funktionen (1.1) rekur-
siv auf 1-Punkt Funktionen reduziert werden: Da sie aufgrund topologischer Invarianz
unabhéngig von den x; sind, kann man z.B. den Grenzwert r; — x5 nehmen und
Oay (21) Ogy (2) durch ¢,z O (x2) ersetzen? .

Insbesondere wird damit die 3-Punkt Funktion

<004050“/>0 = Caﬁanaw = Capy (1.3)

und fiir die 4-Punkt Funktion folgt durch unterschiedliche Anwendung der Operator-
Produkt-Algebra (oder aus dem Faktorisierungsgesetz)

<Oa050705>0 = Cagacg,yg = Ca'yacggg. (1.4)

Die Gleichheit der beiden rechten beiden Ausdriicke bedeutet hier die Assoziativitat der
Multiplikation der lokalen Observablen,

(0a0p)0y = 0a(030,). (1.5)

2hier und in der gesamten Arbeit gelte die Summationskonvention



R. Dijkgraaf, H. Verlinde und E. Verlinde haben nun 1991 in [2] die Beriicksichtigung
der Gravitation mittels Storungstheorie betrachtet. Dazu sind allgemeinere Korrelati-

onsfunktionen
(O On, / O . / Oy (1.6)

zu nehmen und man kann Kopplungskonstanten ¢, fiir die Operatoren [ O, einfiihren,
womit die gestorten 3-Punkt Funktionen die Form

o () = (0050, exp(Yt, / 0, (1.7)

mit ¢ = (1, ta, ..., t,) annehmen. Obwohl dieses stérungstheoretische Modell nicht mehr
konform invariant ist, folgt auch hier aus der Konsistenz der Faktorisierungen der 4-
Punkt Funktionen wieder, dass die 3-Punkt Funktionen c,g,(t) fiir alle Werte der ¢,
einen assoziativen Ring definieren, den gestdrten chiralen Ring.

Ferner folgen zwei weitere Eigenschaften aus der Ward-Identitét fiir das Spin-2 Feld

G(2):

e Die gestorte 2-Punkt Funktion ist unabhingig von den Kopplungskonstanten, so
dass man eine konstante Metrik erhélt,

clar(t) = Mot (18)

mit der Inversen (1,,)~! = n°7; hierbei gehért der Index 1 zu dem Identitétsope-
rator 01 =1

e Die 3-Punkt Funktionen erfiillen Integrabilitdtsbedingungen, sodass sie immer durch
eine generierende Funktion F' ausgedriickt werden konnen,

Capy(t) = 0a00yF(t). (1.9)

Das Prépotential F' stellt in topologischer Stringtheorie die freie Energie (in Tree-
Néherung) dar.

In topologischen Modellen mit zentraler Ladung d < 1 folgt aulerdem aus einer Aus-
wahlregel, dass die c,p(t) Polynome endlicher Ordnung in den ¢, ’s sind, im allgemeinen
ist lediglich von der Funktion F' Quasihomogenitét zu fordern,

FO\Uty, . t,) = MRty .. t,) (1.10)

fir A # 0 und dy, ..., .d,, dr € R [3].
Aus der Assoziativitdt des gestorten chiralen Rings folgt nun mit der konstanten Me-
trik (1.8), die Symmetrie der c,, ausnutzend,

CaﬁanUTCT'yd = Coaéanm—c‘r'yﬁ (1'11)



und somit schlieflich aus (1.9) fiir das Préapotential F’
000805 F 77 0:0,0s F = 00,050, F n°" 070,03 F Vo, B,7,9 (1.12)
und
01050 F = 1y = const. (1.13)
(1.12) stellt fir Funktionen, die (1.13) erfiillen die WDV V-Gleichungen dar.

1.1.2 WDVV-Lésungen aus der topologischen Feldtheorie

Um nun die Korrelationsfunktionen aus der topologischen Feldtheorie zu konstruieren
und daraus WDV V-Lésungen zu erhalten, brauchen wir das gestorte Potential W (x, t),

O (z,t) = —afW(x,t). (1.14)

«

Der gestorte chirale Ring ist damit nun gegeben als der Polynomring der O,’s modulo
w'= o, W,
Ou(2,1)0p(2,1) = cog” (£) Oy (x, t) mod W' (z, t), (1.15)

wobei die Koeffizienten c,” mit den gestorten 3-Punkt Funktionen zu identifizieren sind
via capy = 7776001,86- Definiert man nun ein inneres Produkt auf dem Polynomring als

(O, Op) = %ji(w = res <O;/(?B) (1.16)

ergeben sich Residuenformeln fiir die 3-Punkt Funktionen,

0,050
CafBy = T€S (WB/ 7) .

Auf diese Weise hat man aus den Landau-Ginzburg Theorien Lésungen zu den WDVV-
Gleichungen erhalten und auf &hnliche Weise von den Quanten-Kohomologien aus Defor-
mationen des Polynomrings. Z.B. hat man in der Landau-Ginzburg Theorie ein einfaches
Modell [18] mit W'(x) = 2® — g, wofiir sich aus den 3-Punkt Funktionen folgende Ma-
trizen der dritten Ableitungen fiir F' ergeben,

(1.17)

0 01 010 1 00
F=]1010/|, Fb=|1001], F=[00gq]|, (1.18)
1 00 0 0 ¢ 0 g O
aus denen man durch Integration
1 1 q
F= §t1t% + 5t%t?, + §t2t§ (1.19)

findet. (1.12) und (1.13) werden von F erfiillt, wie man mit (1.18) leicht iiberpriifen



kann. Fiir die Quanten-Kohomologie von CP? ergibt sich das Pripotential zu [18]

F =ttt o3ty + i Neli™ o (1.20)
=— = ———e .
21T G-

wobei die Koeffizienten Ny, welche die Anzahl der rationalen Kurven angeben, hier gera-
de aus den WDV V-Gleichungen bestimmt werden kénnen. Die entsprechenden Matrizen
haben hier die Form

0 0 1 0 1 0 1 0 0
Fir=101 0], Fo=| 1 Fy Fyz |, F3=| 0 Fyg Fos3
1 00 0 Foo3 Fiss 0 Fo33 Fjs3

und die WDVV-Gleichungen werden F333 = F2223 — Fy9oFb33, woraus sich folgende Re-
kursionsrelation fiir die Ny ergibt,

N,
(3k —4)!

a®b(3b — 1)b(2a — b)
a;b:k (3a—1)!(3b— 1)! NaNo, (1.21)

die 1994 von M. Kontsevich gefunden wurde [5].

Aufgrund ihrer Bedeutung fiir 2-dimensionale topologische Theorien und ihrer mathe-
matischen Eigenschaften haben sich in den folgenden Jahren viele Physiker und Mathe-
matiker mit den WDVV-Gleichungen beschéftigt, insbesondere B. Dubrovin [3], welcher
eine bedeutsame differentialgeometrische Formulierung mittels Frobenius-Mannigfaltigkeiten
entwickelt hat. Im Zusammenhang mit Hesseschen Metriken wurden sie z.B. von B. To-
taro, H. Shima und K Yagi sowie H. Kito betrachtet [6, 7, 8].

Im Rahmen von Landau-Ginzburg Theorien wurden sie z.B. von 1. Krichever unter-
sucht, welcher auch die Bedeutung der Funktion F' als Logarithmus der 7-Funktion von
Whitham-Hierarchien gekldrt hat [4], im Rahmen von Quanten-Kohomologien hat sich
z.B. Yu. Manin mit ihnen beschéftigt [5]. Weiterhin wurden die Zusammenhénge mit
Loop-Algebren, Kp-Hierarchien sowie Darboux-Egoroff Systemen von H. Aratyn, J. van
de Leur und weiteren untersucht [9, 10, 11, 12, 13].

1.2 Seiberg-Witten Theorie

1.2.1 Allgemeine Form der WDVV-Gleichungen

1996 stellten G. Bonelli und M. Matone [14] und kurz danach A. Marshakov, A. Mironov
und A. Morozov [15] fest, dass das Seiberg-Witten Prapotential von 4-dimensionalen
N=2 SUSY Yang-Mills Modellen die WDVV-Gleichungen erfiillt. Dieses Prapotential
F unterliegt keiner ,Normierungsbedingung” wie (1.13), sodass die WDV V-Gleichungen
hier erstmals in ihrer allgemeinen Form

FiFy '\ Fj = FiF Fi Vi k (1.22)
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mit den Matrizen

(-7:1)]19 = 8j8j8kf (1.23)

auftauchen.

Dass es hier keinen ausgezeichneten ,ersten” Index gibt, spiegelt die Tatsache wider,
dass es in Seiberg-Witten Theorie im Gegensatz zu den topologischen Feldtheorien aus
dem vorigen Abschnitt keinen Einheitsoperator und keine ausgezeichnete Zeit-Variable
t; gibt. Daher kann in der Seiberg-Witten-Theorie auch jede beliebige invertierbare
Linearkombination der Matrizen F; benutzt werden, um eine Metrik G;; = ngj}"k
bzw.

G=> ¢"F (1.24)

zu definieren. Diese braucht nicht konstant zu sein, und die Koeflizienten gfj kénnen
Funktionen der Koordinaten sein. Damit kann (1.22) schreiben als

FG \F; = F,G7'F Vi, g, (1.25)
was in Komponenten geschrieben zu
(010K 0pF)GP1(040,0;F) = (0j0x0pF)GPU04010; F) Vi, k,j,1 (1.26)
wird (wobei die G¥ die Komponenten der inversen Metrik G~! bezeichnet) , oder auch
mit
Ci =G 'F (1.27)
als Kommutatorgleichung

C,Cj = C,C; Vi, j. (1.28)

Beweis [20]: Die Aquivalenz von (1.25) und (1.28) fiir invertierbares G ist klar. Sei
F Losung von (1.22). Invertierung liefert ]—"j_lfkﬂ_l = ]-"i_lfkfj_l, das Bilden
von Linearkombinationen ergibt ]-"j_lG]-"i_1 = ]-"i_lG]-"j_1 und durch nochmaliges

Invertieren erhdlt man (1.25). Sei nun umgekehrt F Losung von (1.28). Dann folgt
G VFF\F; = GO0y = €010y = GVF F LF;, somit (1.22).

Man beachte, dass dies bedeutend weniger Gleichungen sind als (1.22). Fur G = F;
erhalt man insbesondere

FFO\F =FF0 ' FYi,g, (1.29)
was fiir die konstante Metrik (1.13)<=
(Fl)ij =TMNij = const (1.30)

gerade (1.12) entspricht. Hieraus erkennt man, dass die (verallgemeinerten) WDVV-
Gleichungen (1.22)<=(1.25)<=(1.28)<=(1.29) allgemeinere Losungen zulassen als die
Kombination von (1.12) und (1.13) bzw. (1.29) und (1.30), welche von den Prépotentialen
F' der topologischen Theorien des vorigen Abschnitts erfiillt werden miissen.
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1.2.2 Bedeutung der WDVV-Gleichungen in Seiberg-Witten Theorie

In der Seiberg-Witten Theorie kann der Niedrig-Energie Anteil der effektiven Wirkung
von supersymmetrischen A'=2 Yang-Mills Modellen durch solch ein Pripotential F aus-
gedriickt werden [15, 16]. Das Prépotential wird dabei definiert durch eine Familie Rie-
mannscher Fliachen, ausgestattet mit meromorphen 1-Differentialen.

Als konkretes Beispiel betrachten wir die reine SU(n) Yang-Mills Eichtheorie, welche
durch die periodische Toda-Kette beschrieben werden kann [18]. Die Riemannsche Fliache
C ist die spektrale Kurve des integrablen Systems, gegeben durch die Eigenwertgleichung

det(L(w) =) =0 (1.31)
mit dem Lax-Operator
p el w
L(w) = qu:_QQ S . (1.32)
l/w ' Pn

Hieraus erhélt man die Gleichungen

w+1=P(A)=ﬁ(A—Ai), > Ai=0. (1.33)

w i=1

Hierbei sind die A\; Integrale der Bewegung und parametrisieren als Verzweigungspunkte
den Modulraum der spektralen Kurven P. Ersetzt man in (1.33) Y = w—1/w, erhélt man
die Standardform einer hyperelliptischen Riemannschen Fldche vom Geschlecht n — 1,

Y?=P%2 4 (1.34)
Das meromorphe 1-Differential wird damit

dw dP

ds =\ — \4 1.
S=A— 7 (1.35)

und die Ableitungen von dS bzgl. der A; sind holomorphe 1-Differentiale auf der spek-
tralen Kurve.
Das Préapotential wird implizit durch die Kohomologieklasse von d.S definiert:

af:a?, a¢:§£ ds, af:y§ ds,
dai A B; (1.36)

Ai OBj = (Sij

Die ,,B-Perioden” aj») sind hierbei dual zu den ,,A-Perioden” a;. Die Ableitungen von dS
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nach den a; geben wieder holomorphe 1-Differentiale,

ads
8ai -

dwz-. (1.37)

Damit kann man nun fiir die dritten Ableitungen F;;;, eine Residuenformel analog zu
(1.17) angeben:
dw;dw; dwy,
Foo = J 3
k= 020 dwd\

Auflerdem ist in den Koordinaten {a;} die Matrix der zweiten Ableitungen von F

(1.38)

O°F

=Ty 1.
8ai8aj ( 39)

gerade die Riemannsche Periodenmatrix der Kurve C. Daher ist es moglich, das Pra-
potential mit dem Logarithmus der (trunkierten) 7-Funktion der integrablen Whitham-
Hierarchie zu identifizieren, F = log(7). Diese Analogie zu den Pripotentialen der 2-
dimensionalen topologischen Theorien war ein erster Hinweis, dass auch das Seiberg-
Witten Prépotential WDVV-Gleichungen erfiillen sollte [15].

Die WDVV-Gleichungen fiir F driicken nun die Assoziativitdt der von den holomor-
phen Differentialen dw; (1.37) gebildeten Algebren aus: Mit C;;* = (C;);* und (1.38) ist
(1.28) die Assoziativitdsbedingung

(dwidwj)dwy, = dw;(dw;dwy,) (1.40)

fir die Algebra
dwidwj = Cijkdwk. (1.41)

Nicht fiir alle Seiberg-Witten Préapotentiale sind diese Algebren assoziativ und daher
erfillen auch nicht alle die WDVV-Gleichungen; sofern die Riemannschen Flachen hype-
relliptisch sind (wie im Fall der SU(n)-Eichgruppen) sind sie jedoch z.B. immer erfiillt.
Weiterhin erfiillt der fiihrende stérungstheoretische Teil der Prépotentiale die WDVV-
Gleichungen automatisch [18]. Fiir die 4-dimensionalen SU(n) Modelle hat dieser z.B.
die Form

1 n—1
F== Z (z; — x5)* log(w; — )% + 1 Z x7 log 22 (1.42)
1<i<j<n—1 i=1
und fir die 5-dimensionalen die Form

1 1 1. o—u
F = 1 ZZJ: (3(:5@ — ;)% — §L13(e 2z xﬂ))) - — ;T T, (1.43)
wobei Liz den Standard-Trilogarithmus bezeichnet. So erhélt man eine Vielfalt von Lo-
sungen zu den WDVV-Gleichungen aus der Seiberg-Witten Theorie. (1.42) ist das erste
Beispiel fir eine Losung der Kovektor-Form und war 1999 fiir R. Martini und P.K.H.
Gragert und A. P. Veselov der Ausgangspunkt fiir die Suche nach weiteren Lésungen
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dieser Form.

Andersherum sind die WDVV-Gleichungen auch fiir das Versténdnis der Seiberg-
Witten Theorie von grofler Bedeutung, z.B. decken sie Zusammenhéinge mit den to-
pologischen Feldtheorien auf. Daher wurden die WDV V-Gleichungen auch im Rahmen
der Seiberg-Witten Theorie ausfiihrlich betrachtet, auler von A. Marshakov, A. Miro-
nov und A. Morozov von vielen weiteren. Z.B. hat J. M. Isidro mit Techniken aus der
M-Theorie Seiberg-Witten Modelle mit nicht-hyperelliptischen Riemannschen Flachen
konstruiert und gezeigt, dass auch diese eine assoziative Algebra besitzen und daher die
WDV V-Gleichungen erfiillen kénnten [19].

1.3 N'=4 superkonforme Vielteilchenmechanik
1.3.1 Konstruktion A/ = 4 superkonformer Vielteilchenmodelle in d =1

Die WDVV-Gleichungen liegen auch der Konstruktion von N/ = 4 superkonformen quan-
tenmechanischen Vielteilchenmodellen auf der reellen Geraden zugrunde, was S. Bellucci,
A.V. Galajinsky und E. Latini 2004 festgestellt haben [21].

Dazu betrachten wir zundchst ein konformes quantenmechanisches System von n + 1
identischen Teilchen, die sich auf der reellen Geraden bewegen [25], mit Positionen !
und Impulsen p; (I =1,...,n+1). Der Hamiltonoperator hat (mit m = 1) die allgemeine
Form

1
H = 5p1p1+VB(x1,...,x"+1) (1.44)
und ist fiir konform invariante Modelle Teil der so(1,2) konformen Algebra
[D,H] = —iH, [H,K]=2iD, [D,K]|=iK (1.45)

mit dem Dilatationsoperator D und dem konformen Boostgenerator K (h=1). Ihre Dar-
stellung in Form von Koordinaten und Impulsen beziiglich

[, ps) =16, (1.46)
lautet

1 1
D= —Z(l’[p[ +pra?), K= 5:61561. (1.47)

Die erste Relation in (1.45) entspricht der Forderung

(z'0r +2)Vp =0, (1.48)

das Potential muss also fiir ein konform invariantes Modell homogen vom Grad -2 sein.
Fordert man nun zusétzlich Translations- und Permutationsinvarianz und lésst nur
2-Teilchen-Wechselwirkungen zu, erhdlt man das Calogero-Modell mit

Ve=>_ (51:1373;‘])2' (1.49)
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Die so(1,2) ~ su(1,1) Algebra (1.45) soll nun zu der Superalgebra su(1,1|2) mit einer
zentralen Ladung erweitert werden. Der bosonische Teil von su(1,1|2) enthédlt dann als
Unteralgebra so(1,2) und zusétzlich die su(2) R-Symmetrie-Algebra, welche durch J,,
a = 1,2,3 erzeugt wird. Der fermionische Teil besteht aus den su(2) Supersymmetrie-
Generatoren Q, und Q% zusammen mit ihren superkonformen Partnern S, und S¢,
a = 1, 2. Diese erfiillen die Relationen

(Qa)'=Q% (Sa)f =5, (1.50)

die bosonischen Generatoren sind hermitesch. Die nicht-verschwindenden (anti-)Kommutatoren
der superkonformen Algebra sind

[D,H| = —iH [H,K] = 2iD

D, K] =iK [Ja, Jo) = i€ape e

{Qa, Q% = 2HS6,” {Qa, SP} = 2i(04)a’ Jo — 2D6,P —iC6,°

{54,5°} = 2K4,° {Q%, S5} = —2i(04)%Ja — 2D55* — iCI5*

D, Qu) =~ 510 D, 5] = 5.

[Kv Qa] = iSoz [Ha Sa] = *iQa

[Ja’ Qa] = _%(Ua)aBQﬂ [Jm Sa] = _%(Ua)aﬂsﬁ

[D,Q%] = —%i@‘“ (D, 5% = %iéa

[K,Q%] =iS~ [H,S5% = —iQ" (1.51)
U0 @)= @005 Va5 = 15 (005"

mit €103 = 1, den Pauli-Matrizen o1, 09, 03 und der zentralen Ladung C.
Fiir eine mechanische Realisierung von su(1,1]2) miissen nun die bosonischen Ko-

I mit fermionischen Freiheitsgraden gepaart werden, dargestellt durch die

ordinaten x v
zueinander hermitesch konjugierten Operatoren wé und '® mit I = 1,..,n+ 1 und

o = 1,2, mit den Antikommutatoren

{Ya:¥f} =0, {1097y =0, {v5, 977} = d.76". (1.52)

Die Konstruktion von freien fermionischen Generatoren, bzgl. des freien Hamiltonope-
rators

1
Ho = Sprpr, (1.53)
ist in diesem erweiterten Raum einfach,
QOO[ - plw({u QS = p[&lav Sﬂa - CUI@bgw 58[ - ':CI&Iav (154)
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die entsprechenden su(2) Generatoren werden

Joa = 50" (00)a (1.55)
und sind automatisch Weyl-geordnet. Die freien Dilatations- und konformen Boostgene-
ratoren behalten ihre bosonische Form (1.47). Im Gegensatz zum Fall von N < 2 erfiillen
die freien Generatoren jedoch nicht die volle Algebra (1.51). Sogar fiir C' = 0 erfordern die
Gleichungen fiir {Q, S} und {Q, S} Korrekturen der fermionischen Generatoren. Diese
koénnen auf @ und Q beschrinkt werden,

Qa — QOa - i[SOa, V]) Qa = Qg - 1[5’8&’ V] (156)

mit V #£ 0,
H=Hy+V. (1.57)

Das heifit also, dass keine freie mechanische Realisierung von su(1,1]2) méglich ist.
Weiterhin ergibt sich, dass V' in den Fermionen quadratische und quartische Terme
enthalten muss,

V = Vg — Ups(z){(gple’®) + iFIJKL(x)<¢£wJQTZKB"Zé> (1.58)

mit total symmetrischen, vom Grad -2 in z = (2!,...,2""!) homogenen, unbekannten
Funktionen Uy, Fryxr und V. Das Symbol <> steht hier fiir symmetrische (Weyl-)
Ordnung. Die Unbestimmtheit der Ordnung im fermionischen Sektor wirkt sich auf das
bosonische Potential Vg aus. Damit werden die Supersymmetrie-Generatoren

Qa = (py — 2’ Upy(2))y] — %HTIFIJKL(UU)@/%”L/JK'B”&&%

Qo = (s + ULy (@) = 30" Froa )70 " g5).

(1.59)

Einsetzen von (1.57), (1.59) und D = Do, K = Ko, Jo = Joa, Sa = Soa; Sa = S§ in
die Algebra (1.51) liefert nun eine lange Liste von Bedingungen an Vg, Ury und Fjjkr.
Eine Konsequenz ist, dass

Urj = 8[8JU, Frigrn = 818J8K8LF, (1.60)

womit zwei skalare Préapotentiale eingefiihrt werden. Die restlichen Bedingungen werden
dann zu den so genannten Strukturgleichungen

(010 OpF)(0;0,0pF) = (050K 0pF)(010L0pF), xla[ajaKF =—dyx, (1.61)
910;U — (070;0x F)OU = 0, Lo U = —C. (1.62)
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1.3.2 Die WDVV-Gleichungen als Teil der Strukturgleichungen

Der linke Teil von (1.61) stellt die WDVV-Gleichungen dar fiir Funktionen F', fir wel-
che es eine Metrik (1.24) gibt, die proportional zur Einheitsmatrix ist, wie man durch
Vergleich mit den allgemeinen WDVV-Gleichungen in der Form (1.26) erkennt. Dies ist
hier aber aufgrund der rechten Gleichung in (1.61) immer der Fall:

G =" Fy. (1.63)

Daher kann der linke Teil von (1.61) hier mit den WDVV-Gleichungen identifiziert wer-
den. Sie konnen verstanden werden als Forderung nach verschwindender Kriimmung fiir
einen Zusammenhang 92 F auf dem Konfigurationsraum. Die linke Bedingung von (1.62)
entspricht dann der Forderung nach kovarianter Konstanz von OU bzgl. 93F und ihre
Integrabilitdt impliziert die WDV V-Gleichungen projiziert auf OU. Der rechten Glei-
chungen in (1.61) und (1.62) stellen Homogenitdtsbedingungen fiir F' und U dar, sie
sind inhomogen und explizit von den Koordinaten abhéngig. Fiir Losungen der Struk-
turgleichungen hat man offenbar immer die Freiheit der Addition eines quadratischen
Polynoms zu F' und einer Konstanten zu U.

Die rechte Gleichung in (1.61) kann nun zweimal integriert werden, wodurch man
unter Nullsetzten der Integrationskonstanten - einer linearen Funktion auf der rechten
Seite - )

2'OrF — 2F + ixfxf =0 (1.64)

erhélt. In dieser Form erkennt man sofort, dass die triviale WDV V-Losung fiir F' - ein
quadratisches Polynom - hier ausgeschlossen ist.

Zur Vereinfachung der Strukturgleichungen ist es sinnvoll, die Schwerpunkts- und Re-
lativbewegung der Teilchen zu separieren, was mit folgender Transformation mdoglich
ist,

1 n+1

I
\/n+1;$’

womit die Relativkoordinaten = in der Hyperebene senkrecht zur Bewegung des Schwer-
punkts eingefiihrt werden (ab hier betrachten wir nur noch die Relativbewegung, sodass
es zu keiner Verwirrung tiber die Koordinaten x kommen kann). Die Strukturgleichungen
gelten dann fiir beide Bewegungen unabhéngig, und die Prapotentiale und die zentrale
Ladung spalten sich entsprechend auf ,

{z"} = {2, X}, i=1,..,n mit X = (1.65)

F =Feom(X) + Fel(z), U =Usom(X)+ Upi(z) und C = Ceom + Cre,  (1.66)

wo nun x = {z'}. Fiir die Schwerpunktsbewegung ist die Losung trivial,

1
Foom = —§X2 log | X|, Uecom = —Ceomlog|X]. (1.67)

Fiir die Relativkoordinaten ist in den Strukturgleichungen einfach I, J,... durch 1,7, ...
und C durch Ciqzu ersetzten.
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Fir gegebene Priapotentiale F und U ist das superkonforme Modell dann vollsténdig
bestimmt iiber (1.58) zusammen mit?

1 2
Vi = L (00) (@) + " (@:0,00F) (9100, (1.68)
.%'i ijkl = —8j8k81F, .I'iUij = —8Z-U. (1.69)

Um nun aus den Strukturgleichungen superkonforme Modelle zu erhalten, gibt es zwei
Moglichkeiten: Zum einen kann man von einem bekannten konformen Modell ausgehen,
z.B. dem Calogero-Modell (1.49), aus seinem bosonischen Potential Vg, iiber

L (OU)(DW) = Vi (1.70)

und der Homogenitétsbedingung in (1.62), 2°0;U = —C, ein Pripotential U bestimmen
und dann dazu passende F' suchen. Alternativ kann man von Losungen F' zu (1.61)
ausgehen und dann versuchen, aus (1.62) ein dazu passendes U zu bestimmen.

Wie man aus (1.68) erkennt, liefert auch U = 0, entsprechend Vo = 0 und einer ver-
schwindenden zentralen Ladung C, nicht-triviale superkonforme Quantenmodelle. Diese
koénnen somit direkt aus WDVV-Losungen gewonnen werden, welche die Homogenitéts-
bedingung in (1.61), dquivalent zu (1.64) bzw.

. 1 . .

(2'0; — 2)F = —5:1313:’, (1.71)
erflillen. Weiterhin folgt aus der Invarianz der WDV V-Gleichungen unter G L(n)-Transformationen,
dass jede WDVV-Losung mit konstanter Metrik (1.63) in eine Losung mit G = 1
transformiert werden kann. Insofern kann man nattrlich auch gleich alle durch GL(n)-
Transformationen zusammenhéngenden Losungen mit konstantem G identifizieren, wo-
mit dann jeder solchen Aquivalenzklasse genau ein superkonformes Modell mit U = 0
entspricht.

Man hat hier eine dhnliche Situation wie in der 2-dimensionalen topologischen Feld-
theorie, dass man die WDV V-Gleichungen in der Form (1.25) mit einem konstanten G
schreiben kann, jedoch gibt es hier keine ausgezeichente ,,1.” Koordinate.

Solche WDVV-Lésungen mit konstantem G liefert z.B. der Kovektor-Ansatz, der im
2. und 3. Kapitel behandelt wird. Die allgemeine Losung zur Homogenitatsbedingung
(1.71) kann (unter Weglassen des unbedeutenden Polynoms vom Grad 2) geschrieben
werden als

1
F(JZ) = _EZfst(x) log‘Qs(x)’ (1.72)
S
mit reellen Koeffizienten f; und quadratischen Formen

Qs(x) = Zqi(;-)a:ixj mit Zfst(:c) = 'z’ (1.73)
1,5 s

3Hier wurde i wiederhergestellt, um zu zeigen, dass der Beitrag von F klassisch verschwindet

18



WDVV-Lésungen F, welche von dieser Form sind reprisentieren also Aquivalenzklassen
mit konstantem G und liefern superkonforme Modelle.
Kovektor-Losungen sind aus Termen mit quadratischen Formen vom Rang 1,

Qo(z) = (a-2)* = Zaiajxi:cj, a=(ag,...,ap), (1.74)
i,J
zusammengesetzt. Fir solche Losungen
1
Fioy = -1 > faQalog|Qal (1.75)

kann die Menge {a} der Kovektoren als irreduzibel, d.h. nicht in gegenseitig orthogonale
Kovektormengen zerlegbar, vorausgesetzt werden, da

Frayoisy = Flay + Fiay (1.76)

Fir ein reduzibles Kovektor-System
{a} = L= LibLods--- Ly (1.77)

kann man jedoch durch ,Kopplung” der Fy, der Form (1.75) mit ,relativen radialen
Termen”, bei denen @) von der Form

2 2 2 2 2 2
TI: in, TIJ: Z I'Z', ceey R = Z .’Ei, I,J,...:l,...,M (178)
1€ST 1€S1USy i€{1,2,...,n}

ist mit der Zerlegung

{1,2,....,n} ={1,...,n1 }U{n1+1,....,n1+na}U- - -U{n—npr+1,...,n} = S;USU- - -USyy,

(1.79)
entsprechend der Zerlegung (1.77) des Kovektor-Systems, neue, nicht reduzible, Lsun-
gen

1 1 1 ¢ 1
F= - Z fa(oz-a:)Qlog ]a~x\—§ Z f”r% logr?—i Z f,,«”r%] logr%J—. . .—§fRR2 log R?
I=1

acL I<J
(1.80)
erhalten. Diese Methode, neue Losungen aus Kovektor-Losungen zusammenzusetzten
wurde 2009 von O. Lechtenfeld und K. Polovnikov gefunden [28].

Das Interesse an N/ = 4 superkonformen Vielteilchenmodellen in einer Dimension
kommt zum Teil von der noch unvollstindig verstandenen AdS/CFT Korrespondenz.
Eine interessante damit zusammenhéingende Anwendung koénnte in der Theorie Schwar-
zer Locher liegen, da mit Hilfe des Anti-de-Sitter Raums die Geometrie einer grofien
Klasse extremer schwarzer Locher beschrieben werden kann (siehe z.B. die Referenzen
in [24]). Besonders interessant scheint die Vermutung aus [23], dass eine N' = 4 su-
perkonforme Erweiterung des Calogero-Modells eine mikroskopische Beschreibung der
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Geometrie extremer Schwarzer Locher vom Reissner-Nordstrom Typ nahe des Horizonts
liefern konnte, da deren Isometriegruppe gerade su(1,1]2) ist. Das Calogero-Modell ist
jedoch nicht das einzige exakt l6sbare konforme Vielteilchenmodell in d = 1, und da es
im Kontext von [23] nur auf die Struktur der konformen Algebra ankommt, scheint jede
superkonforme N = 4 Vielteilchenmechanik ein guter Ausgangspunkt.
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2 WDVV-Lo6sungen der Kovektor-Form und Veselovsche
V-Systeme

2.1 WDVV-Gleichungen und V-Bedingungen
2.1.1 Der Kovektor-Ansatz

Die WDVV-Gleichungen wurden im Rahmen des Kovektor-Ansatzes sowohl im Reellen
als auch im Komplexen betrachtet. Im Komplexen ist der Kovektor-Ansatz

F(z) = Z a(x)?log a(x)? (2.1)

acA

fir x € V = C" mit einer endlichen Menge
A={a} CV* (2.2)

von p paarweise linear unabhéngigen Kovektoren, welche V* aufspannt. Jede Funktion
F der Form (2.1) ist definiert durch ihr System A von Kovektoren. Lost F' die WDV V-
Gleichungen, so heifle A V-System, die Suche nach Kovektor-Lésungen entspricht also
der Suche nach V-Systemen.
Im Reellen kann man entweder den Ansatz (2.1), (2.2) mit V = R betrachten oder
statt (2.1) allgemeiner
F(x) = Z faa(z)?log a(x)2 (2.3)
acA
mit Multiplizititen f, € R nehmen, wodurch Summanden mit negativem Vorzeichen
moglich sind. Im Komplexen sind die Ansétze (2.1) und (2.3) dquivalent: Mit a — /f«x
wird F(z) in (2.1) zu

> fao(z)*loga(z)® + Y (folog fo)a(z)?, (2.4)

acA acA

wovon der zweite Teil ein quadratisches Polynom in x und somit irrelevant ist. Im Zusam-
menhang mit dem Ansatz (2.3) soll hier das Paar (A, {f,}) V-System genannt werden.

2.1.2 Formulierungen der V-Bedingungen

Ein entscheidender Schritt zum Verstdndnis und Auffinden von Kovektor-Lésungen ist
die Umformulierung der allgemeinen WDV V-Gleichungen in die V-Bedingungen genann-
ten geometrischen Forderungen an das System .4 von Kovektoren, wie wir in Abschnitt
2.2 und in Kapitel 3 sehen werden. Diese erstaunlich einfachen Bedingungen wurden 1999
von A.P. Veselov in [29] gefunden, im Zusammenhang mit der Feststellung, dass sowohl
Coxeter-Wurzelsysteme als auch bestimmte, in der Theorie der Calogero-Moser Syste-
me entdeckte, Deformationen dieser Wurzelsysteme WDV V-Kovektor-Lésungen liefern.
Es sind verschiedene Formulierungen der V-Bedingungen niitzlich, hier werden einige
dargestellt.
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Sei V' = C™ und ein System A von Kovektoren wie in (2.2) sei gegeben. Wir betrachten
nun die Schnittmengen IT von A mit (2-dimensionalen) Ebenen m € V*, welche mehr
als 2 Elemente besitzen. Anders gesagt sind dies die maximalen Untermengen von A,
die 2-dimensionale Unterrdume aufspannen. In der Matroid-Theorie werden sie 2-flats
genannt. Sie bilden ein System in der Potenzmenge von A,

{II} C P(A). (2.5)

Weiter seien

G:zZa@a, GH::Za@)a, (2.6)

acA acll

auffassbar als 2-Formen V x V — C oder als lineare Abbildungen V' — V* bzw. als
Matrizen mit Komponenten

Gij = Y aaj, (Gn)ij =) aia;. (2.7)

acA a€ll

G ist invertierbar in V', die G1’s jeweils in der von II aufgespannten Ebene . Fiir a € V'*
sei

2V =G Ha)=GlacV. (2.8)
Damit ist z.B.
a(Y) = pla’) = G(a",8Y) = aG7'5. (2.9)

Wir sagen, dass A die V-Bedingungen erfiillt, wenn eine der folgenden &quivalenten
Gleichungen fiir jedes Paar (o, II) mit « € II gilt,

Gna' = \Ga” (2.10)

GG la = \a (2.11)
> B(@Y)B = A (2.12)
Bell

mit A € C, welches von IT und von « abhingen kann. Entsprechend (2.11) kann man
also sagen, dass fiir jedes 2-flat II die Vektoren o mit oV € II die Eigenvektoren von
GG~ mit Eigenwerten \ sein miissen.

Hat ein 2-flat nur 2 Elemente, a, 8, so muss entsprechend (2.12)

Bla’) =G(a”,8Y) =0 VI ={a,pB} (2.13)

gelten, d.h. @V und Y miissen bzgl. G orthogonal sein. Hat ein 2-flat mindestens 3
Elemente o, 8, ¥ = ac + bf mit den Eigenwerten X, u, v bzgl. GnG~!, so muss

GuG 1y = vy = daa + ubB (2.14)

gelten, so dass alle Eigenwerte gleich sein miissen. Das bedeutet, dass GpG™!, einge-
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schriankt auf die von II aufgespannt Ebene 7, proportional zur Identitit sein muss,
GuG 'y = A\, VIImit || > 2. (2.15)
Aquivalent dazu ist die (2.10) entsprechende Bedingung
Grilrv = AG|rv  VIImit |II] > 2 (2.16)

fiir Kovektoren aus der Ebene 7V = G~ ', welche besagt, dass Gy und G, eingeschrinkt
auf 7V proportional sein miissen.

Bezeichne nun 7 einen Projektor in V*, der auf die Ebene 7 projiziert. Damit kann
man die V-Bedingungen schreiben als

{aGlﬂ =0 VII = {a, 3} 2.17)

GuG~— ' =Xt VImit|II| > 2

Da man aufgrund der GL(n)-Invarianz der WDV V-Gleichungen jede Kovektor-Losung
in eine mit G = 1 transformieren kann (z.B. durch eine Cholesky-Zerlegung), bzw.
umgekehrt alle Kovektor-Losungen aus denen mit G = 1 erhalten kann, reicht es, die
Losungen mit G = 1 zu finden. Fir diesen Fall ist aber auch die ,,vV”-Abbildung die
Identitat und es ist sinnvoll, V mit V* zu identifizieren. Die V-Bedingungen vereinfachen
sich dann zu

Gna=Xa Y(a,I)mitaecIl, A= Aa,I)eC (2.18)
bzw.
-B=0 VII =
o-p , fo By (2.19)
Grlr = A1y mit A = \II) € C  VIImit|II] > 2

Die Bedingungen fiir die Ebenen mit mehr als 2 Kovektoren kann man auch schreiben
als
G =Mt mitA=\II) eC (2.20)

oder in 2-dimensionalen kartesischen Koordinaten der jeweiligen Ebene als

> oy = Aoy, 0,5 € {1,2}. (2.21)
acll

Im Reellen entspricht dies je 2 Gleichungen fiir die Kovektoren der Ebene, fiir die sich
in Polarkoordinaten (aq,ag) = (74 €OS @q, To SiN@y)

Z ajay = Z oy = z r2 cos® o = Zri sin? g, <= Zri cos(2pq) =0,
« « « o «
(2.22)
Zalag =0 Zri COS g sin g = 0 <= Zri sin(2¢q) =0 (2.23)
« « «

ergibt. Damit lassen sich die V-Bedingungen durch die Langen der Kovektoren und die
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Winkel zwischen ihnen ausdriicken,

<(a, B) =90° VII = {a, 5}
> racos(2pl) =0, Y rasin(2eiV) =0 VITmit|T] > 2 (2.24)
acll acll

ro bezeichnet hier die Lange von a und @&H) den Winkel zwischen o und einem beliebigen,

aber fiir jedes 2-flat II festen, ,,Referenz-Kovektor” in der jeweiligen Ebene 7.
2.1.3 Aquivalenz der V-Bedingungen zu den WDVV-Gleichungen

Die Aquivalenz der V-Bedingungen zu den WDV V-Gleichungen wurde von A. P. Vese-
lov in mehreren Schritten in [29], [30], [34] bewiesen, hier wird der Beweis insgesamt
dargestellt, fiir den komplexen Fall (2.1), der den reellen Ansatz (2.3) einschliefit.

Wir gehen aus von den WDVV-Gleichungen in der Form (1.25),

FG'F;=FG'F, i,j=1,.,n (2.25)

mit den n X n-Matrizen dritter Ableitungen

(F3)k = 0i0kOF (2.26)
und der Metrik .
G = ZaziFi. (2.27)
Mit der Definition 1
F, := ZaiFi (2.28)

fiir einen Vektor a C V ist (2.25) dquivalent zu
F,G'F, = F,G'F, Va,beV (2.29)

wie man sofort durch Wahl von a = ¢;, b = ¢; in (2.29) bzw. bilden der Kontraktionen
von (2.25) mit a;b; sieht.

Fiir den Kovektor-Ansatz (2.1) haben die dritten Ableitungen die einfache Form
[e7107X87%}

D:0WOF () = 4

o) (2.30)

somit wird

F,=3 280‘ ® (2.31)
acA

und G wird unabhéngig von = und entspricht der Definition in den V-Bedingungen (2.6),

G:Za@)a

acA
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Damit folgt
aia(ﬁv)a ® B (2.32)

und (2.29) wird zu

3 O%(a(a)ﬁ(b) —a(®)Bla)a®@B=0 VYabeV, VzeV. (2.33)
a,BeA
Wegen
S a(@B®)a® =3 Aa)abd) S8 a (2.34)
a,f a,B
kann man (2.33) auch schreiben als
> %(a(am(b) —a)Ba)(a@pf-p@a)=0 VYa,becV, YocV (2.35)
a,feA
oder mit
(@B -BRa)@(a®f - a)= (aApB)®? (2.36)
einheitlicher als (8")
B2 (AR =0 VeV 2.37
2 @) (237)

Dass die V-Bedingungen (2.37) implizieren ist nun schnell zu beweisen (Theorem 1 in
[29]): Wenn A die V-Bedingungen erfiillt verschwinden in (2.37) bereits die Teilsummen
iiber die Elemente der 2-flats II einzeln,

o fiir 2-elementige IT = {«, 3} verschwindet der einzige Summand wegen a(3") = 0
(was in diesem Fall die V-Bedingung ist)

o fiir 2-flats mit mehr als 2 Elementen ist die Teilsumme proportional zu der Relation
(2.37) fiir die Funktion

F| = Z a(r)?log afx)? . (2.38)

a€cll zemTY

Diese ist aber erfiillt, da 7" 2-dimensional ist und in 2 Dimensionen die WDV V-
Gleichungen von jeder Funktion gelost werden?.

Jetzt miissen wir noch beweisen, dass aus (2.37) die V-Bedingungen folgen. Dies wurde
in [30] fiir den reellen Fall (teils sehr knapp) gezeigt und in [34] auf den komplexen Fall
verallgemeinert (und der Beweis dabei teilweise vereinfacht).
Die Grenzwertbetrachtung
r— 2, al)=0 (2.39)

‘RFF; = B F RV k€ {1,2) <= FIFT ' P = LF 'RV FLF ' = B Fy 'y
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liefert zunéchst (2.37) =

) aﬂ(fv)@ A B)®2 =0 VYacA (2.40)

GeA IE) )a(x)zo

Die Summanden in (2.40), bei denen /5 in einer Ebene IT mit « liegt kann man alle
schreiben als

a((ABu + pa)’)

(ABu + pev) (2)

mit einem Reprasentanten S € II, woraus man erkennt, dass sie die selben Singulari-
2

tdten haben. Somit kann (aglf ?x))® aus diesen Teilsummen ausgeklammert werden und

man erhélt (2.40) <—

_ Aa((ABu + par)Y)

<aA<wn+ua>>®2\a($):0— )

(hBn)®?| (2.41)

a(x)=0

. ®2
3 Au - (@ /\ ) ‘ =0 VacA (2.42)
oo 51‘[ (ZL‘) a(z)=0
mit den Koeffizienten
A (e, II) = Z Aa((A\Br + pa)Y). (2.43)

A

Die fBi|q(z)=0 sind nun aber alle verschieden, so dass die Summanden in (2.42) bereits
einzeln verschwinden miissen, also (2.40) <

> W ans =0 vPare@Muitaen (241
5() a@=0 " | |

Bell

Aus (2.44) folgt nun

> a(B)anB=0 V(a,d)mita €Il (2.45)
Bell

durch einsetzen von x ® y mit einem y € V, a(y) # 0. Es ist ndmlich

(anB)(z®y) = —F(z)a(y) (2.46)

wegen «(z) = 0, so dass sich in (2.44) f(x) aus dem Bruch kiirzt und a(y) aus der
Gleichung und man (2.45) erhilt.
(2.45) bedeutet

Z a(8Y)(a(a)B(b) — a(b)B(a)) =0 Va,b €V, V(a,II)mita € TI, (2.47)
Bell

was mit der Definition von G aus (2.6), G = Y. 5er1 8 ® § wegen o(fY) = f(a)
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geschrieben werden kann als
a(a)Gr(a¥,b) = a(b)Gr(a’,a) Va,b €V, V(a,II)mita € IL. (2.48)

Hieran sieht man, dass das Verhéltnis Gr(aV,a)/a(a) nicht von dem Vektor a € V
abhéngt,

Grn(aY,a) = Aa(a) Va €V, V(a, ) mita € II. (2.49)

Dies bedeutet aber
GnG'a=Xa V(a,)mita €I, (2.50)
was die V-Bedingungen (2.11) sind. O
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2.2 Auffinden von V-Systemen
2.2.1 Coxeter-Wurzelsysteme

Eine bedeutende Klasse von V-Systemen liefern direkt die Coxeter-Wurzelsysteme [35],
wie A. P. Veselov 1999 gezeigt hat [29]. Sie sind definiert wie folgt.

Sei V' eine Euklidischer Vektorraum mit einem Skalarprodukt, und sei G sei eine
Cozeter-Gruppe, das ist eine irreduzible, endliche Gruppe, die durch orthogonale Refle-

xionen
2(a, B)

(o)™
an Hyperebenen in V erzeugt wird. Sei R eine Menge von Normalenvektoren zu den
Reflexions-Hyperebenen von G. Die Lénge dieser Normalenvektoren sei so gewahlt, dass
R invariant unter der natirlichen Wirkung von G ist und fir jede Hyperebene genau
zwei Normalenvektoren enthédlt. Wir wéihlen nun von jedem solchen Paar einen aus (z.B.
immer den, der positiv bzgl. einer bestimmten Linearform tiber V ist) und bilden daraus
das System R,

sa(B) =B —

(2.51)

R=RyU(-Ry) (2.52)

Solch ein System R4 ist ein Cozeter- Wurzelsystem und seine Elemente heiflen Wurzeln.
Jedes Coxeter-Wurzelsystem R ist ein V-System, wie mit den V-Bedingungen einfach
zu beweisen ist: Die Form

G= Z a®a (2.53)

a€ER ¢

ist proportional zur euklidischen Struktur von V, da sie invariant unter G ist und G
irreduzibel ist. Dies ist aber auch der Fall fiir

Gr= Y a®a« (2.54)

a€ER N

flir 2-Ebenen 7, die mehr als zwei Wurzeln von R enthalten, so dass die V-Bedingungen
(2.16) fur diese Ebenen erfiillt sind. Enthélt eine Ebene 7 nur zwei Wurzeln, so miissen
diese orthogonal sein, was die V-Bedingung fiir diesen Fall ist. ([

2.2.2 Projektionen auf Unterrdaume

Fine sehr erfolgreiche Methode, um aus bekannten V-Systemen neue zu erhalten, ist die
Projektion auf bestimmte Unterrdume.

Sei A ein V-System im Vektorraum V*, den wir hier mit V' identifizieren. Weiter sei
B C A der Schnitt von A mit einem Unterraum U’ von V = V* und U sei der von B
aufgespannte Unterraum. Sei L das orthogonale Komplement von U in V,

L= {zeV: ) =0} (2.55)

BeB

Dann erhélt man ein V-System A’ in L wie folgt:
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o Die Elemente o € B werden entfernt
o Die Elemente o € AN L werden iibernommen (AN L kann leer sein)

o Die restlichen o« € A werden orthogonal auf L projiziert. Entstehen dabei kollineare
Mengen {v; = Aiv}i=1,..., von Kovektoren, werden diese je durch einen dazu fiir
die Definition (2.1) von F dquivalenten Kovektor 4 = Ay mit A2 = 3-¥ | \? ersetzt

Man beachte, dass die vom System A definierte Kovektor-Losung (2.1) F 4 zundchst nur
im Komplement
V=V\|J{zeV: ak) =0} (2.56)
acA
von V' zur Vereinigung der zu den Elementen von A orthogonalen Hyperebenen definiert
ist, aber auf ganz V analytisch fortgesetzt werden kann. Die vom projizierten System
A" in L definierte Funktion F 4 ist somit in L identisch zu der analytischen Fortsetzung
von F 4 nach L,
Fal, = Fu, (2.57)

weshalb man auch von Einschrankung oder Restriktion spricht.

Dass das so erzeugte System A’ tatsiachlich wieder ein V-System ist, bzw. dass Fy
die WDVV-Gleichungen in L 16st, wurde von M. V. Feigin und A. P. Veselov 2005
in [33] gezeigt, im Zusammenhang mit den Frobenius-Strukturen, welche schon 1992
von B. Dubrovin mit den WDVV-Gleichungen in Verbindung gebracht wurden [3]. Der
Beweis benutzt die tieferen Zusammenhénge jedoch nicht, wir brauchen nur folgende
Feststellung;:

Definiert man fiir ein V-System A, bzw. die entsprechende Kovektor-Lésung F', eine
Multiplikation ,;*” auf dem Tangentialbiindel von V als

uxv=G'Fo=G '"Fu= Z Mav (2.58)
acA

mit F,, wie in (2.28), so entspricht ihre Assoziativitat gerade den WDVV-Gleichungen,
wie man an (2.29) direkt sieht. Diese Multiplikation ist zunéchst auch nur fir z € V
definiert
Sei nun A ein V-System, so dass das entsprechende ,*”-Produkt auf dem Tangential-
biindel von V assoziativ ist. B sei wie oben der Schnitt von.A mit einem Unterraum, und
L der durch (2.55) definierte Unterraum, auf den A projiziert wird. Weiter sei C = A\B
und
L=L\|J{zeV:q(x)=0} (2.59)
yeC

Wir werden nun zeigen, dass die ,,*”-Multiplikation auf L fortgesetzt werden kann und
L unter ihr abgeschlossen ist, so dass nun riickwérts ihre Assoziativitiat die Giiltigkeit
der WDVV-Gleichungen in L fiir Fu = F4| ;, impliziert.

Dazu betrachten wir einen Punkt zo € L und zwei Tangentialvektoren u, v in xg, die
tangential zu L sind und setzten sie zu lokal analytischen Vektorfeldern u(zx), v(x) im
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gesamten Vektorraum V fort. Aulerhalb von L ist dann die ,,*”-Multiplikation wohlde-
finiert, die Frage ist, was fiir x — x( passiert.
Dazu betrachten wir u(z) * v(z) in der Néhe einer Hyperebene

g ={x eV : B(z)=0} (2.60)

fiir ein 5 € B. In euklidischen lokalen Koordinaten (¢, s) mit der Koordinaten ¢t = f(x)
senkrecht zu mg und dem Vektor s der n — 1 Koordinaten der orthogonalen Projektion
von z auf mg. Die Vektorfelder kénnen damit geschrieben werden als

u(z) = u(t,s) = a(t,s)o + &(t, s),

v(z) = v(t,s) = b(t,s)0 +n(t,s), (2.61)

mit zu mg parallelen Vektorfeldern £ und 7, 5(§) = 5(n) = 0. Da u(x) und v(z) in ¢ nun
tangential zu mg sind, ist a(0,s) = b(0,s) = 0 und aus der vorausgesetzten Analytiziét
folgt

t—0 t
Das heift, dass der S-Term in der Summe (2.58) von u(z) *v(z) bei B(x) = 0 verschwin-
det. Diese Folgerung gilt aber fiir alle 8 € B, so dass

= 0. (2.62)

xlgglo u(z) xv(x) = Z Mav (2.63)
acA\B

und das ,,*”-Produkt auch in L wohldefiniert ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass u * v tangential zu L ist, sofern v und v es sind. Dies
folgt wieder aus der Betrachtung fiir die einzelnen Hyperebenen mg senkrecht zu den
B € B. Fiir diese ist zu zeigen, dass

Bluxv) = Z a(gzj)(v)ﬁ(av) =0 (2.64)
acA\{B}

fir x € mg, u,v € Tymg. Aus den WDVV-Gleichungen fiir die von A definierte Funktion
F in der Form (2.40),

a(8Y) oA 582 B .
5%,:4 Blx) @np) ’a(x 0 Vaed (2.65)
erhilt man durch einsetzten
2. aofﬁ; )> (a(@)B(b) — aB)F@)(()() — ay)F) =0| (2.66)
a€A _

fir beliebige Vektoren a, b, y, z € V. Fiir b=wu € 73, y = v € mg wird (b) = (y) = 0,
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und wir erhalten

B@s) Y A a(ua() = (2.67)
acA\{B}
was fiir a, z mit B(a) # 0, B(z) # 0 (2.64) impliziert. O

2.2.3 Verallgemeinerte Wurzelsysteme

Eine weitere Klasse von V-Systemen liefern Deformationen der von V. Serganova 1996
in [36] im Zusammenhang mit klassischen Lie-Superalgebren eingefiihrten verallgemei-
nerten Wurzelsysteme. Sie sind definiert wie folgt.

Sei V ein endlich dimensionaler komplexer Vektorraum mit einer nicht degeneriertem
Bilinearform (-, -). Eine endliche Menge R C V\{0} ist ein verallgemeinertes Wurzelsys-
tem, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

e Rspannt V auf und R=—R

(08) ¢ 7 5(8) = B - 2% g e R

(aay €% % {ac)

o fiir a, B € R, (a,a) =0, {a, B) # 0 gehort wenigstens einer der Vektoren o + f3
oder « — S zu R

o fiir a,8 € R, (o, ) # 0 gilt

Jedes verallgemeinerte Wurzelsystem besitzt eine partielle Symmetrie, beschrieben durch
die endliche Gruppe Wy, welche durch die Reflexionen an den nicht-isotropen Wurzeln
erzeugt wird.

Wir betrachten nun Deformationen dieser Systeme, die von A. N. Sergeev und A. P.
Veselov 2003 in [37], im Zusammenhang mit Deformationen der Lie-Superalgebren und
von Calogero-Moser Systemen, eingefithrt wurden. Sie werden zuldssige Deformationen
genannt. Sie sind definiert iiber eine Deformation der Bilinearform (-, -) (parametrisiert
iber ein k, so dass k = —1 dem undeformierten System entspricht), und einer Ska-
lierung der Wurzeln o € R, @ — mga. Eine Deformation ist zuldssig, wenn folgende
Bedingungen erfillt sind:

o Die deformierte Bilinearform (-, -) ,, und die Skalierungen m,, sind invariant unter
Wirkung der Gruppe Wy der partielle Symmetrie

e die isotropen Wurzeln werden nicht skaliert

o die Funktion 9 = [],eg, sin™™(a, z) ist eine (formale) Eigenfunktion des Schrd-
dingeroperators

a(ma + 2m2a + 1) <Oé, Oé>k

m
L=-A
+ Z sin?(a, x)

acR

(2.68)
k

wobei sich der Laplace-Operator A auf die deformierte Bilinearform (-, -) , bezieht,
welche als nicht degeneriert vorausgesetzt wird
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Fiir jede zuldssige Deformation (R, k, {my}) eines verallgemeinerten Wurzelsystems R
ist nun die Menge A = {\/mqa, @ € R} ein V-System, wenn die kanonische Form

Ga(u,v) = Z mao(u)a(v) (2.69)
acA

nicht degeneriert ist, wie M. V. Feigin und A. P. Veselov 2007 in [34] gezeigt haben.
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3 Klassifizierung und Konstruktion von Kovektor-Ldsungen
mit Hypergraphen

Die Algorithmen wurden der Einfachheit halber zunéchst in dem bei mathematischen
Physikern beliebten und sehr méchtigen, aber proprietdren Computer-Algebra-System
Mathematica (Version 7.0.1) der Firma Wolfram Research [41] implementiert. Fiir die
Weiterentwicklung der Algorithmen schlage ich jedoch die Verwendung einer standardi-
sierten Programmiersprache vor, fiir die freie Compiler/Interpreter vorliegen.

Da die Algorithmen zur Konstruktion der V-Systeme keine Funktionen eines Computer-
Algebra-Systems bendtigen, die man nicht einfach selbst implementieren konnte, bietet
sich eine effiziente allgemeine Programmiersprache wie C++ an. Sollten Funktionen ei-
nes Computer-Algebra-Systems bendtigt werden, schlage ich die Verwendung von freien
Systemen wie Axiom [42] oder Maxima [43] vor, so dass alle von Computern ausgefiihr-
ten Rechenschritte nachvollziehbar sind, wodurch die Ergebnisse erst wirklich verlasslich
werden.

3.1 Analyse von gegebenen V-Systemen

all2Flats[A] gibt eine Liste Ids aller 2-flats des Systems, dessen Vektoren in der Matrix
A stehen, jedes Element von Ids ist eine Liste der Indizes der in dem jeweiligen 2-flat
enthaltenen Vektoren,
all2Flat=z[A ] := Block[{AL, n, Ids},
AL = Transpose[A]: n = Llength[AL] ; Ids = {{}}”
Do[If[! pairlistedD[Ids=, i, 7], AppendTo[Ids, [i, j1}]:
Do[If [MatrixRank [{AL[i], At[3], AtTED}] == 2, AppendTo[Ild=s[Length[Id=]], 1],
{E, 3+1,n}1],
{i,1,n-1}, {j, i+1, n}l;
Id=[2 ;:1
1:

hier wird
pairlistedQ[L , i , 7 ] :=
Catch[If[i == j, Throw[False]]: Do[If[MemberQ[1l, i] && Member{[1, j], Throw[True]], {1, L}]:

False] :

benutzt.
large2Flats[A] gibt eine Liste aller 2-flats mit mehr als 2 Elementen des Systems A

large2Flats[A ] := Select[all2Flats[A], Length[#] =2 &]:

addSFs[1Flats] fiigt die 2-flats mit 2 Elementen hinzu,
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addSFs[1Flats ] := Block[{allFlats = 1Flats, 1bl},
Do[Do[If[Sort[lf [ pair] == Sort[pair], Goto[lbl]], {1f, lFlats}]:
AppendTo[allFlats, pair]; Labkel[1k1],
{pair, Subsets[DeleteDuplicates [Flatten[1Flats]], {21]11]:
Beturn[allFlats]
1:

und remSFs entfernt sie,

remSFs[allflats ] := Select[allflats, Length[#1] =2 &];

checkV[A] iiberpriift die V-Bedingungen in der Form (2.12) fiir das System A.
checkV[A ] :=Block[{At, G, Gi, mults, m, result},
At = Transpose[A]; G = A.AL; Gi = Inverse[G] ; result = {};
Do[mults = {]:
Do[m = Solve [Sum[AC[i] .G, AC[1id] « AC[i], {i, id=}] == 1= At[id], 1]:
AppendTo[mults, If[m == {}, False, Simplify[mIl, 1, 27111,
{id, id=}]:
AppendTo[result, {ids,
If[Do[If[m =!= mmlts[1l], Return[True]], {m, mmlts}] === True, mults, mults[11]3}],
{ids, all2Flats[A]}]:
Beturn[resnlt]

1:

checkVH[A] iiberpriift die V-Bedingungen fiir eine flache Metrik in der Darstellung 2.3
mit den Vektoren vs und den Mulfiplizitdten ms,
checkVH[flats , v , ms ] := Block[{mmlts, m, result},
result = {}:
Do[mults = [1:
Dof[m = Solve[Sum [ms[i]] » Sqri[ms[id]] « vs[i] . ve[1id] » vs[il, {i, id=}]
== 1 » 5grt[ms[id]] » vs[id], 1]:
AppendTo[malts, If[m == {}, False, Simplify[wm[1, 1, 27111,
{id, id=}]:
AppendTo [result, {ids,
If[Do[If[m =!= mmlt=[1], Return[True]], {m, mmlts}] === True, mult=s, mults[17]1],
{id=s, flats}]:
Return[result]

1:

3.2 Konstruktion ,,orthogonaler” Hypergraphen

Es gibt eine notwendige Eigenschaft fiir die Hypergraphen dafiir, dass sie als Vektorsys-
teme realisiert werden koénnen, welche die V-Bedingung fiir 2-flats mit 2 Elementen, die
Orthogonalitédtsbedingung, erfiillen:
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Fiir jedes Paar aus einem 2-flat IT = {5} und einem nicht in II liegenden Vektor «
gilt, dass a entweder auf allen §’s senkrecht steht oder auf hochstens einem . Eine
Ausnahme tritt auf fir 2-flats mit 4 oder mehr Elementen, in welchen zwei Vektoren
orthogonal sind.

Die folgenden Algorithmen konstruieren Hypergraphen mit dieser ,,Orthogonalitéts-
eigenschaft”, ich nenne sie ,,orthogonale” Hypergraphen. Diese Eigenschaft schrankt die
Menge der in Frage kommenden Hypergraphen auflerordentlich ein.

3.2.1 Isomorphie von Hypergraphen

Entscheidend bei der Konstruktion der Hypergraphen ist die Beachtung ihre Isomorm-
phien.

edgesIsoQ[edgelist, edgel, edge2] priift fiir einen Hypergraphen, welcher als Liste
seiner Kanten edgeList gegeben ist, ob die Kanten edgel und edge2 isomprph sind, d.h.
ob der Hypergraph von edgel und edge2 aus betrachtet gleich aussieht.
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edgezlzol[edgelist , edgel , edgel ] := Block]|
{vCount, eCount, vLizst, elist, el = edgel, e2 = edge?, eMap, vMap, eOrigins,
vlrigins, eOrigins2, vOrigins2, levels, levels2, 1Lists, 1Lists2, levelsMaps,
vHashes, eHashes, vMaxSize, eMax5Size, eRHashes=, vEHashes, eRHashezs2, vRHazhes2,
vCHashes, eCHashesz, vCHashes2, eCHashes2, result},

elist = edgelist; vount = Max[Flatten[elizt]]: eCount = Length[eli=t];
vLizt = Table[{}, {vCount}l] : Do[Do[AppendTo [vList[v], ], {v, elList[e]}], {e, eCount}]:
eMap = Table[0, {eCount}]; vlMap = Table[D, {vCount}]:

elriginzs = Table[{}, {eCount}]; vOrigins = Table[{}, [vCountl]:
elriginz2 = Table[{}, {eCount}]; vOrigins2? = Table[{}, {vCount}]:
eRHashes = Table[0, {eCount}]; vEHashes = Table[0, {vCountl}]:

eRHashe=2 = Table[0, {eCount]}]; vRHazhes2 = Table[0, [vCountl]:
vMaxSize = Max[Length /@ vList] ; eMax5ize = Max[Length /@ elizt] ;
vHashes = Table[vHash[v, 2, vList, elist], {v, vCountl}];

eHashes = Table[eHash[e, 2, vList, elList], {e, eCountl]:

If[eHazhez[el] # eHashez[e2] , Return[False]]:

1List=z = {{ell}; vwTreeC[lLi=ts, vOrigins, eldrigins, vList, elist]:
If[Mod[Length[lLists], 2] =0,
vRevHashesC[Length[lLists], 1, 1Lists, vEHashes, eRHashes, vOrigins, eJrigins],
eRevHashesC[Length[1Lists], 1, 1Lists, vEHashes, eRHashes, vOrigins, edrigins]]:
1Lizt=s2 = {{e2}};: vTreeC[lLiztz2, vO0rigins2, e0rigin=2, vList, elList]:
If[Med[Length[lLists2], 2] == 0,
vBevHashesC[Length[1List=s2], 1, 1List=s2, vEHashes2, eRHashezs2, vOriginz2, edrigins2],
eRevHashesC[Length[1List=s2], 1, 1Lists2, vEHashes2?, eRHazhez2, vO0rigins2, e0rigins2]]:;
viCHashes = Table[vHashes[v] + Max[Length /@ vHashes] vEHashes[v], {v, vCount}]:
eCHashezs = Table[eHashesz[e] + Max[Length /@ eHazshezs] eFEHashesz[e] , {e, eCount}]:
v(Haszhez2 = Table[vHashes[v] + Max[Length /@ vHashes] vEHashez2[v], {v, vCountl}]:
eCHashe=s2 = Table[eHashes[e] + Max[Length /@ eHashes)] eBHashes2[[e], {e, eCount}]:
level=z = {1 eGroup=C[]; levels2 = Table[{}, {Length[lewvel=]1l]:; lewel=2[1] = {{e2}]}:
levelzMapz = Table[{}, {Length[level=z]l]:
Do[levelsMap=[1l] = Takle[{}, {Length[level=[1]]1}]1, {1, Length[level=]}];

eMap[e2] = el: result = checkEVLevel[2];
If[resulkt,
Do[If[! Sort[Map[viap[#1] &, elist, {21][e]] = Sort[eliszt[eMap[e]]], Print["Error!"]],
{e, eCount}]]:
Return[result] ;
1:

Dazu wird der Hypergraph als normaler Graph betrachtet der als seine Vertices sowohl
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die Kanten als auch Vertices des Hypergraphen enthélt, immer abwechselnd verbunden
durch neue Kanten. Der so erhaltene Graph wird nun als Baumstruktur von edgel als
»Wurzel” aus und parallel dazu von edge2 als ,,Wurzel” aus betrachtet. vTreeC und eTreeC
werden dazu immer abwechselnd ausgefithrt, um die ,Ebenen” (levels) der Vertices
dieser Baume/Graphen aufzubauen,
Sethttributes [vTreeC, HoldAll] :
vTreeC[lLists , vOrigins , e0rigins , vIList , elList ] :=Block[{li=zt},
list = {}:
Do[Do[If[! MemberQ[e0rigins[e], v], If[! MemberQ[list, v], AppendTo[list, v]]:
AppendTo[vOricins[v], 1],
{w, eList[e]}], {e, LLists[-1]}]:
If[li=t ¢ {}, AppendTo[lLists, 1list]; eTreeC[lLists, vOrigins, e0rigins, vList, eList],
virigins = Sort /@ vOrigins; e0rigins = Sort /@ e0Origins] ;
1:
Sethttributes[eTreeC, HoldAll] ;
eTreeC[lLists , vOrigins , e0rigins , vList , elist ] :=Block[{li=zt},
list = {}:
Do[Do[If[! MemberQ[vOrigins[v], ], If[! MemberQ[li=t, ], AppendTo[lizt, e]]:
AppendTo[e0riginse], v1],
e, vList[v]}], {v, LLists[-17}]1:
If[li=t # {1}, AppendTo[lLists, 1list]; vTreeC[lLists, vrigins, e0Origins, wvlist, eList],
virigins = Sort /@ vOrigins; e0rigins = Sort /@ e0Origins] ;

1:

w
|

Die Funktionen vGroupsC und eGroupsC gruppieren die Elemente der ,,Ebenen”,
veroupsC[] := Block[{},

AppendTo[levels, Flatten[GatherBy [SortBy [1Lists[Length[level=] + 1],

{Sort[vOrigins[#1]] &, vCHashes[~1] &}].
ISort [vOrigins[#1]] &, vCHashes[#1] &1, 11]1:

If[Length[level=s] = Length[lList=] , eGroupsC[]]

1:
eGroupsC[] := Block[{},

AppendTo[levels, Flatten[GatherBy [SortBy [1Lists[Length[level=] + 1],

{Sort[elrigins[#1]] &, eCHashes[~1] &1].,
ISort[e0riginz[#1]] &, eCHashes[#1] &1]1, 111:
If[Length[level=] =« Length[lList=s] , vGroupsC[]]
1:

checkVLevel und checkELevel priifen nun schlieBlich die ,Ebenen” auf Ubereinstim-
mung, checkELevel ist vollstandig analog zu checkVLevel (e und v bzw. E und V sind
vertauscht) und wird daher nicht angegeben,
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checkVlevel [l ] := Block[{g, try, vMappedOrigins},
Catch[
viMappedlrigins = Sort /@ Map [eMap[#1] &, vOrigins2, {21]:
levels2[1] = Flatten[GatherBy [SortBy [1Lists2[1],
{vMappedDrigins[#1] &, vCHashes2[#1] &}].,
{vMappedOrigins[#1] &, vCHashes2[#1] &}]1, 1]
If [Map[Length, level=s2[1], {1}] # Map[Length, levels[1], {1}], Throw[False]]:
Do[If[vOrigins[levels[L] Dol [11] # vMappredDrigins[levels2[L] [oT1 101
| | vCHashes[levels[Ll]] [gll [11] # vCHashes2[levels2[1] [l [111, Throw[False]]
levelsMaps[1] [g] = Range [Length[levels[1ITgl]1]:
Do[vMap[levels2[LI Lol IvI] = levels[LlIMol [+v], {v, Length[levels2T1TTgD]1}] .
{g, Length[lewvels2[L]]1}]:
If[Ll == Length[lewvels], Throw [True]]:
Label[try]; If[checkELevel[l + 1], Throw[True]]:
For[g=1, g = Length[levels[1]], g++,
If[Length[lewvels[1][gl] =1, levelsMaps[1] [gl = HextPermmtation[lewvelsMaps[1] [gl] :
Do[vMap[levels2[ LN [l IvI] = levels[Ll] [gl [levelsMap=[ 1] [gl [v11 .,
{w, Length[levels2[IT L] }]
If[levelsMap=[1] [g] # Range [Length[lewvels[1][gl]] ., Gotel[try]]]]:
Throw [False] ]
1:

Zur Beschleunigung werden Hashes verwendet,
wHash[v , L , wvlist , elist ] := Length[vIist[v]] +
IFTL » 1, (1 + vMaxSize) »Sum[eHash[e, L - 1, vList, elist], {e, wlist[v]}]1, 0]:

eHash[e , L , wlist , elist ] := Length[elistfe]] +

IF[L » 1, {1 + eMaxSize) »Sum[vHash[w, L - 1, vlist, elist], {wv, elList[e]}], 0]:

SethAttributes [vBevHashesC, HoldAll] ;

vRevHashesC[L , m , lLists , vRHashes , eRHashes , vOrigins , e0rigins ] := Block[{],
Do[vRHashes[v] += m; Do[eRHashes[e] += vRHashes[v], {e, virigins[v]1}], {wv, LLists[LQ}]:
If[L>1, eRevHashesC[Ll -1, meMaxSize, 1Lists, vRHashes, eRHashes, vOrigins, e0rigins]]
1:

Sethttributes [eBevHashesC, HoldAll] ;

eRevHashesC[L , m , lLists , vRHashes , eRHashes , vOrigins , e0rigins ] := Block[{},
Do[eRHashes[[e] += m; Do[vRHashes[v] += eRHashes[e], {v, eOrigins[elll], {e, LLists[1]1}]:
If[L »1, vBevHashesC[Ll -1, m vMaxSize, lLists, vRHashes, eRHashes, vOrigins, e0rigins] ]

1:

vertsIsoQ priift analog zu edgesIsoQ die Isomorphie von zwei Vertices des Hypergra-
phen,

=

vertzIsol[edgelist , vertl , vertl ] := edgesI=zol[dualHG[edgelist] , ver

r

[
[
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Dabei wird ausgenutzt, dass Kanten und Vertices in Hypergraphen dquivalent sind,
jedem Hypergraphen ist sein Dualer Hypergraph zugeornet, bei welchem Kanten und
Vertices gerade vertauscht sind,

dualHG[list ] := Block[{dl},

dl = Table[{}, {Max[Flatten[list]]}];
Do [Do[AppendTo (1030, 11, {7, List[il}], {i, Length[list]}]:
Return[dl]]:

findIsoEdges gruppiert die Kanten des Hypergraphen zu Mengen von isomorphen
Kanten,
findIzcEdges [edgelist ] := Gather[Range [Length[edgelist]], edgesIzol[edgelist, #

. #2] &]:

findIsoVerts verfihrt entsprechend mit den Vertices,
findIzscVerts[edgelist ] := Gather[Range [Length [dualHG[edgelist]]],

vertsIsold[edoelist, #1, #2] &] ;

hgsIsoQ[hglEdgelist, hg2EdgeList] priift, ob zwei Hypergraphen isomorph sind,
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hgsIzol[hglEdgelist , hg2Edgelist ] := Block[

{vCount, eCount, vListl, vList2, elistl, elList2, 1, 2, eMap, vMap, elOrigins,
vlrigins, eOrigins2, vOrigins2, levels, levels2, 1Lists, 1Lists2, levelsMaps,
vHashesl, eHazshesl, vHashes2, eHashes?, vMaxSize, eMaxSize, eRHashes, vEHashes,
eBHashes2, vEHashes2, vCHashes, eCHashes, vCHashes2, eCHashes2, eHGroupsl,

eldGroups2, result},

Catch[
elistl = hglEdgelist; elist2 = hg2Edgellist;
If[Max[Flatten[eliztl]] z Max[Flatten[eLi=t2]] || Length[eliztl] 2 Length[eli=t2],
Throw [False]]:
viount = Max[Flatten[elListl]]; eCount = Length[elListl];
wlistl = Table[{}, {vCountl]:; Do[Do[AppendTo[vLizti[v], €], {v, eli=sti[e]}],
{e, eCount}]:
wvLhist? = Table[{}, {vCountl}]; Do[Do[AppendTo[vList2[v], €], {v, elListZ[e]}], {e, eCount}]:
eMap = Table[0, {eCountl}]: viMap = Table[0, {vCountl}]:
elriginz = Table[{}, {eCount}]; vOrigins = Table[{}, {vCount}]:
elrigins2 = Table[{}, {eCount}]; vOrigins2 = Table[{}, {viountl]:;
eRHazhez = Table[0, [eCount}]: vEHashes = Table[0, [{vCount}]:
eBHashesz2 = Table [0, {eCount}]; vEHashes2 = Table[0, {vCount}]:
viaxSize = Max[Length /@ vListl]; eMaxSize = Max[Length /@elistl];
vHashesl = Table[vHash([v, 2, vLi=tl, elLi=tl], {wv, wlountl]:
eHashe=l = Table[eHash[e, 2, vLiztl, elizstl], {e, eCountl}]:
vHashes2 = Table[vHash([v, 2, vList2, eList2], {wv, vlountl];
eHashes2 = Table[eHash([e, 2, vList2, eLi=t2], {e, eCountl]:;
eHGroupsl = SortBy [GatherBy [Range [eCount] , eHashes1[#1] &], {Length, eHashes1[#1[1]] &}]:
eldGroups2 = SortBy [GatherBy [Range [eCount] , eHashes2[#1] &], {Length, eHashesZ[F1[1]] &}]:
If [Length /@ eHGroupsl # Length /@ eHGroup=2, Throw [False]]
Do[If[eHazshezl[eHGroupzl[gl [1]1] # eHashes2[eHGroups2 [g] [111 , Throw [False]] ,
{g, Length[eHGroups1]1}]:

el = eHGroups1[1][1]; 1Lists = {{ell}: vTreeC[lLists, vOrigins, e0Origins, vlistl, elistl];
If[Mod[Length[lLists], 2] == 0,
vRevHashesC[Length[1lLists], 1, 1Lists, vEHazshes, eRHashe=, vOrigins, e0rigins],
eRevHashesC[Length[1Lists], 1, 1Lists, vEHashes, eRHashes, vOrigins, elOriginz]]:
viiHashes = Table[vHashes1[v] + Max[Length /& vHashe=1] vEBHashes[v], {v, vCountl]:
eCHazhez = Table[eHasheszl[e] + Max[Length /@ eHashesl] eFHashes[e], {e, eCount}]:
levels = {}; eGroupsC[] ;
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Dol
elriginzs? = Table[{], {eCount}l]; vOrigins? = Table[{}, [vCount}]:
1Lizst=s2 = {{e2]};: vTreeC[lLizts2, vOriginzs2, e0rigins2, vList2, eList2];
If[Med[Length[lLists2], 2] == 0,
vRevHashesC[Length[1Lists2], 1, 1Lists?, vEHashes?, eRHashes?, virigins2?, edrigins2],
eRevHashesC[Length[1Lists2], 1, 1Lists2, vEHashes2, eRHashes2, vOrigins2, e0rigins2]]:
viiHashes2 = Table[vHashes2[v] + Max[Length /@ vHashes2] vRHashes2[v], {v, vCount}]:
eCHashezs2? = Table[eHashez2[e] + Max[Length /@ eHashesz2] eRHasheszs2[e], {e, eCountl]:
levelz2 = Table[{}, {Length[level=z]l]: level=2[1] = {{e2}}:
levelsMaps = Table[{}, {Length[levels]}]:
Do[levelsMap=[1l] = Table[{}, {Length[lewels[1]]1}]1, {1, Length[lewel=s]1]:

eMap[e2] = el; result = checkVLevel[2]:

If[result,
Do[If[! Sort[Map[vMap[#1] &, eLizt2, {21]1[e]] = Sort[elizstl[eMaple]]l], Print["Error!"]],

{e, eCountl}]:

Throw [True] ],

{e2, eHGroups2[1]1}]:

Throw [False] ]
1:

hgMinorQ [hglEdgeList, hg2EdgeList] priift, ob der durch hg2EdgelList gegebene Hy-
pergraph aus dem durch hgiEdgeList gegebenen durch hinzufiigen von Kanten und Ver-
tices konstruiert werden kann,
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hgMinorQ[hglEdgelist , hglEdgelist ] := Block[
{vCountl, eCountl, vount2, eCount2, wvListl, vList2, eListl, eList2, el, e2, elap,
viMap, eMapR, e0riginsl, vOriginsl, e0Origins2, vOrigins2, e5izesl, e3izes2,
levelsl, levels2, 1Listsl, 1Lists2, result, nextE2},

Catch[
elistl = hglEdgelist; elList2 = hg2Edgelist;
viountl = Max[Flatten[elListl]]: eCountl = Length[elListl]:
vCount? = Max[Flatten[elList2]]; eCount2 = Length[elList2] ;
vlistl = Table[{}, {vCountll]:; Do[Do[AppendTo [vLlisti[v], ], {v, elistifel}].,
{e, eCountl}];
vLhist? = Table[{}, {vCount2}]: Do[Do[AppendTo [vLlist2[v], ], {v, elList2[e]}].,
{e, eCount2]] ;
eMap = Table[0, {eCountl}]: viap = Table[0, {vCountl}]:
elrigin=l = Table[{}, {eCountl}]: vOriginsl = Table[{}, {vCountl}]:
eSizesl = Table[{e, Sort[Table[Length[vListi[v]], {v, elistifel}]11}, {e, eCountl]l];
eSizes2 = Table[[e, Sort[Table[Length[vList2[v1], {v, elList2[el}11}, {e, eCountl2}];
el = SortBy[e5izesl, {Length[#1[2]] &, #1[2010-17 &} 10-11011:
1List=sl = {{ell}; vTreeC[llistsl, vDriginsl, eOriginsl, vListl, elListl]:
levelszl = {}; eMGroupsC[];

Do[
If[Length[elListl[el]] = Length[eli=t2[e2]] , Goto[nextE2]];
Do[If[eSizesl[el] [2][1] = eSizes2[e2] [21 i, Goto[nextE2]], {i, Length[eli=ti[el]]}]:
eldrigins2 = Table[{], {eCount2l]; vOrigins2 = Table[{}, {vCount2}]:
1Lizt=s2 = {{e2}1}: vTreeC[lLizts2, vOriginz2, e0rigins2, vList2, eLizt2];
eMaplel] = €2; result = checkWVMLevel[2] ;
If[result, (+xprintMap[vMap]:printMap[eMap] ;«) Throw[True]]:
Label [nextE2] ,
{e2, eCount2}]:

Throw [False]]

1:

Diese Funktion verwendet leicht modifizierte Gruppierungsfunktionen,
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vMGroup=sC[] := Block[{]},
AppendTo[levelsl, GatherBy [SortBy [llListzl[Length[level=1] + 1],
Sort [vOriginsi[#1]] &], Sort[vOriginsi[#1]] &]11]:
If[Length[lewvelsl] « Length[lListsl], eMGroupsC[]]
1:
eMGroupsC[] = Block[{},
AppendTo[levelsl, GatherBy [SortBy [1Listsl[Length[lewvelsl] + 1],
Sort[e0rigin=1[#1]] &], Sert[e0rigins1[#1]] &]1:
If[Length[lewelsl] <« Length[lLists1l], viMGroupsC[]]
1:

und verdnderte Priiffunktionen,
checkMMLevel[Ll ] :=
Block [{targetGroups, usedTargets, levelMap, p, nxt, nextGroup, nextMap, tryl,
Catch[
If[l = Length[lewvelszl], Throw[True]]:
targetGroups = Tabkle[{}, {Length[levels1[L]]}] -
Do[Do[Do[If[! MenberQ[vOrigins2[v2], eMapl=]], Goto[nxt]],
{e, vOriginsl[lewvel=s1[1] [gl [1103]1:
AppendTo[targetGroups[gl , v2] 5 Label [nxt],
{w2, lLists2[1]}]1:
If[Length[targetGroups[gl] <« Length[levels1[LlI[gl] ., Throw[False]l] .,
{g, Length[targetGroups]}]:
levellap = Table[Takle[i, {i, Length[levels1[l]Mgl]}], {g, Length[levelsi[IQ]}]
p = Table[l, [Length[levels1[1]]12}]1:
While[True,
Label[try] ; usedTargets = {};
Do [Do[If [MemberO[usedTargets, targetGroups[ol [leveldap[ol [i11] , Goto[nextMap]] »
AppendTo [usedTargets, targetGroups[g] [levelMap[gl[i11]
{i, Length[levelMap[gl]l}], {9, Length[levelMap]}] 2
Do[Do[viMap[lewvels1[ L] [gl [1i1] = targetGroups [gll [levellap Lol [il1 .
{1, Length[levellap[gl]l}], {9, Length[levellap] }]
If [checkEMLevel[Ll + 1] , Throw [True]] :
Label [nextMap] ;
Do[levelMap[g]l = Permatations [Range [Length[targetGroups[gll] .
{Length[leveltap[g]]}] [eloll ; pLal++:
If[plyl = Length[Permutations [Range [Length[targetGroups[gll] .,
{Length[levelaplol]}]1], plol = 1,
Goto[try]], {g, Length[levelMap]}] :
Throw [False]]]
1:

vertSetsIsoQ[edgelist, vertsl, verts2] prift, ob die beiden Mengen vertsi und
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verts2 von Vertices eines durch edgeList gegebenen Hypergraphen isomorph sind,
wvertSetsIsol[edgelist , vertsl , wvertsl ] :=
hgsI=sol[Append [edgelist, vertsl], Append[aedgelist, verts2]]:

edgeSetsIsoQ priift das entsprechende fiir Kanten,
edgeSetslsoll[edoelist , edgesl , edgess ] := If[Length[edgesl] ¢ Length[edges2] , False,

vertSetsIsol[dualHG[edgelist] , edgesl, edgesl]]:

isoEdgeSets[edgeList_, set_] liefert alle Mengen von Kanten, die isomorph zu der ge-
gebenen Kanten-Menge set sind,

izoBdgeSets[edgelist | set ] := First[Lazt[Reap[
Dol[If [edgeSetsIsol[edgelist, set, 3], Sow[=]].,
{2, Subsets [Range [Length[edgelist]], Length[s=et]1131111+

isoVertSets arbeitet entsprechen fiir Vertices,
iscVertSets[edgelist | set ] := First[Last[Reap[
Do[If [vertSetsIsol[edgelist, set, 5], Sow[=]],

{2, Subsets[Range [Length[dualHG[edoelist]] ], Length[s=£]1]131111;

3.2.2 Konstruktion der orthogonalen Hypergraphen

consMtis[startMti, vCountMax] konstruiert alle ,orthogonalen” Hypergraphen bis zu
einer maximalen Zahl vCountMax von Vertices,
consMtig[startMti , vCountMaw ] := Block[{]},
finds = {1; steps = {{{addSFs[startMti], {}1}};
Do[step=s[-1] = DeleteDuplicates[steps[-1], hgsIscQ[~1[1], #2[1]] &]:
AppendTo[=teps, {1]: Do[steps[-1] = Join[step=[-1], nextMtis[mti]], {mti, step=s[-2]}].
{2, vlountMaw - Max[Flatten[startMti]] + 1}]»
Return[finds] ;

1:

und benutzt
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nextMtis[mti ] := Block[
{flats, wvects, orthos, [Count, vCount, tmp, vil, vc, fc, nCs, [, gFSets, s, noFix,

retry, nMtis},

ndtis = {}; flats = mEi[1l] ; orthos = {}:
fCount = Length[flats] ; vwlount = Max[Flatten[flats]]:
wects = Table[{}, {vCount}] : Do[Do[AppendTo [vects[v], £], {v, flats[f]}], {f, fCount]}]:

Lakel [retry] :
ve = fe=0;
Do[tmp = 0; Do[vi = (flats[E]) N (flat=s[E2]):
If[vi # {}, If[Length[flats[f2]] = 2 && ! pairListedd[crthos, v, vi[1]], top++]1],
{£2, wvects[v]1}]:
If[! MemberQ[flat=s[f], v] && tmp = 0 && Length[flats[f]] - top = 1, {vc, fc} = {v, [};
Break([]],
{f, fCount}, {v, vCount}]:

If[wve ==0,
AppendTo[finds, {remSFs[flat=], crthosl]:
finds = DeleteDuplicates [[inds, hgsIscQ[#L1[1], F2[1]] && #1[2] == #2[2] &] :
If [vCount == vCountMax, RBeturn[{}]]:

gFsets = Gather[getUnjoinedFlat=s[], edgeSetsIscl[flats, #1, #2] &]:

Do [AppendTo [nMtis, flats]: Deo[AppendTo [nMtis[-1][F], vCount + 1], {f, g[11}]:
ndtiz=[-1] = addSFs [nMtis[-1]],
{g, gFsets}]:

AppendTo [nMtis, flats]: AppendTo [nMtis[-1], {1, vCount + 1}]:

nidti=[-1] = addSFs[nMtis[-1]]:

Return[Table[{nMtis[i], crthos}, {i, Length[nMtiz]1]],

If[vZount == vlountMax, Return[{1]1]:

Do[vi = (Flats[F]) M (flats[fcl): IE[vi # {}, If[Length[flat=[f]] = 3, Goto[noFix]]:
If[Length[flats[f]] » 3 && ! pairlistedl[crthes, wvi[l], vc],
Do[If [pairlisted0[orthos, v2, vi[l1l] || pairlistedD[orthos, v2, vc], Goto[noFix]],

{v2, flats[f]}]:
AppendTo [crthes, {vi[1], ve}ll1]l.
{f, vects[wc]}]:
Goto[retry] ; Label [noFix];

fz =First[Last[Reap[
Do[If[(flats[f]) M (flats[fcl) # {} && Length[flats[F]] == 2, Sow[f]],
{6, wects[vc]}111]:

gFSets = Gather[Select[getUnjoinedFlats[], #f=s =+ {} &],
edgelSetsIsol[flats, #1, #2] &];

Do [AppendTo [nMtis, flats]: Do[AppendTo [nMtis[-1][f], vCount + 1], {f, g[11}]:
nMtis[-1] = addSFs [nMtis[-1]], 45
{g, gFsets}]:

Return[Table[{nMtis[i], orthos}, {i, Length[nMtis]1]]:

1:
1:



und
getUnjoinedFlats[] := Block[{usedVs, f5et, sets},
sets = {{}}:
Do[fSet = {}: usedVs = {}; Do[If[usedVs ] (flats[f]) = {1},
AppendTo[f3et, []; usedVs = usedVs || ) flats[f]] ,
{f, f1, fCount}]: sets = sets| ) Subsets[f3et],
{f1, 1, fCount}];
Return [Complement[sets, {{}1311];
1:

consSMtis[sMti, sCount] konstruiert nur die ,orthogonalen” Hypergraphen, welche,
von einem gegebenen ,,orthogonalen” Hypergraphen sMti ausgehend, durch das sukzessi-
ve Hinzufiigen von einzelnen Vektoren in vorhandene, 2 oder mehr Vektoren enthaltende,
2-flats entstehen, unter Beibehaltung der Orthogonalitétseigenschaft bei jedem Schritt,
consSMtiz[sMti , sCount ] := Block[{},
steps = {{{addSF=s[sMti], {1}1}}:
Do

steps[-1] = DeleteDuplicates [steps[-1], hgslscld[remSFs [#1[1]], remSFs[#2[1]]] &] :
AppendTo[steps, {}];

Do[step=s[-1] = Join[=step=s[-1], nextSMti=s[mti]], {mti, steps[-2]1].
{sCount}] :

Return [Map[{remSFs[#1[[1]]], #1[[2]]} &, steps, {2}]1]:
1:

mit
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nextSMtiz [sMti ] := Block[
{flats, cFlats, vects, cVects, cOrthos, [Count, vCount, cFCount, cVCount, tmp, vi,

vc, fc, gFSets, noFix, retry, nMtis},

nMtis = {1; flats = sMEi[1]; fCount = Length[flats]; vCount = Max[Flatten[flat=]]:
vects = Table[{}, {vCount}] : Do[Do[AppendTo [vects[v], £], {v, flats[f]}], {f, fCount}]:

gFSets = Gather[getUnjoinedFlats[] , edgeSetsIzoQ[flats, #1, #2] &]:
Do[cFlats = flats; Do[AppendTo[cFlats[f], vCount + 1], {f, g[11}]:
cFlats = addSFs[cFlats]:

cOrthos = {}; cFCount = Length[cFlats]; cVWCount = vCount + 1;
cWects = Table[{}, [cVCount}]:
Do[Do[AppendTo [cVectz[v], £], {v, cFlats[f]}], {f, cFCount}]:
Label[retry]:
ve = fo=0;
Do[tmp = 0; Do[vi = (cFlats[f]) M (cFlats[f2])
If[viz {}, If[Length[cFlats[f2]] » 2 && ! pairlisted0[cOrthes, v, vi[1]], top++]1]1,
[f2, Vects[v]}]:
If[! Member{Q[cFlats[f], v] && tmp » 0 && Length[cFlats[f]] - tup = 1,
{ve, fc} = {v, f}: Break[]].,
{f, cFCount}, {v, cVCount}]:
If[vc == 0, AppendTo[nMtis, {cFlats, cOrthos}],

Do[vi = (cFlat=[f]) ) (cFlats[fc]) s If[vi # {}, If[Length[cFlat=s[f]] = 3,
Goto[noFix]]:
If[Length[cFlats[f]] » 3 && ! pairlistedD[cOrthes, vi[l], vc],
Do[If [pairlListedd[cOrthos, v2, vi[11] || pairListedd[cOrthos, v2, wc],
Goto[noFix]],
{wv2, cFlats[f]}]-
AppendTo[cOrthos, {vi[l], vc}11],
{f, cVects[vc]}]:
Goto[retry] ; Label[noFix] ;] ,
{g, gFSets}]:
Return[nMdtis]
1:

3.2.3 Alle orthononalen Hypergraphen mit bis zu 10 Vektoren

consMtis[10] liefert

1. {{{1,2,3},{1,4,5},{2,4,6},{3,5,6}}.{}}

47



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.
20.

21.

C{{{1,2,3},{1,4,5},{2,4,6},{2,5,7},{3,4,7},{1,6,7} },{} }
{{{1,2,3},{1,4,5},{2,4,6},{2,5,7},{3,4,7},{3,5,6},{1,6,7} },{} }

- {{{1,2,3},{1,4,5},{2,4,6,7},{2,5,8},{3,4,8},{3,5,7},{1,6,8} } {{7,6}} }

- {{{1,2,3,9},{1,4,5,8},{2,4,6},{3,5,7},{3,6,8},{5,6,9},{2,7,8},{4,7,9} },{} }

- {{{1,2,3,8},{1,4,5},{2,4,6,7},{3,5,7,9},{1,6,9},{5,6,8},{8,4,9} } ,{{2,7},{3,7},{2,3} } }

{{{1,2,3,8},{1,4,5},{2,4,6,7},{2,5,9},{3,4,9},{3,5,7},{1,6,9}.,{5,6,8}.{8,7,9} }.{}}

C{{{1,2,3},{1,4,5},{2,4,6},{3,5,6},{7,8,9}},{}}
C{{{1,2,3,10},{1,4,5,8},{2,4,6,9},{2,5,7},{3,5,9}.,{3,6,8},{5,6,10},{1,7,9},{4,7,10},

{8,9,10}},{{5,8},{9,6},{10,3}}}

{4{1,2,3,9},{1,4,5},{2,4,6,10},{2,5,7,8} ,{3,4,8}.{3,5,10},{1,6,8},{5,6,9},{1,7,10},
{4,7.9}}1.{}}

{{{1,2,3,9},{1,4,5},{2,4,6,10},{2,5,7,8} ,{3,4,8}.{3,5,10},{1,6,8},{5,6,9},{1,7,10},
{4,7,9},{9,8,10} },{}}
{{{1,2,3},{1,4,5,8},{2,4,6},{2,5,10},{3,4,10},{3,5,7},{1,6,10},{3,6,8}.,{5,6,9},{2,7,8},
{4,7,9},{8,9,10}},{{4,1}}}
{{{1,2,3,9},{1,4,5,8},{2,4,6},{2,5,10},{3,4,10},{3,5,7},{3,6,8}.,{5,6,9},{2,7,8},{4,7,9},
{9,8,10}},{}}
{{{1,2,3,9},{1,4,5,8},{2,4,6},{2,5,10},{3,4,10},{3,5,7},{1,6,10}.{3,6,8},{5,6,9},{2,7,8},
{4,7,9},{9,8,10}},{}}

{{{1,2,3,9,10},{1,4,5},{2,4,6},{3,4,8},{3,5,7},{1,6,8},{5,6,9} ,{2,7,8},{4,7,9},{6,7,10},
{5,8,10}},{}}

{{{1,2,3,8},{1,4,5,10},{2,4,6,7},{3,5,7,9},{1,6,9},{3,6,10},{5,6,8},{8,4,9},{8,7,10},
{2,9,10}},{}}

{{{1,2,3,8},{1,4,5},{2,4,6,7},{2,5,9,10} ,{3,4,9},{3,5,7}.,{1,6,9},{3,6,10},{5,6,8},{1,7,10},

{8,4,10},{8,7,9}},{}}
{{{1,2,3},{1,4,5},{2,4,6},{2,5,7},{3.4,7},{1,6,7},{8,9,10} }.{}}
{{{1,2,3},{1.4,5},{2,4,6},{2,5,7},{3,4,7},{3,5,6},{1,6,7},{8,9,10} },{}}

{{{1,2,3},{1,4,5},{2,4,6},{3,5,6},{1,7,8},{2,7,9},{4,7,10},{3,8,9},{5,8,10},{6,9,10} } ,{} }

{{{1,2,3},{1,4,5},{2,4,6},{3,5,6},{7,8,9,10} } ,{}}
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Die erste Menge gibt dabei jeweils die 2-flats mit mehr als 2 Elementen an, die zweite
Menge gibt ggf. an, welch Vektoren in 2-flats mit 4 oder mehr Elementen orthogonal
sein miussen.

Die Analyse ergibt
1. ist A3
2. sind die Vektor- und Spinorgewichte von Bs
3. ist das Fanomatroid
4. ist (Eg, A3)
5. ist nicht darstellbar
6. ist B3
7. ist nicht darstellbar
8. ist reduzibel
9. ist (Eg, A1 x A»)
10. ist (Es, A3)
11. ist nicht darstellbar
12. liefert kein V-System
13. ist nicht darstellbar
14. ist nicht darstellbar
15. ist nicht darstellbar
16. ist nicht darstellbar
17. ist nicht darstellbar
18. ist reduzibel
19. ist reduzibel
20. ist Ay

21. ist reduzibel
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3.3 Realisierung der Hypergraphen

Die Realisierung der Hypergraphen als Vektorsysteme im R™ erfolgt in zwei Schritten: Im
ersten Schritt wird ein System von Einheitsvektoren erzeugt, welches den vom Hypergra-
phen vorgegebenen Inzidenzen in Ebenen sowie den V-Bedingungen fiir die Ebenen mit
2 Vektoren, den Orthogonalitdtsbedingungen, entspricht und iiber die Winkel zwischen
ihnen parametrisiert. Im zweiten Schritt wird die Lange der Vektoren durch Lésen der
V-Bedingungen fiir die Ebenen mit mehr als 2 Vektoren in der Form (2.24) festgelegt.
Dabei stellt sich heraus, ob der Hypergraph ein V-System liefert.

3.3.1 Konstruktion der Einheitsvektoren

die Funktionen miissen noch ,,von Hand” aufgerufen werden
firstV[id ] := Block[{},
vectorz[id] = UnitVector[dim, 1] ; Do[AppendTo [£3tats[f], id], {f, wvectz[id]}]
1:
secondV[id , ang ] := Block[{v},
v = ConstantArray [0, dim] ; v[1] = Cos[ang]: v[2] = Sin[ang] :
vectors[id] = v; Do[AppendTo[[5tats[f], id], {f, wects[id]}]
1:

FlthngV[id , flt , vec , ang ] := Block[{cs, 51, =2, sf, n, r, k1, k2, v},
31 = wvectors[fStats[FLt] [1]] .wvectors[vec] : 32 = wectors[[S5tats[FLE] [2]] . vectors[vec] ;
2f = vectors[fStats[FLE][1]] . vectors[fStats[FLE] [21T]: c= = Cos[ang] »

Fallsimpllify [ »0lve ]| (E1 S1+EL S2==C38 E1"J+E2"2+2 Bl ES S[==1;,{E1,E:; L

n=sl"2+5242-2%x31lws32xsf; r=58qrkt[n-cs*2+cs*2si%2];

El = (ceax (5]l -32wsf) -signl[ang] »sign[sl] »32«x1¥) /n;

E2 = (caw (32 -31ws=f) + sign[ang] » Abs[s1l] »¥) /n:

v =kl wwvectors[£5tats[fLE] [10] + &2 w vectors[f5tats[FLE] 21T »

vectorz[id] = Simplify [v] : Do[AppendTo[f5tats[f], id], {f, vects[id]}]
1:

otgsAngV[id , oVecs , vec , ang ] := Block[{pbl, pb2, cs, 31, 82, n, r, k1, k2, v},
rkl = Hormalize [Cross @2 Append [ (vectors[#1] &) /@ oVecs, vectors[vec]]]
ph? = Normalize [Cross @@ Append [ (vectors[#1] &) /@ oVecs, phl]]:
21l = phl.wvectors[[vec] s 52 = pb2.vectors[vec]; cs = Cos[ang]:
n=sl"2+35242; r=58grt[n-cs+2]:
El = (cz2wxz]l - zignlang] »3ign[sl] »s2«1) /fn: k2 = (cax=22 + signfang] wAbs[31l] » 1) Fn:
V=Elwpbl +E2xpb2;
vectors[id] = Simplify [v] ; De[AppendTo [ f5tats[f], id], {f, vects[id]}]
1:
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F1EF1tV[id , f1t1 , f1t2 ] := Block[{kv, v},
Ev =
LinearSolve [ {vectors[fStats[fLEIJ[1]], vectors[f5tats[LLEIT L2110,
vectors[fStats[FLE2] [1TT37,
vectors[f5tats[FLE2T 2111 -
v = Hormalize [Ev[1] » vectors[fStats[fLEI][1]] + Ev[2] » vectors[fStats[FLEI] [200] -
vectors[id] = Simplify [v] ; Do[AppendTo[ f5tats[f], id], {f, wvects[id]}]:
1:
F1t0tgV[id , f1t , oVec ] :=Block[{=s1l, =2, 5[, n, v},
31 = vectors[fStats[FLL] [1]].wvectors[oVec] ; 52 = vectors[EStats[fLE] [2]] . vectors[oVec] :
2f = vectors[fStats[FLE] [1]] . vectors[fStats[ L] [210 :
n=>3grt[s1"2 + 522 -2 x=21lwz2wsl];
v = -vectors[EStats[FLE][1]] =52 /n + wvectors[fStats[FLE][2]] » =1 / n:
vectorz[id] = Simplify [v] @ Do[AppendTo[ f5tats[f], id], {f, vects[id]}]:
1:

angsV[id , vecs , angs ]| := Block[{vl, v2, vo, v, cal, cal, xy, a, b, g},
vo = Cross @@ (vectors[#] &) /@ vecs;
(«FullSimplify [Solve[{a+b xy=-cal,a xy+b =ca?,a*2+b*2+g*2+2 a b xy==1},{a,b,g}]]lx*)
cal = Cos[angs[1]] : ca2 = Cosg[anas[2]] » xy = vectors[vecs[1]].vectors[vecs[2]]
a=(-cal+calwexy) /(-1+xy*2); b= (-ca2+calwxy) / (-1+xy*2);
g=58grt[(-1l+cal*2+caZ2*2 -2xcalsxcaZ«xy +xy*2) S (-1 +xy*2)]:
v = axrvectors[vecs[1]] + bx vectors[vecs[2]] + g» vo:
vectors[id] = Simplify [v] ; Do [AppendTo[ f5tats[f], id], {f, wvects[id]}]:
1:

3.3.2 Bestimmung der Lingen

Die Langen der Kovektoren werden nun aus den V-Bedingungen bestimmt
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solvelV[] := Block[{finizshedVs, remainingFs, rawws, fittedVs, rcrs, dc, ds, arl, ar2, rl, r21,
mltips = Tabkle[l, {Length[vectors]}]:
finishedVs = {}; remainingF=s = Range[Length[flats]];
Do[Ilf[Length[f] == 3, AppendTo[finishedV=, f[1]]: Break[]], {f, flats}]:
While[remainingFs # {}, Do[rawws = Select[flats[f], ! MemberQ[finishedVs, #] &]:
If[1 = Length[rawVs] = 2,
fittedvVs = Select[flats[f], MemberQ[finishedVs, #] &]:
If[Length[rawVs] == 1,
AppendTo [raws, fittedVs[-1]]:; fittedVs = Delete[fittedvs, -1];
finished\Vs = DeleteCases[finishedVs, rawvs[2]1]:
rcrs = Cross [vectors[flats[f 111, vecters[flats[f] [201]:
de = Simplify [Sum [multips[v] =
Cos[2xSign[rcr=.Cross[vectors[v], vectors[fittedVs[1101] =
VectorAngle [vectors[v], vectors[fittedvs[1101], {v, fittedvsl]]:

ds = Simplify [Sum[multips[v] =

Sin[2 x»Sign[rcr=.Cross[vectors[v], vectors[fittedVs[1101] =
VectorAngle [vectors[v], vectors[fittedvs[1101], {v, fittedvsl]]:
arl = Simplify [Sign[rcrs.Cross[vectors[rawvs[1]], vectors[fittedVs[1]11]]
» Vectoringle [vectors[rawws[111, wectors[fittedVs[1101]
ar2 = 5implify [Sign[rcrs.Cross [vectors[rawvs[2]], vectors[fittedVs[1]1]]
» Vectoringle [vectors[raws[2]], wectors[fittedVs[1101]
If[Abs[arl - ar?] ===Pi/2,
maultips[rawvivs[1]] = 1; maltips[rawvvs[2]] = 1; Print["pis 2!"],
pultips[rawvvs[1]] = Simplify [Csc[2 arl - 2 ar2)] » {(-d= Cos[2 ar?] + dc Sin[2ar2])]:
multipslrawvvs[21] = Simplify [Csc[2 arl -2 ar2] » {(dsCos[2 arl] -dc Sin[2 arl])}]1]:
AppendTo[ finishedvs, rawVs[1]] 5 AppendTo[finishedVs, raws[2]]
remainingFs = DeleteCases [remainingFs, f]:
Continue[]]:
If [Length[rawws] == 0, remainingFs = DeleteCases[remainingFs, 1],
{f, remainingFsl]]

1:

3.3.3 Beispiel fiir einen realisierbaren ,,orthogonalen” Hypergraphen, der kein
V-System liefert

Hierbei wird gleichzeitig die Verwendung der Konstruktions-Funktionen demonstriert,
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flats = nl2;

fCount = Length[flats]; vwlount = Max[Flatten[flats]]:

vects = Tabkle[{}, {vCount}] : Do[Do[AppendTo[vects[v], £], {v, flats[f]}], {f, fCount}]:
dim = 3;

vectors = ConstantArray [0, [vCount, dim}]:

f3tats = Table[{}, {fCount}]; v5tats = Table[{}, {vCount}]:

SAzsumptions =0 < a < PLi/2&E0 <« = Pi/2;

firstW[4]
secondV[1l, Pi/2]

-:-tgsﬁ.ngv[?, 11, 4, EMcTan[“u'r_ —ﬁ]]
Eltnngv[s, 11, 4, —EMGTan[“u'r_ —‘v’?]]

otgsAngV[6, {7}, 1, b]
otgsAngV[10, {7}, 1, -b]
otgsingV[2, {9}, 1, k]
otgsAngV[3, {9}, 1, -b]
FLEF1tV[S, 2, 4]
FLtF1tV[8, 2, 10]

vectors = FullSimplify [vectors]

—

{ Sin[b] lz2
10, 1, 03, {-=——, cos[vl, ,| -~ Sinlbl},
"-_.'13 Vo3
{Sin[b] S .'? Sin[b]} oo {_ Sin[b] + 3 Coa[b] n}
N R L ZiCoaze] | W Z-Coafzb] | ¢
| -
Sin[k] | 2 ) | 2 ) = =
{ 5 Ceelel sinfpl}, {/ .+ 0, sin[22rcTan[V2 - V3 |[],
Sin[b /3 Cos[b (2 1 Sin[b 2
i o ol {20 =) 22 cosppy, - [ 2 sinmmi])
Z+Cos[2b] - Z+Cos[2b] U3 - A3 Vo3

vectors[[7, 3]1] = -

dabei wurde
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Sin[a] Sin[b] Cos[b]

Reduce[{- , s n} ==
Abs[5in[a] 5in[bk]]? + Cos[b]? ’\4'rﬁ.bs[Sin[a] 5in[b]1? + Cos[k]?

Co=[2 a] Cscla] 8in[k] Coszs[]

.0},

N'rCDs[b]: +Cos[2a]? Csc[a]” 8in[b]? w'rc-:.s [L]1% + Cos[2a]® Csc[a]” Sin[b]?
{a, b}, Reals]

2

rullsj_mplify[z hrcTan[RDu:-t[l —1o =t sty 2]]]

2 Aru:'.l‘an[‘-;' 2 -3 ]

N[2 ArcTan[Root[1-10 #1° + #1* &, 2]]]
-0.61548

benutzt

3.4 Kilassifikation iiber partiell geordnete Mengen

partielle Ordnung einer Menge:
pOrder[list , relatiaon ] :=
Block[{set = list, rel = relation, 1Minors, sExtens, roots, leaves, higher, lower},
1Minors = Takle[{}, {Length[=et]}]: sExten=z = Takle[{}, {Length[=set]}]:

roocts = {}; leaves = {};

Do[higher = False; lower = False; («Print[i,roots,leaves] :Print[1Minors,sExtens] i«
Do[If[tryExtens[i, r], higher = True], {r, roots}]: If[! higher, AppendTo[rocts, 1]]:
Do[If[tryMinor[i, 1], lower = True], {1, leaves}]: LEf[! lower, AppendTo[leaves, 1]],
{i, Length[=et]}]:

Beturn[=Extensz]:
1:
mit
tryExtens[i , m ] := Block[{higher},
If[! rel[set[[m]], set[[i]]], Return[False],
higher = False; Do[If[! i == e, If[tryExtens[i, €], higher = True]], {e, sExtens[[m]]}]:
If[! higher,
Do[If[rel[set[[i]], set[[e]]], sExtens[[m]] = DeleteCases[sExtens[[m]], <]:
IMinors[[e]] = DeleteCases[1Minors[[e]l]l, m1],
{e, sSExtens[[m]]3}]:

If[sExtens[[m]] == {}, leaves = DeleteCases[leaves, m]];
If[! i=m, AppendTo[sExtens[[m]], i]: AppendTo[1lMinors[[i]l], m]1]:
Return[True] ]

1:

und
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tryMinor[i , e ] := Block[{lower]},
If[! rel[zet[[i]], 3et[[e]]], Return[Falze],
lower = False; Do[If[! i=-m, If[tryMinor[i, m], lower = True]], {m, 1Minocrs[[=]]}]:
If[! lower,
Do[If[rel[zet[[m]], set[[i]]], sExtenz[[m]] = DeleteCaszes[sExtens[[m]], ]
IMinors[[e]] = DeleteCases[1Minors[[e]], m]],
{m, IMinors[[e]]}]:
If[1Mincrz[[2]] == {}, roots = DeleteCases [roots, 2]]:
If[! i==e, AppendTo[1lMincrs[[e]], 1] AppendTo[sExtens[[i]], =]1]:
Return[True] ]

1:

7.B. ergibt
pOrder[=sinple3DHGs, hgMinerQ[#1, #1] &]

{2}, {9, 10}, {7}, {}. {}, {4, 5}, {6}, {6}, {3, 8}, {}}
mit simple3DRs := {A3, vsB3, B3, F3, G3, AB4A11, AB4A12, E6A13, E6A3, H3};
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Ausblick

Als Ziel meiner Diplomarbeit hat sich die Suche nach WDV V-Kovektor-Losungen bzw.
V-Systemen und der Versuch ihrer Klassifikation ergeben. Der aussichstreichste Weg zum
Finden weiterer Losungen, ja der einzige mir bekannte, mit dem die Hoffnung auf eine
vollstdndige Klassifikation besteht, scheint der Zugang iiber die Matroide der Systeme
Zu sein.

Im Hinblick auf die begrenzte mir zur Verfligung stehende Zeit habe ich mich bei der
Anfertigung dieser Diplomarbeit dazu entschieden, den Uberblick iiber die physikalische
Bedeutung der WDVV-Gleichungen in Kapitel 1 zu einer gewissen Vollstdndigkeit zu
bringen und die Zusammenstellung wichtiger Beweise zu den bisherigen Methoden zur
Auffindung von V-Systemen, sowie insbesondere die vollstdndige Darstellung des Be-
weises zu der fiir die Gewinnung von WDVV-Lésungen aus der Matroid /Hypergraphen-
Methode entscheidenden Aquivalenz der WDV V-Gleichungen zu Veselovs V-Bedingungen
in Kapitel 2, fertigzustellen. Ich denke, dass die Kapitel 1 und 2 so méoglicherweise fiir
jemand, der sich den WDVV-Gleichungen beschéftigen und die Suche nach Kovektor-
Losungen fortfithren mochte, als Motivation und Ausgangspunkt niitzlich sind.

Im Gegenzug konnte ich die entwickelte Hypergraphen-Methode nur sehr knapp be-
schreiben, ich denke aber dass es dennoch zur Not méglich ist die Algorithmen so, wie sie
hier abgedruckt und als funktionsfahiges Mathematica-"Notebook” auf der beiliegenden
CD enthalten sind, zu verstehen. Sinnvoller wére natiirlich die persénliche Erlauterung
der zugrunde liegenden Ideen.
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