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Drehimpuls—Algebra

£=1,2,3 , J=J, , [Ji,J2]=1ihJs und zyklisch (J.1)

weiter nichts ! =% zunichst, dafl

[J?, Js] =Nl s+ 1, Jslh+ Bl Js] 412, J3]a =0
ist und folglich J? und J; ein simultanes System |\, m) von orthonormierten Eigen-
zustédnden haben. Wegen Hermitezitdt sind die Zahlen A und m reell :

T2 Iam)y=RAAm) ., Js|Am)=hm|Am) . (J.2)

Die linke Gleichung nehmen wir im Skalarprodukt mit | A,m ). Auf die rechte wenden wir

zuvor Jy an. Alsoist B2A = (Am| J [ Am)= ( |J2] Y+ { |J2] Y+ ( |J2] ) =0,
und auch 7> (A —m?) = (Am|J =J2[Am) = ( |J?| Y+ ( |JZ] ) > 0. Ergo:

0< A, =VX<m< VN (J.3)

Jetzt definieren wir zwei Operatoren J; und J_, schreiben ihre (leicht verifizierbaren)
Eigenschaften gleich daneben,

JL=Jo, [J2,Ji]=0

Jl + ZJQ = J:t y (J4)
[J3,J:|:]::|:h=]:t s J:FJ:t:J2—J32:FhJ3
und nennen sie sinnigerweise Auf- und Absteigeoperatoren, denn
JZ(JiM,m>) - hz)\(Ji|/\,m)> und (J.5)
A (Ji\/\,m>) = (£hJy + Johm) [ \m) = h(m+1) (Ji|)\,m)) . (J6)

Der eingeklammerte Zustand ist also ein | A\;m +1) — bis auf Vorfaktor :
Jeldhm)=oas|AmE1) , osf = (Am| LI | A m) =1 (A=m®Fm) , (7)

wobei die letzte Beziehung aus (J.4) von Nutzen war. Wenden wir wiederholt J_ an (A
fest), so mul — weil (J.3) beliebig tiefe m’s verbietet — genau der Wert o = 0
getroffen werden. Das minimale m, bei dem das passiert, nennen wir 'min’. Analog kann
man J, wiederholt anwenden und mufl oy = 0 treffen. Das maximale m nennen wir j ,

0 = A — min? + min

0=A—j* -
mit den beiden Losungen j =min—1 (unzutreffend) und j = —min . Also miissen die
m—Werte in ganzzahligen Schritten von —j bis j laufen — egal ob dabei der Ursprung
betreten oder {ibersprungen wird :

Tt ——— m (A fest)
—J Einerschritte J

j*+j—min® +min=0 |, (J.8)

Aus den beiden linken Gleichungen (J.8) hatten wir A eliminiert. Jetzt konnen wir es
mittels der unteren durch j ausdriicken : A = 52+ j = j(j + 1) . Das tiefstmogliche myax
ist j =0 (™~ m = 0). Nur zu j = 0 gilt in den Ungleichungen (J.3) das Gleichheitszeichen.

Fazit : jene Zahlen A\ und m in den Eigenwerten h*) (von J %) und Am (von J3) nehmen
die diskreten Werte
1 3
A=iG+1) , m=—j,...... =1 mit j=0,2,1,2,2, . (1.9)
an. Die Algebra hat m e h r Maoglichkeiten (ndmlich auch halbzahlige j—Werte) als der

lahme Bahndrehimpuls L . Ob wohl die Natur davon Gebrauch macht ? Spin !



