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Die lokalen Eichtransformationen (U = N x N-Matrix)
U=e WA @T" = Ao peell | UlU =1 = T=T%", (S.1)

eines N-komponentigen Spinors (darum U unitéir), deren n = N? — 1 Gereratoren T spurfrei sind, bilden eine
(kontinuierliche, nicht—abelsche Lie-) Gruppe (n = ihre Dimension):

a=1,....,n , Sp(T)=0 =  det(U)=eP0)] =1 (S.2)
Jenes S in SU(N) steht fiir special und dieses fir det(U) = 1.
Beispiel: zu N =3, n =8 und T* =: \*/2 wihlt Gell-Mann (1962)
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Zu positiv-definitem U (= U =: e?) gilt das vorletzte Gleichheitszeichen in (S.2) allgemein, denn

Oy det () = 5, { (Ae™) (€)oo + () (Aeh), o+
IAqul ]'N( )Z]1 e” )272 R Allsjl...jN (emA)lj1 (ezA)2j2-... +
= Sp(A)det (e®*) = det (e” )=ceISD(A);x=0:C=1;x=1,A=1n(U)=>(s.z).

Eine geeigete Orthonormierung (in

1
fundamentaler, d.h. N x N-Darstellung) ist Sp (T°T") =

— sab
S (S.3)

Damit Anwenden zweier U’s eine neues U ergibt,

miissen die Generatoren unter Kommutation schlieflen : [T, T ] =if*eTe . (S.4)
Die Strukturkonstanten f sind total antisymmetrisch (weil (S.3) , (S.4) auf fo° = —2Sp ([T°,T"] T°)
fiihren). Beispiel: N =2, n =3, T% = ¢%/2, f%¢ = %

Die genannten T-Eigenschaften haben eigenwillige Relationen zur Folge. Eine beliebige hermitesche N x N-
Matrix M 148t sich nach 1 und 7% entwickeln, M = mg-1+m,-T% , und die Koeffizienten m folgen durch
Bilden von Sp(M) und Sp(MT?) zu mo = Sp(M)/N , m, = 2Sp(MT*). Also ist

2Sp(MT*)T* = M — Sp(M)/N , d.h. 1 1

2(Te)*g(T)Y ,MPy = 6%,07 g MP~ — L6%07 ,MP,, |, = (T*)*5(T), = 3 (60‘,,675 — N&“gé”,,) . (S8.5)

Zu N=2(n=3,T*=0%/2) geht (S.5)

tiber in (0%)%5(0%)Y, = 26%,875 — 69547, : G102 = 2Pp—1 . (S.6)
Zu 8 =« und Summation N 1 n

entsteht aus (S.5) TaTazf_ﬁ:ﬁ =: Cr . (5.7)
Multipliziert man (S.5) mit (7?)" , und ]

summiert {iber 3,+, dann folgt wegen Sp(7°?) = 0, daf3 TeTT® = _ﬁTb . (S.8)
(S.8) und (S.7) geben schlieBlich TaTbTaTb:_anW:_i-’_ﬁ ) (S.9)

Alle Summenregeln fiir die Strukturkonstanten f lassen sich dadurch beweisen, dafl man sie mittels (S.4) in
T—Gleichungen tiberfiithrt und dann (S.2), (S.3) und/oder (S.5) bis (S.9) verwendet — oder auch die

Jacobi-Identitat [ [A,B] ,C] + [[B,C] ,A] + [[C,A] ,B] =0 . (S.10)
Beispielsweise klart sich facd pedb — pn5ab , N=:C4 , (S.11)
folgendermaflen auf, wobei zunéchst (S.4), spater (S.9) und (S.7) herangezogen werden :
2 n
T*(S.11)T" = — [T, 7] [T°T%] = - 2T°T*T°T* + 2T°TTT° = —— +2 = .
(S.11) [7e, 7] [T°,T] + i 2 (ay) =3
(S.11) hilft dann bei der Herleitung von — (T%)10(T?)oa f**°(T¢)23 = §N(T“)14(T )23 (S.12)

némlich wie folgt. Da f%° in a, b antisymmetrisch, ist Ersetzung (7%)10(T%)os = 3 [T®,T°] erlaubt, ergo Lh.s.
von (S.12) = LifobdTy, fobeTgy = LiT{ N6 T, , ged.

Aufgrund von (S.10) gilt im ibrigen fabe pecd | fbee pead | gcae pebd _ (S.13)

und mit (S.13) wiederum sieht man ein, dafl die f"*%/i — mit r,s als Matrix-Indizes verstanden — die
Beziehung (S.4) erfiillen: adjungierte Darstellung (n x n). Manchmal ist es tibrigens recht gescheit, sich die
Bildung f**° A’ B¢ mit (A x B)* abzukiirzen.

[ Kurze (= kopierbare) Darstellungen finden sich in Cheng+Li Gauge theory of elementary particle physics (1984),
Kapitel 4, und in DeWitt+Smith Field theory in particle physics (1986), Vol.1 , Anhang C ]
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