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Kinderkreisel

im ersten Semester 775 Kreiselei ist anstrengende Materie. Was da der ,,schwere symme-
trische Kreisel“ (wenigstens der) Schones treibt liegt andererseits ganz in Newtons Re-
gierungsbezirk. Verstehen ist Riickfithren. Ob also der Kreisel schon fiir Studienanfinger
lehrreich sein kann, das steht und fillt damit, ob es eine hinreichend elementare Her-
leitung gibt. Sie darf nicht nach Lagrange—Funktion greifen, sie soll ganz im Laborsystem
bleiben, usw. Ob das denn mdglich ist ? Hier das Resultat unserer Neugier.

Der Kinderkreisel ist ein starrer Koérper (Masse M ) mit zwei gleichen Haupttrigheits-
momenten [y = Iy =: Iy, drehbar festgehalten an einem Punkt (hier der Ursprung),
welcher auf der Symmetrieachse des Korpers liegt. Manchen Kérpern homogener Massen-
verteilung (z.B. Kreis—Pyramide) kann man ansehen, wohin seine Hauptachsen zeigen.
Der Ausgangspunkt. Was wir brauchen :

Schwerpunkt : R = Zm,ﬁa /M , Drehimpuls : L = Z?a X MaUa -
Tréigheitstensor : L =:Iw [PB §4.2] , Drehmoment: D := Z?a x K, |,

Kugelkoordinaten : 1, ¢ mit den Abkiirzungen
S:=sin(d) , C:=cos(d¥) , s:=sin(y) , c:=cos(p) ,
und wie es gemeint ist, wenn sich zwei w’s addieren: ,Motor (W, ) montiert auf Karussell
(w1)“ [PB §2.1, Bild 2-3]. Der Index @ numeriert eine beliebige Anzahl von Teilchen,

K, ist die Kraft auf das a-te und > lduft iiber alle. Soweit in Ordnung: all dies kénnte
um Weihnachten herum verstanden sein, geiibt und verlnnerhcht Der oberste Regent iiber

jegliche Mechanik (zu gegebenen Kriften) heifit Newton: mr = K fiir jedes Teilchen der
Welt. Er duldet keine nebenbuhlerischen ,,Gesetze“ neben sich.
Die Herleitung der Gleichung (1) (bitte bitte im Kopf!) zeigt atL =D (1)
zweierlei : erstens, dafl (1) allgemein gilt fiir jeden Haufen von Massenpunkten, und zwei-
tens, daf es sich in der Tat nur um eine spezielle Abart von Newton handelt.

Ein starrer Korper hat 6 Freiheitsgrade (6 Parameter, die seine momentane Lage festle-
gen). 3 davon verbraucht der Schwerpunkt oder ebensogut irgendein anderer festgehaltener
Punkt. Bleiben 3 fiir Rotation. Beim Kinderkreisel sind dies die zwei Kugelkoordinaten
des Schwerpunktes und ein Winkel 1 um die Figurenachse. (1) hat drei Komponenten.
Also ist die ,Newton-Abart“ (1) die Bewegungsgleichung des Kinderkreisels. Alles
tiber ihn, einschliefilich Nutation, muf§ aus (1) hervorgehen.

Wenn alle Massenpunkte des Kreisels nur die konstante Erdanziehung I?;“‘“ = —mgges
verspiiren, und wenn die paarweisen inneren Krifte (jene, die den Korper = starr erschei-
nen lassen) ,, a & r “ erfiillen (mit Richtung auf Verbindungslinie) dann fallen sie rechts in
(1) in der Summe heraus ( Dimere = 5 7, x 207 Koy (Fp—74) = L LY U Kayy [Ta % (Th— Ta)
+7y % (Fa—73)] = 0). Ubrig bleibt

D = Z?a X (—mgges) = —mea?a X e3=—MgR xe3 . (2)

' Wenn wir hier
Figuren R=Ré¢ mit ¢= (S, Ss,C)  (3)
M// einsetzen, dann kommt — noch ganz allge-
o mein — neben e; und ¢ (Figurenachse)

3

noch ein dritter Einheitsvektor n ins Spiel:

D=MgRS#H mit 7= (=s,¢,0) . (4

Nachrechnen ! Der Vektor n liegt in der xy-Ebene, steht senkrecht auf e und zeigt in
der Figur-Situation nach links—hinten. Und nun los. Wir gehen stufenweise vor.



Stufe 1: 9=7/2, S=1, C =0, ¢ =: wy, = consty, z.p::w:constt. Das sind arg
einschrinkende Vorgaben. Wir wagen es noch n i c h t , die Bewegungsgleichung zu
losen. Vielmehr richten wir nur die Frage an sie, o b solch eine spezielle Bewegung
m o glich ist (sofern man fiir geeignete Anfangsbedingungen sorgt). Auch Stufe 2 wird
noch von dieser engstirnigen Art sein. Die Figur zeigt eine perfekte ,Motor (die Figuren-
achse drehend) montiert auf Karussell (um e3) Situation. Also addieren sich zwei W’s :

aﬁgu:lD(C,S,O), a}karu:¢<07071)7 agesamt:(wcuwsugb) - (5)

Links in (1) brauchen wir jedoch den Drehimpuls L . Auch dieser kann vektoriell zusam-
mengestzt werden. Sowohl Weg, als auch Wi (Weil L e ) liegen auf Hauptachsen, so
daB N ~ - . .

Lﬁgu:Iwﬁgu ’ Lyara = J Wiaru ) L:(IlﬁC,hﬂS,J(P) ) (6)
wobei J das Trigheitsmoment des Korpers bei Rotation um eine Achse L e durch
Ursprung ist und folglich nach Steiner iiber J = MR? + Iy, mit den eingangs notier-
ten, auf Schwerpunkt bezogenen Haupttriagheitsmomenten zusammenhéngt. Doppelt halt
besser, mag nun jemand sagen, und zu (6) eine explizite, von (5) ausgehende Rechnung
einfordern. OK. Dazu begeben wir uns mittels Drehmatrix D, in das sich mit ¢ = w,t

drehende Karussell, weil in diesem [ diagonal bleibt : L =l w= DI I'D,w, dh.

— c —s O I 0 0 c 0 12)0 c —s 0 y
L = (s c 0) (0 J 0) (—5 0) (¢s) = (s c 0) (?) = (6) .
o 0o 1/\o o Jg/\o AN o o 1)\

Wir waren also vor (6) nur ein wenig , genial“. Es wird jetzt spannend, denn wir setzen

S0 »

(6) in (1) ein und halten beim Differenzieren ¢ =: w,, und 3 =: w konstant. Ob das

geht ? 7 R M g R

0 (6) =0y ({we, Iws, Juy ) =Twwyn = MgRn ~  wy = . (7)
Hurra, (1) war erfiillbar, d.h. die Vorgaben waren erlaubt und die Prizession mit ¢ = wp,
gibt es tatséchlich, aber nur mit dem rechts in (7) stehenden Wert. Man muf also den (nach
vorn gerichteten) Regenschirm moglichst schnell drehen (w grof, und sich selbst dabei
nach links drehen), damit er links herum (auf dem linken Arm) langsam genug entfleucht.
(7) ist Gleichung (5.52) in Demtréder 1. In dessen voranstehender Herleitungszeile sollte

es jedoch D =1[9,L | =... heiflen (statt J;L, denn das ist Null).
Stufe 2: ¢ = const;, aber # 7/2. Wir fragen, ob die Figurenachse %
(statt in der xy—Ebene) auch auf einem Kegel () mit wy, := ¢ = const; v o

umlaufen kann. Der Motor—auf-Karussell-Gedanke fiihrt jetzt auf

a}ﬁgu = Q.ﬂ(SC, SS, C) ’ Z}karu = ().O(Oa Oa 1) ) Z}gesamt = (WSC, (A}SS, wc+§b) ) (8)
worin wir wieder @D =:w gesetzt haben. Obacht, die tatsdchliche Winkelgeschwindigkeit
w) des Korpers um die momentane e—Achse ist von w verschieden, denn Wi, hat jetzt
eine Projektion auf e . Eine ||-L-Zerlegung [PB (1.29)] steht an :

W = € (Wgesamt €) = € (WH+PC) , Wi = € X (Wgesamt X €) = @S (=Cc, =Cs, S) . (9)

Nachrechnen ! Es sind diese beiden w’s, welche auf Hauptachsen liegen (und sich zu

Weesamt addieren). Folglich kann der gesuchte Drehimpuls L wieder ,genial“ zu

RN

L=Ilwj+Jw, =I(w+¢C)e+JpS(-Cec,-Cs,S) |, (10)

zusammengesetzt und in (1) eingesetzt werden. w, ¢, C und S sind zeitunabhéngig, so
daB

0L =I(wtpC)e—Jp SC(=s,¢,0) = [IS(w+¢pC)g—Jg°sc|n  (11)



entsteht. (11) = (4). Es geht erneut gut : eckige Klammer = MgRS . Fiir die Prézessi-
onsfrequenz wy, := ¢ haben wir damit die quadratische Gleichung

wpr Tw + wl cos(W)(I—J) = MgR (12)
erhalten. (12) ist nicht Demtrdders Gleichung (5.53). In der letzteren vermifit man den

wi,~Term. Erst mit w — oo lieBe er sich vernachléssigen. Der Zweifel an (5.53) hatte
iibrigens diese unsere Bemiihungen ausgelost.

Es ging! Also doch Kreiselei im Ersten? Wenn Zeit und Gemiitlichkeit fiir ungeféhr so
viel Rechnung bereitstehen, wohlan, dann ja. — Es ist fast immer nur die Zeit.

Erstaunliche Nebenresultate halten sich in (12) verborgen.

(I) Als quadratische Gleichung Tw AMgR(J — I) cos(d)

hat (12) z wei Losungen : “P= 3c05(0) (7 — 1) <1i\/1 B IPw? ) (13
Realisierbar sind b e i d e . Wandern wir mit ¢ sanft an 7/2 heran, so geht die
Minuszeichen-Lésung in (7) iiber, wihrend die Pluszeichen—Frequenz nach +o00 (if J > I)
entschwindet. Von der , langsamen® und der ,,schnellen* Prizession ist die Rede bei Gold-

stein (Klassische Mechanik). Von ihm kam auch die Rettung aus der Not der eigenen
Zweifel : (12) ist Goldsteins Gleichung (5-70).

(IT) Ist I gentigend klein, so kann der Wurzelinhalt negativ werden, d.h. es ist nicht jede
Neigung ¥ realisierbar. Man kann zwar jede ¥-Anfangsbedingung wéhlen, aber der
Kreisel vermag sie nicht zu halten. Usw. — Ohnehin wird es Zeit fiir die letzte Stufe.

Stufe 3: Allgemeine Losung der Bewegungsgleichung (1). Motor ({D—é) auf Karussell
(195) auf Karussell (¢ e3) gibt  Wgesamt = Ve +9n+ pe; = w+w, mit

Oj=@W+¢C)e und @ =9n+¢es—pCe (14)
L=1I&+Jw, = Jzéﬁ+J¢z3+(1w+¢c]-J¢c)z . (15)
Multiplizieren wir af D der Reihe nach mit den Einheitsvekoren es, e, n und

nutzen ey BtL 0y (eany L) eany L aus, so folgen zuerst zwei Erhaltungssitze,
Ly=JpS?+1(p+¢C)C = A=const, , I(1h+¢C) =:B=const, , (16)
und schliellich, (16) zum Eliminieren nutzend, eine restliche echte Bewegungsgleichung

fiir 9 :
. A-B B—A 2
J i = MgRs — 0}5(3 92 _ave (a7)
Das effektive Potential (A — Bcos(9))?
=M
V(9) gRcos(9) + 27 s (0)

sieht aufgetragen iiber ¥ (0 < 9 < 7) wie ein U aus, hat nur ein Minimum und saust an
den Intervallrindern nach +oc. Mit (18) sind wir bei Landau+Lifschitz I angekommen
(§ 35, Aufgabe 1, Gleichung (6). Unser V ist Landaus Ueg plus MgR) und verweisen
auf die dortige weitere Diskussion. Nur zweierlei. Erstens, per Multiplikation von (17) mit

¥ entsteht ein Energiesatz 1.J 192+V(19) E’ (bis auf Konstante tatséchlich die Energie),
und man kann die Bewegung als Schwingung in der V-Mulde interpretieren (Nutation).
Zweitens, Landaus und Goldsteins Lagrangesche Methode (auch nur eine Newton—-Abart)
ist ,das einzig Wahre® bei bewegungsbeschrinkten Systemen, wovon der Starre Korper
eines ist. — Wohlan, so wie auf diesen drei Bléttern geht es aber auch .

(18)
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