Mechanik, Winter 95 / 96
Euler’s Winkel und die SO(3)

Ein so iiberschaubares Objekt wie der starre Korper mit nur drei (plus drei trivialen) Freiheitsgraden sollte auch
eine iiberschaubare Behandlung erfahren. Aber leicht divergieren Philosophie und Bezeichnungen. Man muf}
sich dagegenstemmen.

Alle wesentlichen Aussagen kann man erhalten, ohne je eine Drehmatrix explizit gemacht zu haben:
N - o ~ 1 . 1._ .
Vv=wxr = L =Zmr x(@x7)=Iw .:> Trotzzim(wx )V = iwlw (1)

Die Lagrange-Funktion ist somit L = 1 MR’ 4 151@ -V . (2)
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Man gehe nicht voreilig in ein korperfestes System : bei Festloten einer Achse (abseits Schwerpunkt) ist diese im

Laborsystem gegeben. Andererseits, da Tyo; eine Invariante unter Drehungen ist und als kérperfestes Dreibein
die Hauptachsen wahlbar sind, wartet

1 . . .
Toow = 5 (Trwr” + oo + Towy?) 3)
nur noch auf Angabe der Projektionen w} =@ f;.

Anhand seiner Figur, welche die Euler—Winkel ¢, § und v defi-
niert, kann nun Landau [ LL §35 | sehen, daf

w'=<gbsas¢+écw,g’asa%—ésqp,abca%—z;) .4

Er hat dazu drei Winkelgeschwindigkeits-Vektoren addiert, jene
zu festgehaltenen jeweils anderen zwei Winkeln. Der kraftefreie
symmetrische Kreisel bekommt mit (4) die Lagrangian

L:%L (¢285+é2)+513 (9'009 +«'b>2 ‘ (5)

Hat jemand ein Starrkérper—Problem gelost, d.h. die drei Euler—Winkel als Funktionen der Zeit erhalten, so will

er die Bewegung des Korpers nachvollziehen, etwa als Computergrafik. Er braucht dazu die drei f —Vektoren
als Funktionen der Zeit. Diese stehen als Zeilen in der Drehmatrix D [Goldstein, Gl. (4-46)], welche passiv (!)

vom Laborsystem () zum ffSystem vermittelt :

cy sy 0 1 0 0 ¢ S, 0 CoCp — 8uCOSy  SpCy + CpCeSy S¢Sy
D=\ —-sy ¢cy O 0 cop 89 =Sy Co 0| = | —cpsy —SpCocy —5,5y + CpCocy  Socy (6)
0 0 1 0 —sp co 0 0 1 S48¢ —CyS0 co

Mittels (6) kann man den Laborsystem-Drehimpuls erhalten, ndmlich per L =15=D'T'%. Zu speziell

I, = I, (symmetrischer Kreisel) folgt : . .o
Ly=Tigsi+Taco (b +an)

Li=1, [éc‘p—g')s«,saca] + I3 sps0 ({p—}—g')ca) , Ly=1; [ésw%—gbc«,saca] —I3¢ys0 (1&—}—(}709) . (7

@' muf mit einer infinitesimalen Drehung D™ wihrend dt zu tun haben:

D(t+dt)=D™D(¢t)  mit (Behauptung) D™ =1-dt (&'x) . (8)

Stimmt (8), so folgt . .7 R 0 w3 —wy
DD"=-DD =-(@'x) = | —w} 0 wi 9)

wh  —wi 0

Aus z.B. w] = (D DT)y3 = Dgl D3y + D22 D3s + D23 D33 erhdlt man tatsachlich ¢ spsy + 0 cy, vgl. (4).

»Infinitesimale Drehung” moge auf den Term linear im Winkel beschrinken. Also ist z.B.

0 10
DM, =1+dy —01 8 8 =l-dp(esx) = DI =1-dp(ex) (10)

wobei die Verallgemeinerung rechts aufgrund der rein vektoriellen Formulierung links méglich wurde. Nur noch
der Gedanke dpe = dtw' ist nun nétig, um die Behauptung (8) einzusehen.

Drehungen sind Elemente einer kompakten Lie-Gruppe, der SO(3) (S: special, O: orthogonal, 3 real dimensions).
(e1x ), (€2x ) und (‘e3x ) sind ihre Generatoren. Und sie ,generieren” tatséchlich, z.B.:

o N - . . c, 0 0 _; ¢ 5, 0
(1 — N€3X) — e ?€3% =ch (pe3x)—sh (pezx) = 8 c(;, (1) —sin(p) e3x = —go 060 (1) (11)

Die Lie—Algebra schliefit: (€1x )(eax )—(€ax )(€1x) = €egoe;—e€j10es = ez x . Die Guppe SO(N) hat
N(N —1)/2 Generatoren. Numeriert man sie mit einem Index—Paar [i,j] (¢ < j), so hat der 4, j—te Generator
das k, {~te Matrixelement 0001 — dsxdje-
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